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Cum  anno  1843,  epistolas  Eulerianas  editurusW,  catalogura  omnium  summi  illius  Geo- 
metrae  operum,  quem  jam  dudum  in  usum  meuro  comparaveram,  editioni  subjungere 
constiluissem ,  facta  et  comparatione  et  accurata  disquisitione ,  non  solum  eo  perveni,  ut 
novus  ille  catalogus  (B),  ex  arte  redactus,  plenior  evaderet  illo  (A),  quem  pater,  anno 
1783  vitam  Euleri  scribens,  publici  juris  fecerat**,  sed  ejus  ope  in  iasce  manuscriptorum 
Euleri,  qui  in  tabulario  academico  servatur,  opus  detexi  hucusque  ineditum,  inscriptum: 
Astronomia  mechanica.  De  cujus  inventi  magno  pretio  cum  dubitari  non  posset,  rei  detectae 
ouncium  viris  matheinaticis  mittere  festinaviW.  Acstate  ejusdem  anni  Parisiis,  in  Bibliotheca 
regia,  alterum  vidi  Euleri  autographum,  quod  a  Lagrangio  donum  acceperat  Lacroix, 
venditum  deinde  ex  hereditate  hujus  viri  et  tractatum  continens  inscriptum:  Considi- 
rations  sur  quelques  formules  mUgrales  dont  les  valeurs  peuvent  ttre  exprimtes,  en  certains 
cas,  par  la  quadrature  du  cercle,  paginas  32  in  4'°  et  55  paragraphos  complectens.  Cura 
extemplo  intellexissem,  opusculum  hoc  incdilum  esse,  benevolo  oflicio  custodis  Bibliolhecae 
Hasii,  viri  in  literis  graecis  celeberrimi,  apographum  hujus  commcntationis  mihi  parari 
curavi.  Ut  quidem  «utriusque  hbri  cognitio  mihi  inexspeclata  fuerat,  ita  deinde  nullus  dubitavi, 
etiaro  fascem  evolvere  et  perscrutari  manuscriptorum  Euleri,  ab  heredibus  ejus  asservatonim , 
sed  quae  antehac  examine  vix  digna  erant  judicata,  cum  opemm  editorum  apographa  in 
usura  preli  confecta  haberentur.  Quantopere  vero  miratus  sum,  cum  in  hoc  fasce  copiam 
commentationum  incognitarum ,  manu  Auctoris  scriptarum,  et  fragmenta  operum  majprum 
cognoscerem,  quae  omnia  Aucloris  immortalis  ingenium  prae  se  ferelwnt.  Yir  ille  ex  longo 

(1)  Cnrreapondance  roathematique  et  phjsiquo  de  quelque*  celebre*  Geoiuetres  du  XVIII  «iecle  etc. 
St.-Pelerib.  18*3.  T.  I.  II.  8'»- 

(2)  Eloffu  rfe  Leon.  Euler.  par  Nicolaa  Fujj.  St.-Petereb  1783.  V* 
(3]    Corre.pondanceT.  I.  p.  CXIX. 
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60  annorum  somno  resurrexisse  videbatur,  scilicet  decimo  quarlo  post  anno  quam  Academia 
ultimas  doctrinae  Eulerianae  copias,  quas  jam  omni  exspectatione  majores  reliquerat, 
publici  juris  fecisse  putaverat,  eo  ipso  pietate  erga  summum  Sodalem  quodammodo  defuncta. 
Non  enim  est  quod  moneam  Academiam  nullam  horum  inedilorura  notitiam  habtiisse,  quae 
ex  parte  majori  imperfecta,  nec  producta,  nec  diariis  acaderaicis  inscripta  erant. 

Laetissimo  animo  die  8  Martii  1844  de  inventis  referens,  ipsa  autographa  Academiae 
tradidi,  ita  tamen,  ut  censerem  etiam  haec  opuscula  publici  juris  lieri  debere,  et  hanc  esse 
occasionem  animadverterem ,  quae  ad  edilionem  novam  omnium  Euleri  operuro  suo  loco 
proponendara  induceret. 

Proposilum  hoc  omniiim  consensu  approbatum  eo  deinde  perduxit,  ut  ex  sodalibus 
Academiae,  doctrinas  mathematicas,  astronomicas  et  physicas  profitentibus  eligerenlur,  qui 
rem  accuratius  cognoscerent  Die  6  Aprilis  ab  Academia  rogatio  illustri  est  oblata  Praesidi, 
jam  antea  sibi  rem  summopere  cordi  fore  pollicito.  In  literis,  quae  rogalionero  comttantur, 
baec  inter  alia  legtintur: 

«Cum  ante  hos  decem  fere  annos  in  coemeterio  Dei  Matri  Smolenskianae  sacro,  lapis 
asepulcralis  in  terrara  deraersus  et  caespite  opertus  ipsumque  Euleri  sepulcrum  denuo 
«detectum  esset,  Academia  mommentura  perennius  suis  irapensis  erigere,  et  ita  locum,  ubi 
«corpus  Yiri  immortalis  jaceret,  postcritati  indicare  constituit.  Sed  nunc  de  alio  monimeDto 
«eoque  digniore  res  est,  majores  vero  posceutc  opes,  quam  quas  Academia  possidet,  quod 
«et  pietati  apte  responderet,  cl  decori  foret  atque  usui  diuturno.  Hoc  raoniraentum ,  quod 
«etiam  ad  veram  llossiae  in  literis  gloriara  promovcndam  valebit,  est 

«edilio  complela  omnium  operum  Viri  illius ,  quem  Academia  Petropoliiana  inde  a 
aprima  origine  quinquaginla  amplius  antuts  suum  fuisse  gloriatur». 

Verum  enimvero  nimis  raagna  moliti  sumus,  cum  inde  ab  inilio  propositum  esset,  ut 
non  solum  commentationes  Euleri  colligerentur ,  accessu  pleracque  difllcillimae,  quae  in 
variis  Societatum  eruditarum  Actis  dispersae  sunt«>,  sed  etiam  omnes  ejus  libri  majores 
reciperentur ,  qui  vel  hodie  apud  bibliopolas  prostant,  vel  inter  libros  veteres  veneunt, 
alque  in  plures  linguas  recentiores  versi  occurrunt.  Quod  operum  corpus  ila  adornare  in 
mente  erat,  ut  partes  variae,  secundum  certas  doctrinas  collectae,  in  sectionibua  ita  consti- 
tutis  ordine  chronologico  exhiberentur.  Totum  opus,  decore,  quamvis  sine  luxuria  typographica, 
exemplaribus  sexcentis  edendum,  decursu  10  annorum  ut  ad  (inem  perducerelur  in  votis 
fuerat^.    Respecto  vero  et  laboris  typographici  et  charlarum  majore  apud  nos  pretk», 

(1)  Arla  Petropolitana  cola  plua  quingentoa  Eulcri  conlinent  Iractaliw.  In  acti«  Berolinerutihiu  reperinntar 
120,  in  Parisicnsibtu  17.  in  Lipaiensibua  10,  in  Taiirineiuiibii«  <i,  rel. 

(2)  Computatio  probabilis  volumina  25  utdicabat,  quorum  «ingula  80  plajp>la«  impretsac,  *eu  papinas  6i0 
in  V  nwj.  continerent.  Quotannia  itaque  200  plagulae  fui*Mot  prelo  perficiendae,  «eu  4  quavu 
hebdomadc. 
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ebamsi  nulla  foret  editorum  remuiieralio,  pro  labore  arduo  in  ordinanda  maleria,  in  inspi- 
ciendo  opere  tvpographorum  et  in  corrigendi»  plogults  CD  impeudcndo,  quem  laborem  edilores 
in  fronte  hujus  libri  citati  se  gratuito  suseepturos  polliciti  erant ,  mox  apparuit,  talem  edilionem 
postulare  sumlus,  quantos  ex  aerario  publico  spes  parva  erat  tum  temporis  impetrandi. 

Hac  mente  etiam  lllustrissimus  erudiuonis  publicae  Minister  (Academiae  Praeses) 
respondit,  rem  neutiquara  per  se  recusans,  sed  potius  in  tempus  raagis  secundum  dillereus, 
probata  ipsius  et  dignitate  et  utilitate. 

Si  rogatio  omninn  rcjecta  fuisset,  Academia  absque  dubio  consiliura  cepissel  Inedita 
suis  impcnsis  protinus  edendi.  Nunc  vero  prudentia  ad  exspectalionem  adhortata  esl.  Novis 
deinde  duobus  annis  elapsis,  cum  tempora  secundiora  etiamuum  dcsiderarentur,  viri  vero 
malhematici  de  dilatione  quererentur,  Academia,  sccundum  propositum  meum,  Operum 
minorum  colleciorum  editionem  de  suo  parare  constituit,  cujus  exordium  forent  IracUUus 
arithmetici.  Magni  conaminis  primi»  fundaraentis  ila  jactis,  spes  aderat  fore,  ut,  applaudentibus 
omnium  gentium  viris  raathematicis,  etiam  publica  munificentia  opus  inceptum  adjuvaret 
Secundum  hujus  edilionis  consilium,  abslinemus  in  praesens  ab  operibus  majoribus  denuo 
unprimendis ,  quae  ut  minoris  sunt  necessilatis ,  ita  editionis  sumtus  non  mediocriter  augerenL 

Caussae,  cur  comraentationibus  arithmeticis  primum  assignemus  locum  ,   sunt  hae: 

1.  quod  re  vera  in  nexu  naturali  doclrinarum  mathematicarum  Arilhmetica  principium  est; 

2.  quod  inter  partcs  majoris  momenti  ambitura  habet  non  nimium,  et  faciliori  negotio  a 
reliquis  doctrinis  sejungi  potest;  3.  quia  denique  plura  Inedita  ad  Arithmeticam  pertinent, 
et  rnajora  et  rainora,  quibus  edendis  jam  ansa  praebetur.  Experientia  insuper,  quam  in 
hac  parte  edenda  nacti  fueriraus,  fulqram  editionem  commentationuni  ad  doctrinas  altiores 
et  graviores  pertinentium  suo  tempore  egregie  adjuvabit. 

Haec*suflicient  de  delecta  duorum  voluminuro  nunc  in  lucem  editorum  materie.  Aote- 
quam  vero  ad  consilium  accuratius  exponendura  progrediamur,  quod  secuti  sumus  et  in  matcrie 
ordinanda  et  per  totum  incepti  operis  decursuro,  reverlamur  ad  Inedilorum  copiam,  qualis 
nunc  est,  anno  quarlo  postquam  primum  de  iis  nuncium  viris  doctis  misimus.  Etenim  et 
per  se  est  gravissimura  et  ad  eventum  incepti  nostri  magni  momenli  vid«»tur,  viros  matheraalicos 
nosse,  quantas  copias  ex  fonte  doctrinae  et  ingenii  Euleri  etiamnum  exspeclare  liccat, 
quamquam  alimento  caruisset  per  binas  jamjam  aetates. 

En  recensus  completus  tractatuum  detectorum,  quos  ineditos  esse  mihi  constat. 

(I)   Elenim  iprae  ediliouea  primae  plenimque  erroribuc  typographici*  acatenl 


1. 
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A.   NUMERORUM  DOCTRINA.    ANALYSIS  INDETERMINATA. 

1.  De  quadratis  magicis. 

(Exhib.  1776  d.  17  Oct.  $§  1—32,  pagg.  23.  Huj.  Colleel.  comment.  XCU.  T.  II.  p.  593). 

2.  Recherches  sur  deux  prohlemes  de  fAnalyse  de  Diophante: 

1.  Trourer  Iroit  nombrts  carrit  telt,  que  la  tomme  de  deux  moint  te  troitiime 

(S  >  -  W)- 

2.  Trouttr  quatre  notnbret  inigaux  tt  enliert  telt,  que  la  tomme  de  deux  fatte  toujourt  un  carri.  (J|  1  —  14). 
(Exhib.  1781  d.  1  Mart.  pagg.  40). 

3.  SuppUmenl  a  ce  dernier  probleme. 

(Exhib.  1781  d.  23  Apr.  §§  1—5  et  1  —  28,  pagg.  8  NN.  2  et  3  insertac  snnt  huj.  Collecl.  T  II 
pagg.  603  ct  617  sub  NN.  XCIH  ct  XCIV.) 

Comiiientationcs  hac  Ires  in  diariis  academicis  dictis  diebus  lcclae  citantur.  N.  1  manu  adjuncti 
Golovini  «cripla  in  fronte  habet  verfoa:  Aurtore  Leonhardo  Eulero.  In  catalogo  B  pag.  LXIV 
baec  commenlalio  depcrdita  est  dicla.  NN.  2  et  3  [calalogi  B  pag.  LXIII.  754  et  753).  Hi  tractatua 
duo  manu  Wilbrechlii,  alterius  discipuli  Enleri.  tunt  exarati.  Inscriplum  in  fronle  invenies: 
Calculi,  tout  la  dirtction  de  M.  L.  Euler,  par  Alexandre  Wilbrccht.  Seriori  vcro  manu  haec 
inscriptio  correcta  est,  ila  ul  remanserint  sola  verba  par  M.  L.  Euler.  Omnes  tres  commenta- 
tiones  in  catalogo  A,  vitae  Euleri  adjecto,  citalae  rcperiuntiir(').  Non  tamen  mirandum  est  eas 
tum  essc  rejectas,  cum  selcctio  fiebal  eorum  tractatuum,  qui  deinrc|>s,  indc  a  morte  auctoris  tuque 
ad  annuin  1830,  in  Comraentariorum  voluminibiis  publici  juris  sunt  facti;2).  Etenim  in  fronle  N.  1 
a  patris,  N.  Fussii,  manu  verbiiro  tupprimatur  ailjeclum  videmus,  quo  indicasse  videtur  hanc  com- 
mentationera,  sicul  NN.  2  et  3,  iicgligcnlius  quiliusdam  digeslionis  laborare,  quamquam  nullum  de 
origine  c*set  dubium.  Hi  eniin  Ires  (ractalns,  quamvis  formae  minus  perfectae  sunl,  a  diccipulis 
dalae,  nihilnminns  in  argumcnto  tractandn  artis  indicant  ipsum  prinripcm.  Quodsi  igilnr  olim  imper- 
fectiores  jiidirahantur,  quam  quac  Commentariis  insererenlur,  attamen  in  completa  o|>erum  editionc 
deesse  non  debent.  NN.  2  et  3  vero  nova  fonnae  digeslione  cgcbant,  anlequam  ederentur,  quam 
dorlissimiis  Tschcbysebrviusf)  non  minus  bcncvole  quam  apte  perfccit. 

4.  Consideratitmes  ctrcu  Analysin  Diophanteam. 

<$£  1  ad  31,  pagg.  24.  Huj.  Collecl.  comment.  XC.  T.  II  p.  576). 

o.  Theorema  arithmeticum  ejusque  dvmonslralio. 

(pagg.  8,  incompl.  Ilujus  Collect.  comment.  XCI.  T.  II.  p.  588). 

N.  4  et  5  Autographa  snnt  munda.  N.  4.  Chirographiim,  de  cuju*  fide  iiullnm  e«l  dubium,  hanc  commen- 
talionem  ab  Eulero  aut  adolcsccntc,  aut  scni  ronscriptam  esse  docet.  E\  ipso  vero  argumento  lector 
mox  intelligel,  auctorem  tum  temporis  in  rebus  ita  tractandis  versalissimum  fuisse,  unde  tractatuni  bunc 
ex  serioribus  essc  colligimus,  fortasse  ex  postremis,  quos,  oculis  jam  captus,  ipse  rcdegerit  et  rescri|iserit. 

6.  Commentationis  Iragnjiwtum  non  inscriptum. 

iS  27  ad  34,  35"  initium,  deindc  §$  49  ad  55). 

Plagula  dimidia  Autographi  mundi  commcntalionis  cujusdam  majoris  arithmeticae,  quae  de  ratione 
inler  triangiiloruiu  latera  egisse  videlur,  quorum  areac  ralionaliter  exprimi  possiuil.  Cum  paginae 
3*  el  4U  hujiis  fragmenti  duorum  probleinalum  solutiones  exhibeanl  rompletas,  quorum  allerum  saltcm 
in  scriplis  Euleriani»  alibi  non  invenitur,  non  ingralum  forc  arbitrali  sumus,  si  tolum  hoc  fragmen- 
tum,  altcntionc  omnino  nou  indignum,  inler  appcndiccs  Tomi  11  collocetur. 

(1)  ft.  2-  Haee.  coramenUlio,  ul  opu»  extraDoum,  more  •cjdemicu  duobu*  (odalibui  ad  judiciom  de  oa  ferendum  a«t  Iradila, 
•ed  qul  nunquam  judiduro  prolulernnL  N.  3  vero  eodem  raodo  inscripU,  ia  diariU  acaderoiri»  duUncUt  rcrbi*  opui 
Enltriannm  Tocalur. 

t2)  Kuleri  IracUln*  porlumi  IS9  in  Iribu»  terichua  CommenUriorum  PetrupoliUnurnm  repcrluntur,  quao  (unt  Jeta  a  T.  IV. 
P.  II  u>que  »d  Bnem,  .Vora  Ma  pru  I7H-I  —  1802  »nll.  15,  et  .Mrmrfre»  <fa  f.imdmu  elc.  1N09— tHlO  »ull.  tt.  Alii  29 
ad  parjnda  Vol.  II  Oputeninr.  antilyt.  nec  win  VuJ.  IV  ImlUul.  Catatl.  irtieyr.  edii.  1792  —  1794  i 

(3)    Huju»  Ueoinctrae  doctrinam  opu»  de  IhcorU  numcrorum  mox  edendom  lesUbilur. 
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7.   Tractaius  de  numcrorum  doctrina  capita  XVI.   (g  1  —  587,  pagg.  112.) 

N.  7  eum  huju*  collectionw  partem  faciat,  ad  capttura  summas  cognoscendu.  Index  rerum  Volu- 
«ecundi  esl  evolvcndtu. 


B.  GEOMETRIA. 
8.  Tractalus  autographus,  non  inscriptus.  (S  179,  pagg.  fOi  cum  figuri«.) 

Usum  conlinet  calculi  diflerentialu  in  linearum  curvarum  doctrina.  In  involucro  elencbus  capilum: 
Cap.  1.    Do  calculo  diflcrenuali  >d  lineaa  rami  applirilo  In  geix»r«.       i  -  .35. 
Cap.  %    De  Ungentibut  lineirtiin  carTarum.  SS  I  —  36. 

Cep.  4.    Do  Uacenubui  cnrrinim  in  certU  lacii  inTeniendi*.  £g  1  —  54. 

Cap.  5.    De  uiTenUone  runorijni  iu  inllnilnni  eilcniorum.  $$  i  —  4  (incompL). 

C»p.  6.    De  cuTTedine  linearum  curorum.  (prortu*  deeit). 

N.  8  «ine  dubio  esl  inilium  trrtiae  illiu«  cectionis  Innitutionum  Caleuli  Differentialit .  quam  dccignat 
Eulerus  in  variis  ipsiu*  oprri»  loci*  {Inst.  0.  D.  parn  (1  Cap.  tl  J§  282.  283  286).  In  judicio  de  Calculo 
diflercntiali  «a  malhcmalir.-i  expcrto,  qui  nomrn  indirare  vetuit»,  lalo,  quod  Formeius,  Academiae 
Bcrolinensic  Srrretarius,  in  libro  cdidil:  Sowrell»  BihHotheque  gtrmanique  T.  XII  p.  269,  haec  verba 
reperiuntur.  in  quibus  de  tcrtia  «ectione  «ermo  ect:  •Ceti  un  ourrage  partirulitr  dant  leqtul  FAuleur 
donne  lappfieation  du  eajcul  infinitetimal  d  la  Geometrie,  maii  qui  n'a  pomt  eneore  parw{>). 


C.    CALCULUS  SINUUM. 

9.  Enodatio  insignis  cujusdam  paradoxi  circa  multiplicationm  anguhrum.  (autogr.) 

(Jl-34,  pagg.  22.) 

D.   CALCULUS  PROBABILIUM. 

10.  Vera  aestimalio  sortis  tn  ludis.    (autogr.)  (pagg.  7.) 

11.  Rffkxions  sur  une  espece  singuliere  de  loterie,  nommie  loterie  genoise.  (autogr.) 

(H  1-28,  pagg.  23.) 

Trartatnc  hic  regi»  Friderici  II  raandato  originem  debet.  Roccolini  quidam,  italus,  mgationem 
de  bac  «orlium  alea  in  Bomssiam  introducenda  ad  magnum  miseral  regem,  qui  Euleri  de  hac  re 
petebat  judieium.  Lilerae  regiae  et  Geometrae  responsum  (primum  nempe  exemplum  manu  «ua  con- 
scriptum)  in  collectione  reperiiintur,  quam  Academiae  dono  obluli,  et  nno  cum  alio  mandato  simili 
anni  1763  et  responso  in  Eptstolarom  tertio  volumine  mox  edendo  legentur.  Tractatus  bic  nocter 
problema  doctismmc  traclat  et  omnino  diflert  tam  a  relatione  ad  regem  missa,  quam  a  commenta- 
tione  N.  300  catalogi  B. 


E    CALCULUS  INTEGRALIS. 

12.  Considirations  sur  quelques  formules  intigrates  dont  les  vaieurs  peuvent  itrt  exprimies, 

en  cerlains  cas,  par  la  quadrature  du  cercle.  ($$1  —  55,  pagg.  32.) 

Autographum,  quod  inspexi,  in  Bibliotbeca  regia  parisina  «ervalnr,  ul  «upra  dixi.  Inauper  vero 
apograpbum  decurlatum  delexi  et  accurate  confectum,  Joh.  Alb.  Euleri  manu  exaralum,  quod 
formularum  in  singulu  paragraphia  exhibilartim  recensum  dat. 

(1)  EiUtorUCI.  Jaeobli  id  me  miMli. 
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13.  De  trajectoriis  reciprocis.  (aulogr.) 

(Exhib.  Bcrol.  1746  d.  23  Jiuiii,  pagg.  32.) 

14.  Solulio  problemalis  difficillimi  ex  methodo  tartgentium  inversa. 

(Exhib.  Pctrop.  1774  d.  12  Maji,  $$  1-7,  pagg.  3.) 

Haec  coramcnlatiuncula  a  Nic.  Fussio  digesta  ct  scripta  inter  prima  «pccimina  diligentissimi  et 
utilissitni  illius  discipuli  Eulcriani  mihi  ponenda  videlur,  qui  anno  demum  praercdcnli  1773,  19  an- 
no*  natui,,  in  magni  Praeceploris  socielalem  venit.  (Vidc  Corretpond.  I  p.  XLI  seq.).  Caussa  in  promtu 
cst,  cur  boc  opusculum,  sicut  N.  1,  scpositum  sit  et  incditum  manserit. 

15.  Solulio  problematis  in  Actis  Lips.  A.  1745  M...  propositi.  (autogr.) 

(gj  1—13,  pagg.  8,  incompl.,  figurae  desunt.) 

Problema  idcm  est  raloplricum,  ab  Eulcro  ipso,  ut  jam  constat.  in  ActisErud.  1745  mathematicis 
proposiltim,  dcindc  soliilum  ab  ipso  auctorc,  priiiium  in  Actis  Erud.  1746,  nulla  adjecla  expositionc 
analvtica.  pnslhac  copiiwiius  1748.  (Vide  infra  Eincndationcs  catalogorum  A  ct  B  sub  N.  9  ct  10). 
Etiam  in  epislolU  cum  Golclbachio  mutuis  [Corrt*p.  I  p.  341,  3S5,  358  el  saepius)  pluries  de  hoc 
problcmale  «crmo  c«t.  Nostra  conuncntatio  «olutionis  primiu  ille  conalus,  deinde  rcjectua  videtur 
esse,  ciijus  in  Aclis  Erud.  1748  p.  46  fil  nientio. 

16.  De  invettienda  linea,  quae  cum  data  juncla  efficiet  omnes  descensus  isochronos. 

(Exhib.  Petrop.  1732  d.  10  Mart.  §§  1  —  18,  pagg.  12,  cum  2  figuris) 
Apographum  manu  ipsius  Euleri  signatum:  •  Autographo  eongrnum  reddidit  Leonh.  Euler-. 

F.  MECHAMCA. 

17.  Slalica.  (autogr.)    ({]  1-211,  pagg.  68.  cum  figuris  ad  marginera  dclineatis.) 

Noliones  praeviae  §§  1  —  18  Scclio  prima.  De  aequilibrio  polcntiarum  puncto  applicatarum 
S§  19— 2H. 

18.  Vera  vires  existimandi  ratio.   (autogr.)  [§§  1—20,  pagg.  12.) 

19.  Von  der  Kraft  der  Rammen,  Pfahle  einzuscklagen. 

(Exbib.  Petrop.  1772  d.  18  Maji,  §§  1-35,  pagg.  48  ) 

Est  rudimentum  a  W.  L.  Krafftio  conscriplum,  lcctu  facilc.  m  diariis  Academiae  Petropoli- 
tanae,  die  18  Maji  1772,  una  cum  12  aliis  citalur  commenlationibus,  quac  omncs,  incendio  domus 
ereplac  et  restitutae,  ab  Eulero  oblalae  cranl  Academiaef).  Ex  quo  numcro,  undecim  commenta- 
tiones  in  Aclis  sunl  edilae.  Nostra  commenlatio  N.  19  vcro  in  tabulario  est  dcposila  ad  ustim 
seriorem.  Alia  commcntatio,  dccima  tertia,  cui  germanicc  inscriplnm  cral'  Anweisung  zu  der  $oge- 
nannitn  Dttitl* 'tchen  Projeclion  der  Jjandkarttm,  collegio  geographico  tradi  placuil,  at  postea  retraclata 
in  catalogo  B  suh  N.  338  occurrcre  videlur. 

20.  De  oscitlationibtts  annutorum  eiusficorum.  (aulogr.) 

(JS  1  —  11,  pagg.  5,  rum  fiptiris  in  marginc  dclincatis.) 

21.  Recensio  litierarum  a  Ct.  Daniele  Bernoullio  Basilea  d.  28  ()ct.  1735  ad  me  da- 

tarum,  una  cum  annotalionibus  meis.  [autogr.) 

(Pagg.  8,  rum  figura  in  marginc  delineata.) 

Epistolam  Bcrnoullii,  de  qua  hic  agitur,  invcnies  in  Corretp.  T.  II.  pag.  427  ad  430. 

(I)  Tots  noslr*  manunrriiitornm  Eulerianotnm  copia,  io  ejuadem  ineeudil  lurba,  tine  ordiue  in  fnirem  collecia  ct  flammis 
ercpli  fui»e  rluVliir;  ila  enim  el  coufu<iu  porlium  el  niultoruni  IrarUtuum  roanra  cundilio  farile  eipiiranlur.  Jion- 
aulli  nimirum  traclaliu  Doanisl  operosc  cl  pcr  parle»  rollisi  polcranl;  pluriuoi  rritilulio  |M>rfecla  felicttcr  lurreuil, 
alii  incoiuplrlJ  raanterunt.  Ad  bov  non  rero  omnes.  supulendo»,  apograpba.  quao  in  Aiadeniia  Beruliuonsi  tor 
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22.  Disserlatum  sur  le  mouvement  des  corps  enfermis  dans  un  (ube  droit,  mobile  autour  d'un 

axe  fixe.  (autogr.) 

($S  1— *9.  pagg  50,  figg  3  in  duabiu  tabiilic.) 

23.  De  motu  corporum  in   lubo  rectilineo,  tnobili  circa  axem  /ixum  per  ipsum  lubum 

transeuntem.  (autogr.)  , 
(§S  1  —  33,  pagg.  16,  figurae  6  decnnl.) 

24.  De  motu  corporum  in  tubis  circa  punctwn  fixum  mobUibus.  (autogr.) 

(S$l—  21,  pagg.  U,  figurae  5  decunt.) 

25.  De  motu  corporum  super  superfciebus  mobilibus.  (autogr.) 

(SS  i-U,  pagg.  16,  figurac  11  decunt.) 

26.  De  motu  corporum  circa  punctum  fixum  mobitium.  (autogr.) 

\%  1—76,  pagg.  32.  cum  6  figuric  in  duabus  tabulic.) 

27.  Principia  pro  motu  sanguinis  per  arlerias  determinando. 

(Exbib.  Petrop.  1775  d.  2l  Dec.  §§  15— W,  pagg.  13,  figurae  3  in  una  tabtila.) 
Conuncntatio  a  Nic.  Fuccio  digecta  et  ccripU,  hucusque  incdita,  quia  §§  I  ad  14  drcunt. 

G.  ASTRONOMIA. 

28.  Astronomia  mechanica.  (autogr.) 

(§§  1—219.  pagg.  181.  cum  20  figuric  in  quataor  tabulic.)  Elenchuc  capitum: 
Cnp.    I.    De  Tfribai,  quibu»  eorpora  coelertla  •olliciumur.  §§  I  —  60. 
Cap.  II.   De  ruoln  duornro  corporum  •pbaericorum  *e  niuluo  aUrahenUom.  gg  Gt  — 109. 
Cap.  III.  Aliae  inTeitigalione*  molus  doorum  corporum  •phaerironim.  gg  110—187. 
Cap.  IV.  Do  motu  duonun  corporum,  quorum  allenim  lantum  etl  •phaericom.  $g  128—  1 49. 
Cap.    V.   DelerminaUo  molus  corporin,  quando  Inler  Tire«,  quilxM  •olllrtUtar ,  nna  ad  punclum  Uxum  lemaVn» 

quadralo  dManliae  ab  eo  eit  reeiproce  proporUonal»,  roUquae  raro  riret  prae  illa  iunl  talde  parrae. 

28  150-  179. 

Cap.  V"[.  De  motu  irium  corpornm  ipbaericorum  *e  muluo  atlrabcnUum  in  gene-re.  85  180—197. 
Cap.  VII.  De  perlurtMlione  roolu*  momeotanea  a  ri  quacunquo  aollicilanto  oriunda.  gg  198 —  219. 

Digrossio,  qua  edeclut  comolae  A.  1759  oxpectau  in  molu  Terrae  pertarbando  investigatur 

29.  Recherches  des  intgalith  caustcs  au  mouvement  des  planeles  par  des  forces  queiconques. 

(autogr.)    (§§  1-37,  incompl.,  pagg.  32,  figurae  2  demnl.) 

30.  Commentatio  autographa  non  inscripta. 

[§§  1  —  13,  pagg.  21,  cum  4-  figuric  in  duabuc  tabulU.) 

Continet  colutioiiein  duorum  prohlematum  ceqnentium:  1.  Si  corput  tphaeroidiettm ,  tx  motert  (i 
hmnotfenta  conflalum,  alirahatur  ad  ctnirnm  ririum,  enjtu  rit  tit  reciproct  proportionalit  quadrati*  ditlan- 
tiarum,  inrenire  mtdiam  direclioncm,  urttndum  quam  hoc  corput  urgebit.  (§§1  —  12).  2.  Dtltrminart 
motum  axit  Ttrrat,  quatenut  it  a  ri  Solit  ptrlurbatur,  ttu  nutaliomm  axit  Ttrrae  a  ti  Solit  oriundofn 
dtfinirt.  (§  13.) 

31.  Tabula  aequationis  meridiei,  ex  duabus  aequalibus  Solis  allitudinibus ,  ante  et  post  meridiem 

observatis,  in  minutis  lertiis  temporis  computata,  pro  singufis  gradibus  declinationis 
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Solis  ab  inlervallo  obsermtionum  unius  horae  usque  ad  octodecim,  ad  elevationem 
polt  in  Observatorio  Petropolitano ,  quae  est  59°  57'. 

(Pogg.  7  fol.  transv.) 

32.  Nouvelles  tables  astronomiques  pour  calculer  la  place  du  Soleil. 

(Exbib.  Berol.  17H  d.  9  Apr.,  §|  1-38,  pagg.  32,  cum  6  fignris  in  una  tabula.) 

Aulographi  liujtM,  aliena  manu  (fortassc  Formeii)  in  dictione  correcti,  tomus  I.  Actorum  Bcro- 
linensium  breviarium  e\hibcl.  Alio  jam  loco  indicavimus,  regnante  Friderico  magno,  linguam 
galliram  non  eoltim  publice  in  Aradcmia  Bcroliiietui  obtinuisse,  sed  etiam  eam  fuisse,  qua  in 
scriptis  acadcmicis  uli  viri*  doctis  injunctum  erat.  Ctim  nondum  lingtiac  facilitalem  possidcrct, 
Eulcrum  ipsum  multum  tcmporis  prctiosissimi  versionibus  fuciendis  impendisse  constat.  (Vidc,  in 
fine  bujus  enumerationis,  commenlatioiium ,  lingua  gallica  in  Aclis  Berolinens.  ptiblici  juris  faclarum, 
prima  cxempla  laline  conscripU  ct  incdita).  Es  quo  fonte  derivantur  correclioncs  multae  in  manu- 
scriplis  Berolinensibtis  hujus  prioris  pcriodi,  aliena  scriptae  manu,  quae  ad  diclionem  emendandam 
tendcnt.  Seriori  tempore,  cum  usum  linguac  adcptus  essel,  Eulerum  commentationes  primitus 
gallice  scripsisse  constat 

33.  De  emendatione  tabularum  lunarium  per  observationes  eclipsivm  Lunae.  (autogr.) 

(S$  1—30,  pagg.  20,  cum  2  figuris  in  tabula  una.) 

3i.  Tria  capita  de  raotu  Lunae:   Cap.  De  vero  loco  nodi  atque  vera  inclinalione  orbitae  lu- 
naris  ad  eclipticam  (||  1  —  16).   Cap.  De  diametris  apparentibus  motuque  horario  vero 
Solis  ac  Lunae  in  eclipsibus  lunaribus  ($$  1—16).    Cap.  De  loco  Lunae  ex  eclipsibus 
lunaribus  determinando  (§§  1—28).  (atitogr.) 
(pagg.  32,  figurae  2  ad  caput  ullimum  pcrtincntes  desunt.) 

35.  De  motu  cometarum  m  orbitis  parabolicis  Solem  m  foco  habentibus.  (autogr.) 

($S  1—32,  pagg.  24.  cum  *  figuris  in  diiabus  tabulis.) 

Scripu  NN.  30  ad  35  an  prius  edita  fucrint,  nec  ne?  examen  bencvole  inslitnil  Collega  doctia- 
simus  Petcrs,  eaque  nusquam  prclo  impressa  esse  iuvenit. 


H.   RES  TORMENTARJA. 

36.  Meditatio  in  experimenla  explosione  tormentorum  nuper  mstituta.  (autogr.)  (pagg.  6.) 

/.  PHYSICA. 

37.  AnJeitung  zur  Saturlehre,  worinn  die  Griinde  su  Erktarung  aller  in  der  Satur  sich  ereig- 

nenden  Begebenheiten  und  Veranderungen  feslgesetzet  werden. 
ISS  1-161,  pagg.  161,  cum  2t  figuris  in  tribus  tabulis.)  'Elenchus  capilnm: 
Kap.  1.    Von  der  Nalurlchre  iibcrbaupi.  S&  i — 8. 

Kap.  3.    Voo  der  Aiudebaunf ,  »1«  der  enilen  allfemeinen  Eifeaichan  der  Korper.  $g  0  — 15. 
Kap.  3.    Voa  dcr  Boweglicbkeit,  il»  dor  iweiten  allgcaielncn  Eigeiuchaft:  der  Ktirper.  $$  16—25. 
Kap.  A.    Von  der  Standhaftigkeit,  ali  der  dritlen  allgemeinen  Eigouichaft  der  Kbrper.  gg  26-34. 
Kap.  5.    Von  der  UndurchdringUchkeil,  akt  der  vterten  allgemeineu  Eifentcbaft  der  Korper.  gg  .35  — 
Kap.  6-    Initium  doe»l  gg  —  50. 

Kap.  7.    Von  dor  Wirkung  dor  Krifle  auf  die  GeirbwtndigkiMl  der  Korper.  85  51 — 61. 

Kap.  a    Von  dcr  Wirkung  der  Krafte  auf  dio  Rkhluof  der  Korper.  gg  62  —  68. 

Kap.  9.    Beitimmun»  der  Bewegunu  einei  Kor|K>r«,  wetcher  »o«  Krafton  gctrieben  wird.  gg  69  —  76. 

Kap.  10.  Von  dcr  Mheinbaren  Bewegung.  gg  77  -  83. 

Kap.  11.  Allfomeine  Grondregeln  der  Naturlebre.  £S  84.-90. 
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Kan.  12.  Von  dem  Untertcbicd  der  Korper  in  Vergleicbinig  ihrer  Auadehnong  mit  der  SUndhaftigkcit.      91  —  97. 
Kap.  13.  Von  dea  beaondcrn  Kfgonachafteu  der  groben  ond  foblilen  Itatcrie.  §g  98 — 104. 
Kap.  14.  Von  dem  Aelber,  oder  der  Miblilen  HimmeWuA.  88  105-111. 
Kap.  15.  Von  der  rioMigkeil.  88  112-118. 

Kan.  16.  Von  deo  Yeraehlodenen  Cattnngen  der  Kdrper.  88  119-123. 
Kap.  17.  Erklarung  der  FeMigkell  der  Korper.  g$  126-132. 

Kap.  18.  Von  der  ZuMmmendrnckuog  und  Federkrafl  der  Korper.  88  133 — 199. 

Kap.  19.  Von  der  Scbwere  and  den  Krkften,  <o  auf  dle  hlmmlincben  Korper  wirken.  gj  140—146. 

Kap.  20.  Von  dem  Ge»eU  de»  Oleirhgewiehu  ln  fliiatigen  Xalcrieo.  88  147-  154. 

Kap.  21.  Von  den  Geaetien  der  Bewegnng  Ou»»igor  Halerien.  E8  155  — 161. 

Atdographtm  lingua  gf-rmanira  conscriptum  161  pagimut  ronlinel;  plaguta  sexta  dwvrt.  Suspiror  opus 
hoc  idem  esse,  de  quo  (icrh.  Frid.  Miilleriis  in  hisloria  manusrripU  Academiae  baec  habet: 
•  Wtgtn  «n«  Buehe*  SjNlema  Phyaices,  to  Hr.  Prof.  Euler  rtrfertiget  haiien  toll  und  irofiir  er  dtn 
11  Seplembtr  (1731)  100  R°.  sur  Belohnung  bekommen,  kann  ich  ktine  Erlauterung  geken.*  Quid.  nnm 
tam  tenuis  prelii  invidia  eau**a  exstitit,  cur  opuc  publici  juris  non  sil  faclum  eo  limpore,  quo  nti- 
liasimurn  esce  potuit?  Sed  etiam  hodic  fortasse  libro  huic  in  nonuullw  saltem  parlibus,  digniU* 
aliqua,  non  uiere  historica,  e«t  adsrribenda. 

38.  Thiorie  gtnerale  de  la  Dioptrique. 

(S|  I  —  186,  page.  48,  cum  5  figtiris  in  tabula  una.)  Praeler  introduclionem.  continel  Cimtidera- 
tionet  («eu  capiU)  7,  quarum  elenchus  «equitur: 

Connld.  1.  Sur  la  reiraeuon  d'une  aeule  aariare  »pb>rique  refrlngente.  85  1  —  29. 

Consd.  2.  Ssr  lo  paaaage  de»  rayon»  par  deut  «urface»  apheriqtie»  rrfringentea.  £§  30  —  48. 

Con.M.  3.  Sur  le  pssssge  dea  rayon.  movcn.  pti  pluaienr.  »urfac«  rcfringontc.  en  general.  fi$  49  -  58. 

Cooaid.  4.  Sur  la  route  dea  rayon»  moyen.  qui,  reoant  du  centre  do  lobjet,  pauent  par  lea  bord»  de  li  preraierc 

«nrfaco  rrfrfugrnle.   $$59  —  70. 
Conaid.  5.  Sur  U  route  de*  ravoo»  moyen.  qui,  rcnanl  de  1'ev.lrcmlle  do  1'objet,  paaaenl  par  lo  miliea  de  U  premiere 

.urface.  §§71—90. 

Conaid.  6.  Sur  le*  changeraenU  caune*  dan*  lc*  image»  prlnripale»  par  U  differente  refracuon  dea  rayona.  fifi  91  —  112. 
Conaid.  7.  Sur  lc»  telewopc*  et  le»  microacope»  en  general.  fifi  113—186. 

1*R  Partie.    Eumen  d'un  instrument  dloplrique  propoae.  £5  121  — 153. 

2*  Partit.   Coutrucuon  de»  itislrumcaU  dioplrique».  28  154-186. 

39.  Tractatus  auiographtts  non  inscriptus. 

(||  t  —        pagg.  88,  cum  12  figuris  in  tribns  labulis).  Elpncbuc  capilnm: 

Cbap.  I   Reebercbc*  gcncrale»  »ur  la  refractioo  de»  rayon.  par  le»  «nrUce»  apherique..  fifi  1  —  44. 

Chap.  2.  Rocherrbe.  «ur  lo  champ  apparent  par  on  nombrc  qoclrouque  de  .orUce.  refriogente*.  88  45-63. 

Chap.  3.  Sur  la  confu.ion  cauaeo  par  U  diflerente  refraiigibtnle  de.  rayons.  88  64-88. 

Chap.  4.  Sur  lo  lieu  le  plu»  aTanUgeux  do  roei).  gS  89  — 102- 

Chap.  5.  Sur  le  gro<*i»»emenl  el  le  dcgre  dc  rUrtc.  g§  103  —  121. 

Chap  6.  Snr  la  lenutiou  qne  la  confu»ion  de»  images  causc  a  locil.  88  122—135. 

Cbap.  7.  Preci.  dc  U  Thcorio  de  UmiIo  la  Ulopirique.  68  136—141. 
NN.  38  et  39  stint  autographa  muntla  et  absolula,  quac  nitnc  incdila  haberi  debent,  eliam  judicio 
doctissimi  rollqrat»  Petersii.  Arfrtimcnlum  capitis  in  N.  3»  ulliiiii  Iransiisse  vidctur  in  commenU- 
tionem,  qiiam  AcU  Paristcnsia  anni  1765  babcnt,  iisdem  fcro  vcrbis  inscriptanv  Pricit  ifwnc  theorie 
ginirale  tie  la  IKoptrique.  Ctijiu  vero  elaboratio  est  prorsus  alia,  et  ila  diserc|iat  a  noU  illa  Euleri 
cxpositione,  ut  suspicari  liccat  iahtircm  EtiliTiaiiuin  alitna  manu  liccnlius  rctraclatum  eaee.  Opiu 
hoc  in  formam  restiliitum  inlegram  et  geiiuinain  absque  dubio  omnibus  magni  Geometrae  cultoribus 
beme  acceptum  ent- 

iO.  Recherches  pour  servir  a  la  perfecfion  des  lunetles.  (autogr.) 

(Exhib.  Berol.  1753  d.  26  Junii,  g  1  —  16«.»,  pagg.  5H.) 

Hujus  commenUlionis  primani  noliliam  debcbam  cpislolae  ccl.  Mathcmatici^Berotinensis  Jacobii, 
qui  cjus  apographum  in  UbtUario  Academiac  Bcrulincnsis  adscrvaliun  iiispexit,  inedUum,  ul  judicat. 
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Cum  tcto  dnbium  sibi  exstiterit,  nonne  hic  tractaliis  idcm  essel,  atque  allcr  ex  NN.  38  et  39, 
ccl.  Jacobius  argnmentum  el  fonnain  aulographi  IVrolinpnsi*  acrurate  indicavit.  Ex  quo  ctim  «tatim 
mihi  persiiasum  e*set  opus  esse  aliud,  amicus  doctissimiut  apographum  se  missurum  benevole  pol- 
licitus  est.  Interea  vero  mibi  conligit,  manusrripta  nostra  nomlum  onlinala  attentiiu  et  operose  per- 
ccrutando,  pedctentim  colligcre  eingulas  plagulas  ipsiuN  hujus  trartalus  aviographi,  quem  ita  uunc  pro 
majoro  omnino  parle  reslitutiim  habco,  exrepli*  «cilicct  «olis  paragraphis  83  —  90,  93  —  96,  105  — 
12*.,  141-136,  161-166,  scu  minus  lcrtia  parte  totiiu  operi*. 

41.  De  amplijicatione  campi  apparenlis  in  telescopiis.  (autogr.) 

(§§  pagK  23.) 

42.  De  la  conslruclion  des  microscopcs.  (autogr.) 

(§§  1  —  85,  pagg.  35,  cum  3  figuris  in  nna  labula) 

43.  Construclio  manometri,  densitalem  aeris  quovis  lempore  accurate  monstrantis. 

(Exhib.  Peu-op.  1780  d.  20  Nov.,  §§  1-22,  pagg.  13.  cum  2  figuris  in  una  tabula.) 

Commonlatio  a  Nic.  Fussin  digcsla  ct  conscripta,  sicut  NN.  H  et  27.  Caussa,  cur  opnseulum 
non  sit  editum,  ea  fuisse  vidclnr,  qilod  res  obsolcta  habebalur,  cum  digestio  ipsa  omni  cura 
perfecla  esset. 

44.  Riflexions  sur  fa  ditermination  de  la  diclinaison  de  la  boussole.  (aulogr.) 

(§§  1—25,  pagg  13,  cum  6  figuris  in  una  labula.) 

4j.  Recherckes  sur  la  decouverte  des  courants  de  mer.  (§§  1-11,  pagg.  6.) 

Aulographum  boc  ses  paginarum  initium  est  responsi  ad  quaeslionem  ab  Academia  Parisina  pro 
anno  1751  propositaro,  de  maris  fluminibus.  llaec  commentatio  nunquam  ad  finem  perducta  esse 
vidclur.  Nam  missa,  sine  dubio  coronata  fuisset. 

K.  VARIA. 

46.  Meditatio  de  formatione  vocum.   (aulogr.)  (pagg.  5.) 

47.  Recetisio  disserlationis  (Cel.  cTAlembert)  de  Ventis,  ab  Academia  Berolinensi  A.  1746 

praemio  ornatae.  (autogr.)  (pagg.  8.) 

48.  Analyse  de  vingt-cinq  pieces  de  concours  sur  les  monades.  (Autogr.)  (pagg.  8  in  fol.) 

49.  Examen  libri,  cujus  titulus:  Problemaia  mathematica  quadraturam  circuii  cet.  concernentia, 

per  Mathcseophilum.  Aug.  Vind.  A.  1733.  (autogr.) 
(Exhib.  Pelrop.  1735  d.  21  Febr.,  pagg.  7.) 

Praeter  hanc  Incditorum  copiam,  ei  ducentis  fere  plagulis  constantem,  raaxima  parte 
roanu  Euleri  conscriptis,  quae  totidem  circiter  plagulas  typis  expressas  aequabunl,  alia  arche- 
typa,  attentione  non  indigna  mihi  vidcntur  haec: 

o.   Esempla  prima  latinc  conscripta  commcntationum,  postea  versione  gallica  edilarum. 

50.  De  vi  percussionis  ejusque  mensura  vera.  (§§  1—18,  pagg.  16.) 

Aulographum  hoc  plane  congruit  cum  traclatu  in  T.  I  Actor.  Berol.  p.  21  edito.  qui  inscriptus 
est:  Sur  fa  foret  de  la  ptrcutsion  tl  ta  rtritaltt  tntturt,  N.  548  Catal.  B.  Sed  excmplum  nostnim  lati- 
num  exil  in  §  16,  dum  in  versione  edila  alii  sequuntur  paragraphi  undecim 
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51.  Disquisitio  pkysica  de  causa  caudarum  comeUxrum  et  luminis  borealis,  itemque  luminis 

zodiacalis.  (§§  1—8,  pagg.  8.) 

Est  primum  exemplum  aufographum,  *ed  incomplelum  commenUtionis  N.  664  Catal.  B. 

52.  Dissertatio  ad  qwiestionem  de  optimo  modo  anckoras  atlollendi  (sur  la  meUteure  construc- 

tion  du  cabestan)  ab  III.  Academia  regia  scienliarum  Parisina  pro  A.  1739  pro~ 
positam,  cum  annexo  praemio  2000  libr.  (§§  1-50,  pagg.  66  )  Epigrapho  instrucU: 

Prtua  momordit  humum,  luperas  nunc  gaudtt  ad  aurat 
Anehora  judicio  tendere  noUra  Tuo. 
Arcbetypum  autographum  Mt  commenUtionis  in  nostra  Academia  die  3  Julii  1738  depositae,  sed 
cujus  aliud  esemplum,  anno  insequenti  Parisios  mutum,  pracmio  ornatum,  gallice  edilum  est  in 
collcrtione  quam  vocant :  Becueil  det  piecu  courannie*.  Ubi  vero  cum  nomen  aucloris  non  indicatum 
ea«et,  hacc  ipsa  causaa  fuiase  vidclur,  cur  opns  hoc  iiucigne  vitae  Eulcrianae  primum  narratorem 
fiigeril.  ct  in  xitroquc  calalogo  A  et  B  dcsit.  Archetypo  nostro  detecto,  Eulerum  anclorem  fuisse 
ratum  e«t.    Vide  infra  Emendalioncs  CaUlogi  B. 

53.  De  atmospkaera  hmae  etc.  (pagg.  20",.) 

Apographum  primi  exempli  latinc  conscripti  cominentationis,  quae  in  Catal.  B  numenim  ferl  6i8. 
E  scriniis  Acadcmiac  Berolincnsis. 


8.    Rudimenta  prima,  non  exigui  momenti,  commentationum  postea  retractatarum 

et  editarum. 

5i.  Autograpkum  mundum  septem  continens  plagulas,  inscriplione  generali  carens  et  in 
duabus  secUonibus  de  curvarum  arcubus,  quadraturis  aliisque  quantitatibus  transcen- 
denlibus  comparandis  agens.  (§§  1  —  70.) 

Diu  Iractatum  hunc  incdilnm  csse  censebam,  sed  poslea  reperi  Irvs  commentaliones  in  T.  VII 
Novor.  Comment.  exhibitas,  quae  sunt  NN.  348.  352.  424  CaUl.  B,  eadem  habere  argumenU,  et  cx 
nostro  tractatu  originera  duxisse.  Sed  ipsum  aulographiim  cst  lorupletius,  cum  insuper  comparatio- 
nem  afTerat  arcuiim  hypcrbolae  et  parabolac  cubicalis  primariae,  quae  comparatio  in  tribua  com- 
mentationibus  editis  desideratur.  Res  vero,  uti  patel,  maximi  est  momenti  in  theoria  functionum 
elliptiraruni,  cujus  fundamenta  Eulerus  jecit. 

55.  De  la  plus  amntageuse  construction  des  lunettes  a  trois  verres  qui  reprisentent  les  objets 

debout.    (autogr.)  (§§  1—32,  pagg.  23.) 

Hanc  commcntationcm,  Academiae  Berolinensi  die  3  Maji  1759  oblatam,  posUiac  cum  altera  auclor 
confudit,  quae  ibidem  die  2  Febr.  1758  fecU  crat.  Comparatio  euim  docet,  tecte  Cl.  Pelersio, 
nonnullos  nostri  autographi  paragraphos  verbo  tenus  convenire  cum  tractatu  Berolini  edito,  qui  est 
N.  708  Cata).  B.  (Mein.  de  Berl.  XX.  1764  p.  200.) 

56.  De  numeris  amicabilibus.   (pagg.  19.) 

Apographum  est  tractatus,  redactionis  prorsus  divcrsae  a  .commenUtione  eandem  fercnU  inscrip- 
tionem,  quae  primum  in  Opu$culor.  rar.  arg.  vol.  2  edila  prodiit,  et  nunc  quidem  a  nobis  sub 
N.  X  in  T.  I  hujns  Colleclionis  nostrae  pagg.  102  ad  145  rcprodiicta  invenilur.  Hujus  vero  primae 
redactionis  speciroen,  e  tabulario  Acad.  Berolinensis  depromtum,  nobis  roinime  ignotum  fuit,  quippe 
quod  ipsius  autographi  fragroenta  (§§  scil.  1.  2  et  8  ad  17)  in  nostra  colleclione  rcperiunlur.  Intro- 
ductio  bistorica  prae  ceteris,  ut  et  digressio  de  numerw  perfectis,  quam  in  seriore  digeslione  non 
invenimua,  nobis  dignae  videntur,  quac  supplemenli  loco  publici  fianl  juris. 

c 
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57.  IMcouverte  d'une  loi  toulc  cxlraordinuire  des  nomhres. 

(Exhib.  Berol.  d  22  Junii  17 H,  pagg.  13.) 

Apogvaphum  in  Labulario  Acad.  Berol.  servatum.  llanc  ip*aro  coramenlalionem.  in  catalogo  nostro 
B  *ub  N.  3  -citatam,  Cl.  Gausshjs  qiiaerens  alteram  illani  detcxit,  dc  qua  infra  re*  erit.  iiaec 
vero  commenlalio,  ut  docet  Cl.  Jacobius,  est  prima  adumbratio  tractatiis  serioris  inscripti  Ohttrvalio 
de  tummi*  dititomm  (N.  17  Catal.  B  et  in  noslri  libri  T.  I.  N.  XI  p.  146).  Quam  itaque  ejusdem  viri 
Ccl.  auctorilate  in  opcre  nostro  reproduci  supervacancum  duximus. 

58.  Sur  les  hgarilkmes  des  nombres  ntgatifs  et  imaginaires.  (pagg.  19.) 

59.  Mlermination  de  feffel  d'une  machine  hydraulique  invenlee par  31.  te prof.  Segner  d  Gottingue. 

(Exhib.  Berol.  d.  28.  Scpt.  1752.) 

NN.  58.  59.  Apographa  e  scriniis  Acad.  Berol.  petita  a  commentalionibus  sub  iisdem  titulis  catalogo 
B  inscripti*  NN.  189.  507  prorsns  sunt  divcrsa.  Archetypi  autographi  N.  58  in  nostra  collectione  sunt 
fragroenta  qnaedam,  |J  scilicct  12-34  incl.,  pagg.  14  implcnles. 

y.    Epitomae  copiosiorce  et  ab  Eulcro  ipso  gallice  conscriptae  ex  commentationibus  primo 

anno  Academiac  Bcrolincnsi  oblatis. 

60.  Pensies  sur  la  lumiere  et  les  couleurs.  (autogr.) 

(§|  1—8,  pngg.  8,  cum  4  Gguris  in  uaa  labula.) 

Ipse  tractatiis,  latine  conscriplus  una  cura  multis  aliis  ejnsdem  temporis,  Ofmtculit  rarii  argumenti 
edendis  ansam  praebuisse  videlur.  In  qua  collectione  reperilur  Vol.  I  p.  169  —  244  rnm  inscriptione: 
Aora  thtoria  luei*  tt  eotorum.  Argiiinentum  ejus,  brevisiiimis  verbis,  ab  epilome  nostra  plane  diversis, 
indicalum  cst  in  T.  1  Aclor.  Berol. 

61.  Comparaison  enire  le  choc  et  la  pression. 

Aulographum  hoc,  sic  ut  praeccdens,  eadem  aliena  manu,  atque  N.  32  Ineditorum,  in  dictione  cor- 
rectum,  non  est  notitia  illa  brevis  inscripta  tur  lr  rhoe  el  la  prt**i<m,  qnae  simpliciter  refert  de  traclatu 
illo:  De  la  foree  dt  la  ptrcuttion  tt  dt  ta  rtritablt  meture  (Mem  de  Berl.  I.  1745  p.  21).  De  hujus  ar- 
chetypo,  laline  conscripto,  vkle  supra  N.  50. 

Non  est  quod  multa  verba  de  re  facianius,  quae  sponte  animo  nostro  oflertur,  si  horum 
supplcmentorum  divilias  cum  catalugis  operum  et  opuscu)t>rum  Euleri  antea  cognitorum  com- 
paramus,  et  insuper  reputatnus,  qiianlum  temporis  viri  docti  saeculi  praeteriti,  et  Eulerus  prae 
aliis,  epistolarum  commercio  impendere  debuissent.  Inspiciamus  solas  epistolas  ab  Eulero 
ad  Goldbachium,  virum  ingenii  multo  inferioris,  scriptas,  et  facile  aestimabimus ,  quantae 
doctrinae  opes  inesse  debucrinl  in  epislolis  immortalis  nostri  Geometrae  ad  Danielem 
Bernoullium  missis,  quas  deperdilas  esse  aegre  dolemus;  quantae  in  commercio  epistolarum 
cum  Lagrangio  et  Delislio  habilo.  Quas  cum  non  interiissc  exploratum  sit,  speramus  fore, 
ut  aliquando  viris  doctis  communicare  nobis  detur.  Mirabimur  cerle  quomodo  vita  humana, 
non  ad  insolilum  annorura  numerura  producta,  ingcntibus  illis  suirecerit  doctrinae  ingeniosae 
opibus  procreandis.  Id  vero  hoc  loco  verbis  monendum  est,  ex  copia  Ineditortim  ea  solum 
scripta  nos  hucusque  respexisse,  quae  sunt  autographa  munda  ab  ipso  auclore  sine  dubio 
ea  mente  elaborata,  ut  publici  lierent  juris;  rejectis  primts  illis  delineationibus,  plus  minus 
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curalis,  interdum  inscriptiones  prae  se  fercntibus,  quales  tiusquam  in  catalogis  oceurrunl  (U. 
Has  enim  enumerationi  nostrae  non  adjunximus,  quippe  quae  alia  occasione  arcuratius  sunt 
examinandae.  Insuper  attendendum  est,  adversaria  illa,  quorum  alio  loco  menUonem  fecimus 
(Corresp.  I  p.  XLIV  seq.),  sedulo  perscrutandi  otium  hucusque  nobis  dcfuisse.  Elucet  super- 
esse  eliamnum  spicilegium  ex  hisce  manuscriplis  foecundum.  Id  \ero  exploratum  jam  est, 
in  iis  nil  inveniri,  quod  ad  theoriam  numerorum  pertineat,  praeler  ea,  quae  in  hoc  noslro 
libro  mathematicis  offeruntur. 

ExeepUs  NN  1.  2.  3.  U.  19.  27.  28.  43.  49,  quae  tabularia  academica  nobis  obtu- 
lerunt,  reliqua  Inedita  omnia  ex  possessione  domesUca  depromta  et  a  nobis  deinde  Academiae 
dono  oblata  sunt. 

Jam  supra  indicavimus,  in  ordinanda  edilione  eam  nobis  optimam  videri  rationem,  ut 
io  quavis  doctrina  svstema  aliquod  accipialur,  in  singulis  vero  ejus  subdivisionibus  ordo 
servetur  chronologicus.  Haec  quidem  ratio  contra  viri  clarissimi  Librii<2>  opinionem  pugnat, 
qui  omnem  rejicit  operum  selectionem,  secundum  argumenta  instilutam,  et  mixUonem  deposcit 
disciplinarum,  qualem  ordo  mere  chronologicus  per  se  efficit.  Id  solum  concedimus,  divi- 
sionem  nimiam  non  commendari,  et  certos  in  ea  perficienda  (ines  esse  ponendos,  qui  ex 
ipsis  coramentaUonum  argumentis  sunt  petendi.  Ordo  enim  chronologicus  in  singulis  parUbits 
eo  placere  debet,  quod  ct  naluralis  est  et  quodammodo  menUs  Aucloris  et  viam  et  raUo- 
nes  indicat. 

Alia  quaesUo  haec  identidem  nobis  se  obtulit ,  utrura  tractatus ,  qui  quidem  ad  doclrinam 
aliquam  systematis  perUnere  videantur,  alii  doctrinae  adjiciendi  sint,  nec  ne,  si  talis  ipsorum 
est  indoles,  ut  in  hac  demum  alia  doctrina  foecunditalem  adipiscantur,  seu  ipsius  Auctoris, 
seu  plerumque  seriorum  virorura  laboribus  et  studiis.  Rei  maxime  consentaneura  nobis  visura 
est,  tali  commentaUoni  locum  assignari  non  ex  sequelis,  sed  secundum  primum  ipsius  argu- 
mentum  et  secundum  raUonem,  quam  Auctor  in  argumento  tractando  sccutus  siU  Liceat  hoc 
ambiguum  exemplis  nonnullis  illustrare.    Viri  docti  noverunt  theorema  illud  Eulerianum 

(1  —  x)  (1  —  SC»)  (I  —  X»!  (I  —  *•).  .  .  .=  I  —X  —  X*+X*-*-  X1—  XlX—  x^-t-X^X*'  —  .  .  . 

maximi  momenli  es-e  in  theoria  numerorum,  et  cl.  Jacobium  ad  nova  duxisse  theoreraata 
speciosissiraa.  Nihilominus ,  ne  regulam  propositam  desereremus,  nulli  dubitavimus,  quin 
commentaUonem  167  catalogi  B,  inscriptam:  Evolutio  producli  infinili 

(l-x)(|_x')  (!_,»)  

in  seriem  simplicem,  in  Opera  arithmelica  recipcremus,  cum  formae  sit  mere  analj  ticae,  nec 
sequelae  illius  ullum  in  ea  inveniatur  vesligium.  Simili  modo  res  ea  singularis,  quod  problcma, 

(1)  Celcriitn  incpiciinli  nwx  palrbit  haec  rbirograplia .  ma\ima  partc,  ad  primam  vilae  Enlcri  porindiiin 
pertinere.  Inaitnt  nempe,  inter  alia.  rommentatiunex  eliam  Rnsilcac  ante  A.  1727  consrriptae,  rum  tioti* 
manii  pracc«plori«,  Joh.  Bernoullii,  margini  adjecti»  etc.  dum  no*tra  Incdita  fere  omnia  ad  aetalem 
maturiorem  et  periodutn  imprimU  ilcrolinewicm  ( 174-1  —  17G4»)  refercnda  Niint. 

(2)  Vide  Rccenaioncm  Commercii  epUtolarutn  a  me  edili.  Journ.  d  taranls  I84V. 
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pag.  427  voluminis  primi  hujus  Colleclionis  nostrae  datum ,  usum  peculiarem  habet  in  doclriua 
de  transformandis  coordinatis,  nullo  modo  movere  nos  potuit,  ut  commentationem  hanc 
Geometriae  adscriberemus.  Hanc  eandem  regulam  servaturi,  locum  ex  primario  argumento 
pendere,  et  aucloritate  cl.  Jacobii  innisi,  omnes  commentationes  geomelricas,  quae  ita 
methodo  ex  analysi  sublimiori  petita  excellunt,  ut  noliones  geometricae  forluitam  polius 
hujus  methodi  adhibendae  occasionem  praebuisse  videantur,  sine  ulla  haesitalione  ad  Calcu- 
lum  integralem  ejusque  in  Geometria  amplificanda  usum  retulimus.  Si  quis  vero  fortasse 
animadverterit  nos  in  separatione  commentationum ,  quae  de  integralibus  ita  dictis  ellipticis 
agunt,  legem  datam  omnino  deseruisse,  rei  sane  excusalionem ,  si  qua  eget,  in  sutnma 
argumcnli  gravitate  ipse  inveniet. 

In  thcoria  vero  numerorum  systema,  secundum  quod  commentaliones  Eulerianae,  ad 
hanc  analyseos  mathematicae  partem  pertinentes,  non  minus  commode  et  stricte  quam  libere 
subdividerentur,  nullum  reperimus,  cum  et  Gaussii  et  Legendrii  ordinaliones  ad  hunc 
scopum  minimc  quadrare  vidercnltir.  Aliud  conamen  commentationcs  segrcgandi  secundum 
duas  disciplinas:  theoriam  numerorum  proprie  sic  dictam  et  analysin  itidctcrmitiatam ,  non 
raelius  successit  «>.  Quac  res  nos  impulit,  quamvis  vituperationem  timcnlcs  non  prorsus 
fortasse  injustam,  ut  simplicem  amplecleremiir  in  hac  doctrina  ordinem  chronologicum,  per 
totum  hoc  opus,  exclusis  Ineditis.  Id  vero  propositum  habebamus,  dum  opus  typis  excu- 
deretur,  omnem  operam  navare  subsidiis  parandis,  quae,  io  Gne  libri  addila,  ad  omnes 
particulas  de  eodem  argumento  tractantes  facile  inveniendas  perducere  possent. 

Ad  ordinem  commcntauotium  chronologictim  recte  consliliiendum ,  diaria  academica  omnia 
erant  cxaminanda.  Quetn  laborem  uterque  edilorum  scorsitn  subiit,  ut  ex  comparaUone  lides 
exsisteret  pcrfccla.  llac  via  novimus  dies,  quibus  Eulerus  commentationes  Academiae  nostrae 
oblulcrat,  quarum  numerus,  uU  supra  jam  monuitnus,  esl  longe  maximus.  Hcliquas  commen- 
tationes  ordinavimus  secunduni  Aclorum  ab  aliis  Academiis  cditorum  annos,  aut,  si  anni 
non  erant  indicati,  secundum  annos,  quibus  Acta  prelo  prodierant. 

Cl.  Jacobius,  qui  inter  viros  Germaniae  mathcmaticos  incepto  nostro  singulari  favebat 
studio,  ullro  in  sc  suscepit  laborem  diaria  Academiae  Bcrolinensis  deinceps  perscrutandi. 
lla  huic  viro  doctissimo  multifarias  easque  gravissimas  debemus  noUUas  ad  historiam  scriptorum 
ab  Eulcro  compositorum  pertinentes.  Quae  taraen  vir  ille  de  vera  aetate  nonnullarum 
commentationum  arithmeUcarum  nos  docuit,  cura  ad  nos  pervenere  ipsis  Operibus  arilhme- 
ticis  jam  sub  prclo  versantibus,  facile  explicatur,  cur  ordo  commentaUonum  primo  nostro 
volumine  contcntarum  non  prorsus  cura  vera  successione  chronologica  conveniat,  quam  non 
nisi  in  indice  rcstituere  nobis  licuit. 

I;  Conf  hac  dc  rv  ip«iua  Eulcri  vcrba  in  introdurtionc  rummcntalionirt  XC.  nunr  primum  in  lucam 
editac,  pag.  576  Tomi  II  hujua  Colli«(ioni«.  quae  »inc  dubiu  i|wto  Iraclatu  dc  nunicrorum  doctrina  poatc- 
rior  «ct.  Al  omnea  hiijiu  rci  difOiulutei  no  budic  quidum  «ublataa  cmc  pulamus. 
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Non  opus  est  monere,  in  colligenda  roateria  hujus  editionis,  nos  nullo  roodo  solum 
catalogum  B  ejusque  systema  secutos  esse ,  quippe  qui  multis  et  non  levibus  scateat  erroribus. 
Si  quis  libri  nostri  argumenta  cum  catalogo  illo  comparaverit,  extemplo  rcperiet  multas 
commenlationes  libro  nostro  inesse,  quas  catalogus  B  in  aliis  recensuit  disciplinis;  alias  vero, 
quas,  inscriptionibus  minus  defroitis  inducti,  in  catalogo  ad  analysin  indeterminataro  retu- 
leraraus,  jam  a  nobis  esse  omissas. 

Cum  primi  voluminis  pars  fere  dimidia  typis  expressa  esset,  collega  spectatissimus  Bunja- 
kovskius,  quem  consulueram  de  adornando  indice,  cujus  auxilio  argumenta  \aria  in  opere  toto 
exbibita  faciliter  el  sine  niraio  temporis  dispendio  evolvi  possent,  cogitationes  exposuit  sibi 
peculiares  de  systemate  aliquo  artificiali  et  datae  materiae  adaplato,  quod  potestatem  daret  loca 
in  opere  nostro  inveniendi,  quae  singulae  commenlaUones,  imo  singula  theoremata  principalia 
occupent.  Benevole  vir  doctissimus  se  periculura  facturum  pollicitus  est  talis  indicis 
raUonalis  conficiendi,  modo  sibi  singutae  plagulae  traderentur,  simulac  prelo  prodiissent 
Conatum  hoc,  in  quo  perficiendo  doct.  Tscbebyschevius  sedulo  eiadfuit,  praeter  exspec- 
taUonem,  ni  fallimur,  successit;  nec  ulU  dubitaviraus  indicem  hunc  operi  noslro  subjungere. 
Quod  additamentum  lectoribus  ulilissiroum  fore  confidimus,  eosque  libenter  adsUpulaturos  esse 
gratiis,  quas  hoc  loco  docUssimis  auctoribus  oblulisse  raeuro  esL 

Noraine  Miscellaneorum  (Milanges),  cujus  recipiendi  neccssitas  erat,  quinque  coramen- 
taUones  in  hoc  indice  inveniunlur,  quae  nullo  alio  modo  in  systema  quadrare  videbantur. 
Nihilominus  jure  a  nobis  receplas  csse  ratura  habemus.  Nil  vero  obstat,  quominus  parvum 
bunc  commentalionum  numerum  alibi  repetamus,  si  proprium  videtur.  Ita  Legcndrius 
et  quadrata  roagica  et  problema  latrunculi  transsilienUs  ad  theoriam  numerorum  refert.  Sed 
illa  quadrata ,  si  respicis  Lmprirais  comraentaUonem  LXX ,  una  cum  tractaUbus  de  nume— 
rorura  partiUone  (IX.XXYU),  eodem  jure  ad  Analysin  corobinatoriam  referri  possunt.  Latrun- 
culi  vero  problema  cl.  Gaussius  summo  jure  Geometriae  situs  adscribit.  Elucet,  singulos 
tractalus  interdum  divisioni  sccundum  doctrinas  primarias  insUtuendae  reluctari,  aut  saltem 
dubitaUonem  aliquara  de  justo  loco  iis  assignando  relinqucrc. 

Alteruro  indicem,  cujus  auxilio  librum  possidenles  tractatum  quemvis,  secundura  originero 
citatum,  facile  evolvant,  consulente  cl.  Jacobio,  lubenter  confeci  atque  operi  adjunxi,  qui 
et  sequentibus  operis  parUbus  non  decrit. 

Idem  vir  celeberrimus  benevole  nobis  insuper  communicavit  cogitaUones  de  systeroate, 
secundum  quod  comroenlaUones  in  reliquis  doclrinis  ordinandae  sibi  viderentur,  subjuncta 
adeo  tabula  tractatuum  omnium,  quos  singulis  parUbus  adscribendos  ccnset,  secundum  inscrip- 
tiones  plerumque,  quas  catalogus  nosler  B  offert.  Gratus  hic  labor  Geomelriam,  Analysin 
universam  cum  Calculo  integrali,  Mechanicam  el  Astronomiara  amplccUtur.  Quod  ad  disci- 
pUnas  mere  mathemaUcas  attinet,  nil  obstat,  quo  roinus  systema  divisionis  a  cl.  Jacobio 


Digitized  by  Google 


XXII 

propositura  omnibus  partibus  accipiamus,  cum  non  minus  simplicitate  quam  praecisione 
commendetur.  In  singulis  vero  coramentationibus  secundum  syslema  distrihoendis  interdum 
ab  amici  opinione  nobis  discedendum  fuit,  argumentis  ipsis  accuratius  inspectis.  Neminera 
enim  fugit  inscriptiones  coromcntationum  Eulerianarum  non  omnino  valere  ad  argumcnta  recte 
dijudicanda. 

Gratum  itaque  speramus  fore  iis,  qui  librum  nostrum  habebunt,  si  hoc  jam  loco 
conspectum  subjungimus  proximorum  sex  voluminura,  quibus  edcndls  accingimur.  Nam  tota 
raateria  horum  voluminum  jamjam  collecta  et  ad  opus  typographicum  disposita  est. 

Conspectus 

sex  tomorum  subsequentium. 

TOMUS  III. 


1.  Planimetria.    Geometria  silus  12 

2.  Stereometria.    Projectio  mapparura  geographicarura.    Trigonomelria  sphaerica  et 

sphaeroidica  13 

3.  Scctiones  conicae  4 

4.  Curvarum  algebraicarum  theoria  generalis  5 

5.  Gcometria  sublimior  (sine  subsidio  calculi  integralis)  14 

Huic  sectioni  accedit  Inedihm  N.  8  (Vide  recensum  praeced.)  1 


Hoc  volumen  48  tractatus  continebit,  qui  in  prioribus  editionibus  1055  pnginas 
implebant.    lneditum  adjectura  104  habet  paginas  manuscriptas. 


TOMIS  IV. 
Analysls  algebralca. 

1.  Resolutio  fractionum  in  fractiones  partiales  3 

2.  Fractiones  continuae  7 

3.  Quantitates  imaginariae  et  formae  imaginariae  radicum  aequationum  3 

4.  Rcsolutio  algebraica  acquationum  4 

5.  Extractio  radicum  e  quanlilatibus  irrationalibus  2 

6.  Resolulio  aequationum  per  approxiraationem  2 

7.  Resolutio  aequalionum  ope  sericrum  infinitarum  3 

8.  Elirainatio  I 

9  Theorema  binomiale.    Proprietates  unciarum  binomialium  9 

10.  Tbeorema  polynomiale.  Potenliae  polynomiorum.  Propriclates  uncianim  pohnomialium.o 

11.  Analysis  combinatoria.    Partitio  numerorum  1 
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Calcnlus  probabllium. 

Coramentationes  11 

Accedunt  duo  Inedita  NN.  10  et  M  2 

57  commentationes  hujus  voluminis  in  prioribus  editionibus  1363  paginas  im- 
plent.    Inedila  30  paginas  habent  raanuscriptas. 

TOMUS  V. 

.%naly><U  <rlKonometrlca.  Scriea. 

1 .  Calculus  sinuum.  Evolutio  per  sinus  et  cosinus  angulorum  mulliplorum.  Series  pro  sr.  20 
Accedit  Ineditum  N.  9  1 

2.  Suramatio  et  transforraatio  serierum.    Producta  infmita  38 

Sunt  58  tractatus,  1217  paginas  in  prioribus  editionibus  hnplentes.  Ineditum 
habet  30  paginas  manuscriptas. 

TOMIJS  w. 
Calcull  Intcgrall*  P>»  1. 

1.  Praevia  et  gcneralia  2 

2.  Integratio  finila.    Inlcgralia,  quac  ad  arcus  circulares  et  logarilhmos  reducuntur. .  .21 

3.  Resolutio  integraliuro  in  series  infinitas  et  in  producta  inlinita.    Integralia  definita..31 
Inedilum  N.  12  1 

54  tractatus  1217  paginis  editi.  Incdilura  32  paginas  habet  manuscriptas. 

TOMUS  vn. 
Calculi  Inlcgraluj  P*n  8. 

4.  Integralia  elliptica:    a.  Reductio  ad  integralia  clliptica  8 

b.  Comparatio  integralium  elliplicorum  12 

5.  Aequationum  diflerentialiura  simplicium  integratio  25 

6.  Integratio  ilerata.    Integralia  duplicia  2 

7.  Aequationes  duTerentiales  partiales.    Functiones  discontinuae  7 

8.  Integrabilitas  3 

9.  Analogon  Analysis  indeterminatae  in  Analysi  infinitorum  3 

60  traclalus  in  1349  paginis  edilionum  priorum. 

tomus  vni. 
Calcnll  Intcgralls  P«™  3. 

10.  Calculi  integralis  usus  in  Gcometria  sublimiori  ^2 

Accedunt  huic  Sectioni  quatuor  Inediia  N.  13.  14.  15.  16  4 

11.  Problemata  isoperiractrica.   Calculus  varbtionum  ^ 

12.  Rrachyslochronae  et  Tautochronae  

73  Traclatus  1412  paginis  editi.  Inedita  habent  55  paginas  manuscriptas. 
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Si  opus  typographicum  eodem  deinceps  procedet  passu  ac  hucusque ,  quotannis  volumen. 
prodihit  singulum.  Academia  vero  etiamnum  alit  spem,  sibi  subsidia  non  defore  ad  opus 
editionis  maturandum. 

Catalogum  operum  Euleri  (B),  commercio  epistolarum  a  me  edilo  annexum,  mancura 
et  interdum  viliosum  esse  non  infitiabor,  quippe  qui,  in  laboribus  ad  editionem  omniura  opcrum 
praeparandam  susceptis,  hujus  imperfectionis  mullifaria  ipse  cognovi  documenta.  Nihilo- 
minus  idem  catalogus  solus  et  optimus  pro  tempore  est  fons,  ex  quo  viri  docti  plenam 
scriptorum  Euleri  cognitionem  hauriant.  Unde  nobis  persuasum  est,  operibus  etiam 
mechanicis  et  astronomicis  Euleri  eadem  cura  examinatis,  quam  in  colligendis  et  ordinandis 
operibus  mere  mathematicis  impendimus,  operae  prelium  fore,  ut  catalogum  illum  omnibus 
partibus  completum  et  emendalum  nova  edilione  publici  juris  faciamus. 

Interim  in  usum  eorum,  qui  commercium  epistolarum  illud  in  manibus  habent,  additiones 
nonnullas  catalogo  adjiciendas  hoc  loco  subjungimus.  Census  enim  operura  Euleri  editorum 
sedectm  comraentationibus  est  augendus,  quae  et  patrem  vitara  Euleri  scribentem  et  rae 
fugerant,  et  in  utroque  catalogo  A  et  B  desunt.  Singulas  bic  enumerabo. 

{Corrttp.  I.  pw  LI  «a  CXXI)  datL 

1.  Dimonstration  de  la  somme  de  cette  sirie: 

t      4  _^  1      1      *  * 

T       9  ~*~  16  ~*~  S5  ~*~  .16  ~*~  

Vide:  Journal  littiraire  de  fAJlcmagne  T.  II.  part.  1*re  p.  115 — 127.  Commentatio  haec 
nominc  auctoris  caret.  Cl.  Gaussius,  qui  humanissime  in  se  susceperat  in  bibliotheca  GSttin- 
gensi  inquirere,  ubinam  librorum  reperiretur  alia  quacdam  Eulcri  commenlalio  (conf.  supra 
p.  XVI II),  ea  occasione  in  hanc  ipsam  incidit.  Scd  cum  crroribus  scateat  lypographicis, 
vir  suramus  non  recusavit  eam  sua  manu  describere  ef  ad  nos  in  usura  cdilionis  transmillere. 

2.  Methodus  determinandi  gradm  meridiani  pariler  ac  paralleli  Tclluris,  secundiun  mensu- 
ram  a  cel.  Maupertuis  cum  sociis  institutam.  llaec  commenlaliuncula  intcxta  est  traclatui 
a  Winsheimio  composito,  qui  in  Comment.  vct.  T.  Xll  p.  22i  reperitur.  Id  quod  cl.  Jaco- 
bius  nobis  indicavit. 

3.  Meditaiiones  in  quaestionem:  utrum  motus  medius  Planelarum  semper  maneat  aeque 
velox,  an  successu  temporis  quampiam  mutaiionem  patiatur?  et  quaenam  sil  ejus  causa?  a 
Carolo  Eulero,  Leonhardi  filio.  Praemio  donatae  A.  1760  (Recueil  des  pieces  couronnees 
etc.  VIII).  Animi  ad  hanc  commentationem  advertendi  idem  vir  clarissimus  Jacobius  nobis 
auctor  exstitit.  Carolus  Eulerus,  ex  ulits  Leonhardi  secundus,  solus  fuit,  qui  nunquam 
studia  mathematica  et  astronomica  colueril.  Medici  aulici  munere  hingens,  obiit  Petropoli 
sub  finem  saeculi.    Quantum  scio,  nullum  librum  scripsit,  ne  de  raedicis  quidem  tractantera 
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rebus.  Nic.  Fussius  nobis  auctor  est  Carolum  fuisse  virum  vitae  jucumhtatibus  gaudentem, 
bilarem,  socialem  et  artem  medicam  feliciter  et  fructuose  exercentem.  Admittamus,  quod 
quidero  neutiquam  probabile  est,  eum,  tironera  in  studiis  matbematicis  et  astronomicis,  prirao 
illo  conatu  praemium  ab  Academia  Parisina  propositum  obtinuisse.  Multo  taroen  minus  est 
verisimile,  victorera  haec  studia  prorsus  deseruisse.  Nulla  itaque  nobis  est  haesitatio,  cura 
comraentationis  tam  forma  quam  materia  suromus  indicetur  auctor,  quominus  etiam  boc 
opus  scriptis  Euleri  nostri  adnumeremus.  Quae  vero  caussa  Geometram  illum  moverit, 
ut  hac  occasione  verum  auctorem  nomine  celaret  ejus  filii,  quem  libruro  scripsisse  nemo 
confideret,  hodie  certo  enucleare  non  valemus.  Superest  tamen  suspicio  haec:  Identidem, 
non  ita  pridem,  annis  nempe  1752,  1753,  1756,  1759,  praeroia  obtinuerat  Parisiis,  ita 
ut  araici  interdura  jocati  essent  Euleruro  sibi  Acaderaiam  Parisinam  vecttgalem  fecisse  (vide 
epistolas  Goldbachii  pluribus  locis).  Nura  ex  hac  re  siraulati  norainis  explicatio  est  petenda? 
In  sententia  fronti  commentationis  inscripta:  «IpsePater  slafuil  quaenam  coeli  ashra  moveret», 
filii,  cujus  nomen  pater  mutuatus  erat,  facetiam  insignem  libenter  agnoscimus. 

4.  Dissertalion  sur  la  meilleure  construction  du  Cabestan.  Cctte  piece  est  une  des  quatre, 
entre  lesquelles  le  prix  double  (de  1741)  a  iti  parlaqi.  (Recueil  des  pieces  couronnees 
T.  V  p.  29  —  87.) 

5.  Meditaliones  in  quaestionem  ab  III.  Academia  regia  Parisina  scienfiarum,  pro  anno 
1747  cum  praemio  duplicato  propositam:  Quibusnam  observationibus  mari,  tam  interdiu  quam 
noctu,  iiemque  durante  crepusculo,  verum  temporis  momentum  commodissime  et  certissime  determinari 
qucat?  (Recueil  d.  p.  cour.  T.  VI.  p.  111  — 167.)  In  eptstolis  (Corresp.  I  p.  608)  legirous 
has  duas  commentationes  praemio  ornatas  fuisse.  Utraque,  ut  vidimus,  in  collectionem : 
Recueil  des  p.  cour.  recepta  est,  sed  sine  auctoris  nomine  indicalo.  Archelypura  N.  4  latine 
conscriptum,  de  quo  supra  relulimus,  omne  de  origine  tollit  dubium.  Ambigitur  id  tantum, 
utrum  Eulerus  ipse  tractaturo  gallice  scripserit,  an  versio  Parisiis  sit  (acta.  Quod  jam  ad 
N.  5  attinet,  Daniel  Bernoullius  ro.  Aprili  a.  1747  (Corresp.  11  p.  619)  scribit,  prae- 
miuro  duplex  inter  se  et  aliuro  divisum  esse,  quem  Eulerum  fuisse  Parisiis  judicetur.  Ex 
quatuor  commentationibus  vero,  quae  in  tomo  VI  collectionis  illhis  ante  citatae  tractalura 
Bernoullianum  sequuntur,  sola  Euleriana  potest  esse  prima  illa,  cui  sententia  praeest:  Arbor 
non  uno  stemitur  ictu.  Ita  rem  vere  se  habere,  lectio  operis  unumquemque  docebitd. 

(1)  Lectorum  judicio  rclinquimtis.  nonne  haec  occoltalio  nominis.  jam  po*l  approbationera  publicam,  sinjrnlare 
sit  modVsliac  documentum,  ex  eodem  forlasse  momenlo  cxplicandiim.  ac  prior  mutualio  nominu  a  filio? 
tn  Epistnli*  [Corretp.  I  p.  i\5)  de  alia  adhuc  commenlalione  sermo  est,  <te  motu  ffuidornm  in  canalibut 
elatiici$  traclanle,  quam  Eulerus  m.  Martio  a.  1742  ad  Arademiam  Divionensem  pro  obtinendo  pracmio 
ab  ea  pniposilo  muterat,  nullo,  quod  dolcndum  e«t,  relento  apograpbo.  Cum  baec  commenlatio  nobis 
prorsiw  umota  sit,  operae  non  indipium  nobis  visum  est  de  ejns  sorte  pcrcontari;  scd  ad  literas  no«ira« 
m  Nov.  buj.  aimi  Divionera  misaaa  responsio  nobis  nondum  pervenil. 

d 
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Messem  exspectatione  uberiorem  Acta  Eruditorum  Lipsiensia  denuo  examinata  nobis  tule- 
nint.  Ex  septem  commentationibus  infra  citatis  a  N.  6  ad  N.  12,  duas  ipse  detexi,  reliquas 
quinque  indiratas  debco  doctissimo  collegae  Petersio. 

6.  A.  1726  p.  361.  Conslruclio  linearum  isochronartm  m  medio  quocunquc  resistente. 
Haec  commentatiuncula  peculiaris  est  momenti,  cum  hoe  sit  primum  specimen  ab  Eulero 
publici  juris  factum.  Antehac  ajnbigebajur_,  utra  fuerit  commentatio  primum  edha,  num 
N.  500  catal.  B:  Dissertatio  physica  de  sono,  Basileae  1727,  qua  cathedram  phvsices  in 
Universitate  patria  petehat:  an  altera  fi,  X.  601,  quae,  Parisiis  1727  praemio  ornata,  de  malis 
in  navibus  eri^ernlis  (de  malorum  implantatione)  tractat. 

7.  A.  1727  p.  408.    Melhodus  inveniendi  Irqjectorias  reciprocas  algebraicas. 

8.  A.  1746  p.  92.  Ammadversio  ad  libri  «Methodus  inveniemli  lineas  curvas  maximi 
minimive  proprietate  gaudentes»  paragraphum  83.  Tractatus  iHe:  Methodus  mveniendi  cet.  ad 
D.  Bernoulliura  autographus  roissus  erat,  qui  traderetur  bibliopolae  Bousquetio,  viro 
de  edendis  operibus  mathematicis  Lausannae  tum  temporis  egregie  merito.  Bernoullius, 
perlecto  opere,  Eulero  aniraadversiones  nonnullas  raisit  de  problemate  curvae  elasticae. 
Cum  vero  opus  sub  prelo  esset,  eraendationum  nullus  erat  locus  in  ipso  opere  (aciendarum, 
quas  haec  nostra  exhibet  commentatio. 

9.  A.  1746  p.  230.  Solutio  problemahs  caloptriei  in  Novis  Actis  Eruditor.  A.  1745 
mense  Sept.  p.  523  proposili  et 

10.  A.  1748  pa^.  27.  61.  169.  Tractatua  eodcm  modo  Luscriptus.  Prior  harum  cotn- 
mentationura  finera  solutionis  summatim  exponit,  quara  invenit  Eulerus  problematLs  a  se  ipso 
a.  1745  propositi.  N.  10  vero  elegantUsimam  ejus  cxhihet  analvsin.  Vide  supra  adnotatio- 
nem  in  .N.  15  Ineditorum  dalam.  Altera  solutionis  forma  eaqne  prorsus  diversa,  ex  anno 
1745,  esl  in  epistolis  Corresp.  I  p.  341 — 354. 

11.  A.  1747  p.  267.  I)e  numeris  amicabilibus.  llaec  commenlatiuncula  2',  tantum 
paginas  implens,  piimo  adspectu,  mera  relatio  visa  est  de  magno  tractatu  X  (Vide  collectionis 
nostrae  T.  1  pag.  102  ad  145).  Attamen  in  reeensu  huic  relationi  annexo,  qui  30  exhibet 
paria  numcrorum  amicabilium,  quatuor  eorum  reperiuntur,  qui  dcsunt  in  catalogo  tractatus 
majoris,  61  paria  talium  numerorum  olTerente.  Haec  quatuor  numerorum  amicabilium  paria 
sunt  insuper  ex  simpliciorihus.  Quae  res  nos  movit,  ut  brevem  hanc  relationem,  una  cum 
excorptis  ex  IV.  5<i  Iiieditorum,  in  line  tomi  nostri  II  appendicis  loco  adjiceremus. 

12.  A.  1749  p.  512.  Ik  vibralione  chordarum  exercitatio.  Est  archetvpum  latine  con- 
scriptum  Ulius  versionis  gallicae,  quae  tomo  IV  Actor.  Berolinens.  1 748  p.  69  prelo  irapressa 
reperitur  et  in  catal.  nostro  B.  N.  520  prae  se  fert. 

13.  Extract  of  a  letter  from  M.  Leonard  Euler  etc.  to  the  Rev.  M.  Ch.  Wetstein, 
Chaplain  and  Secretary  to  H.  K.  H.  the  Prince  of  Wales,  conceming  the  discoveries  of 
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the  Russians  on  the  Nord-Easl  Coast  of  Asia  d.  d.  Berlin  1746  Dec.  10  {Philos.  Transacl. 
f.  1747  p.  421). 

14.  Extracl  of  a  letter  from  Prof.  Euler  of  Berlin  lo  the  Rev.  M.  C.  Wetstein 
(Philos.  Transact.  f.  1751.  1752.  p.  263).  De  problemate  ab  Academia  Petropolitana 
proposito:  Num  theoria  Newtoniana  ad  omnes  motus  lunaris  irregularitates  expUcandas 
valeat? 

15.  Epistola  ad  Shortiura  missa,  adjuncta  alia  Dollondio  tradenda,  qua  reprehensiones 
contra  objectiva  Euleriana  prolatas  refutat  (Philos.  Transact.  f.  1753  p.  292). 

16.  Denique  Hber  periodicus,  qui  a  Cl.  Crellio  editur  (Journal  jur  reine  und  ange— 
wandte  Mathematik  T.  XXXV  p.  106)  opusculum  hucusque  ineditum  obtulit:  Commentalio  de 
Matheseos  sublimioris  utililale,  quod  typis  excusura  est  secundum  autographum  in  collecUone 
Dr.  Friedlanderi  Berolini  servalura. 

Ex  supra  allalis  sequitur  commentaUonera,  quae,  auctoritate  catalogi  A,  in  nostrum 
migraverat  catalogum  B,  ubi  est  N.  3,  delendam  esse,  cum  nulla  talis  commentaUo  inter 
editas  exstet;  deinde  NN.  41  et  74  catalogi  B,  cum  duae  sint  editiones  ejusdem  commen- 
tationis,  sub  uno  numero  jungi  debere,  altero  sublalo.  Pariter  tractatus  N.  12  enumera- 
tionis  praecedenUs,  non  nisi  lingua  diversus  a  N.  520,  novum  catalogi  numerum  consUluere 
nequiL  Praeterea  denique  duae  commentaUones  in  catalogo  B  binis  occurrunt  locis,  ita  ut 
altero  loco  deleri  debeant,  quae  sunt 

N.  198  =  N.  129,   N.321=N.  32fc. 
Ita  nunc,  computo  facto  generali,  summa  omnium  Euleri  scriptorum,  raajorum  et  mino- 
rura ,  edilorum  et  ineditorum ,  evadit  =  808. 


Quamquara  opus  hoc  a  nobis  editura,  Arilhraetica  Euleriana  complectens,  suis  finibus  in- 
tegrum  est,  multo  magis  tamen  arridet,  duas  ipsius  partes  pro  initio  haberi  majoris  collecUonis, 
multa  voluraina  amplexurae.  Talis  vero  raagna  collecUo  narratione  de  vita  illustris  Euleri 
nullo  modo  carere  debet.  Quae  res  nos  impulit,  ut  operi  huic  nostro  Euleri  laudationem 
a  N.  Fussio  conscriptam  adjunxerimus,  in  qua  nil  mutare  nobis  religio  fuit,  nisi  lapsug 
aliquos  calarai.  iloc  patris  nostri  opusculuro ,  si  dictione  et  ornatu  inferius  videri  potest  libro 
saepius  typis  repctito,  quem  Condorcetius  in  memoriam  Euleri  legit  et  edidit,  ita  tamen 
praestat,  sine  dubio,  et  calore  verborum  el  summa  rerum  narratarura  yeritate  et  judicio 
solidiori  de  Euleri  doctrina  et  scripUs  lato.  Uanc  esse  sentenUam  eUam  aliorum  virorum 
doctorum,  nos  filii  narratoris  coufidimus. 

Petropoli ,  m.  Decembri  18*8. 

P.  H.  Fuss. 


Digitized  by  Google 


ELOtiE 


DE 

LfeOlABD  EVLER 

LU  A  LACADEMD2  LMPfiMALE  DES  SCIENCES  DE  St.-PETERSBOURG. 

1»  S3  Oclobrt)  1783, 


 ,  xB> 


I\rpat*»Tr«i  le  cours  de  1«  vie  d'un  grand  homme  qui  a  illustre  son  siecle  en  eclairant  le  mondc,  c'est  faire 
1'eloge  de  lesprit  humain.  Celui  qui  se  charge  de  lexecution  de  cet  interessant  U 
plir  dignement  sa  tache,  sil  ne  Joint  a  une  connaissance  parfaite  des  sciences  dont  il  doit  montrer  le 
le*  agrenicnts  du  style  que  le  genre  pancgyriqne  exige,  et  qu'on  dit  <tre  incompatibles  avec  1'etude  des  sciencea 
abctraiics.  Qunique  dupciuie,  d'un  cdte,  du  soin  d'embellir  son  sujet,  a*>ez  grand  par  lui-mi?me,  le  Biographe,  en 
s'altachant  aux  fail*.  ne  sanrait  se  soustraire  a  l'obligation  de  les  arranger  avec  gout,  de  les  presenter  avec  clarte  et 
de  les  peindre  avec  force.  II  doit  montrcr  comment  la  Nature  feit  naltre  un  grand  homme;  il  doit  demelerleadrcon- 
stances  qui  viennent  a  l  appui  de  son  developpemenl ;  et  en  cxposant,  par  le  detail  des  travaux  lilteraires  du  savant 
dont  fl  trace  1'cloge,  ce  qu'il  a  fait  pour  )es  sciences,  il  ne  doit  pas  oublier  d'examiner  1'etat  ou  elles  etaient  avant 
cettc  epoque,  et  fixer  de  cetle  facon  le  point  d'ou  il  est  parli. 

En  me  chargeant  de  presenter  a  cette  assesnblee  le  tableau  de  la  vie  de  liraraorte!  Euler,  fai  senti  toute*  ce* 
s,  et  j'ai  vu  qu'il  me  sera  dautant  plus  difficile  de  les  remplir  dignement,  quoulre  le  sentiment  profond  de 
■ugmente  par  la  douleur  qne  la  mort  de  M.  Euler  ra  a  causcc,  et  que  je  sens  rcnaltre  en  ce  mo- 
ment,  les  bornes  etroites  dun  diseours  academiqne  ne  me  pennettront  pas  de  macquitter  de  tous  les  devoirs  d'un 
biographe.  Je  ne  donnerai  donc  qu'une  legere  ebaucbe  de  la  vie  de  ce  grand  hommc;  et  en  fournissant  des  maleriaux 
a  celui  qui  se  sentira  aasez  de  forces  pour  faire  un  panegyrique  digne  de  lui,  je  me  contenterai  d'avoir  jete  quelques 
flenrs  sur  U  tombe  de  mon  eher  et  illustre  Maltre. 

Leonard  Euler,  Professeur  de  Malhematiques,  Membre  de  rAcademie  Imperiale  des  Scienees  de  St-Petera- 
bonrg,  ancien  Directeur  de  lAcademie  Royale  des  Scienccs  ct  Bcllcs-Lettres  de  Prusse,  Associe  etranger  de  I'Aca- 
demie  Royale  des  Seiences  de  Paris,  de  la  Socifte'  Royalc  de  Londres,  etc.  naquit  a  Bdle,  le  *  lt  Avril  1707,  de 
Paul  Euler,  alor«  Pasteur  designe  dc  Riehon,  et  de  Marguerite  Bruckcr,  issue  dune  famille  favorahlement 
i  la  republique  des  lettres,  par  plusieurs  savants  distingnes  qui  ont  porte  ce  non. 
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II  pa**a  1«  premieres  annee*  de  ton  enfancc  a  Uiehen,  e(  c'e*t  A  ce  «ojour  champetre,  daiu  un  pay«  ou  lea 
progre*  de  la  corruption  ont  tonjours  ete  lenU,  joint  a  lexemple  dc  ce«  parenU,  quil  a  du  probablement  celte  sim- 
plicile  de  raractere  et  cetlc  purete  de  moeurs,  digne  du  premier  age.  qui  l'onl  dutingue  toute  sa  vic,  et  qui  ont 
probablcmcnl  conlribue  a  lc  metlre  en  eUt  de  fournir  la  carrierc  longuc  et  brillanle  qui  a  immorUliae  «on  nom. 

Aux  premiere»  instruclions  que  con  pere  e>it  «oin  d«  lni  donncr,  il  joignit  lec  mathematiquec,  quil  aimait  et 
qu'il  avait  eludiee*  lui-nieme  avec  sucres  sous  le  celebre  Jacques  Bcr  noiilli.  Dostinant  con  fils  a  1'ctat  ccclc- 
iiaitique,  il  ne  ce  doulait  pas  quc  cc  qui  dabord  ne  devait  etrc  qu'un  amuscmcnt  instrwtif,  deviendrait,  dans  la 
«uite,  I  objct  de  1  applicalion  la  plus  «erieuse  ct  la  plu*  opinialrc.  Mais  lc  gcrme  qu  il  avait  mis  dans  lame  du  jeune 
Ceomelrc  nc  Urda  pas  a  pousccr  de  profondec  racinec.  Quoique  trop  bicn  organise  pour  monlrcr  nn  Ulent  exclucif 
pour  le*  sciences  mathomatiqiiet,  ce  netail  qu'en  «*y  livrant  tout  cnlier  que  «on  genic  «e  senUit  dans  con  element. 

Hcurcusement ,  con  pere  ne  pcnca  pac  cncore  a  le  delounier  d'une  elude  qu'il  aimait  trop  lui-meme,  donl  il 
centait  trop  bien  1'influcncc  sur  lc  develnppement  de  Ia  (aculte  dc  pcn«er,  et  lutilite  dans  tuute*  lcc  branchec  de  noc 
connaUsances,  pour  U  lui  dcfendre  sericuscmcnt.  Le  genie  du  jeune  Eulcr  cut  toul  le  tcmp*  de  se  developper,  el 
il  le  G(  avec  cctle  rapidilc  qui  annoncc  toujours  lc«  UlenU  siipcricura  et  qui  ful  le  prcsage  de  sa  grandeur  future. 

Envoye  a  Balc  pour  y  fairc  «on  cour«  de  philosophie,  M.  Euler  freqiienta  regulicrcment  les  lecrms  de«  profc«- 
seur*  de  l'Lnivcr«ilc.  Sa  memnire  prodigicuse  lc  ruit  cn  6lat  dc  paascr  rapidcment  «ur  tout  ce  qui  n'etail  pa*  geomelrie, 
et  de  consacrcr  a  retle  «cience  Uvorile  tout  le  restn  de  «on  tcmps.  Avec  un  penchanl  si  marque  pour  les  mathema- 
tiques,  et  un  csprit  enfiamme  que  dc  grands  progre*  nc  rendaicnt  que  plus  avide  d'instruction,  il  nc  tarda  pas  a  £lre 
connu  de  Jean  Bernoulli,  le  plus  grand  de*  gconietrc*  alors  vivanU.  Celui-ci  lc  dictingua  bicnlot  dc sea  autre*  audi- 
teur«,  et  ne  pouvant  «c  rendre  aux  iiuUnres  quo  lc  jeune  mallicmalicicn  lui  faiuit,  de  lui  accorder  de*  leeons  parti- 
culierc*.  il  «'oflril  a  lui  lever,  tous  lcs  «araedis,  lca  difficulle*  qu'il  aurait  reocontree*  en  cludiant  le*  ouvragca  lea  plua 
difDt  ilc*.  Mcthode  excellente!  mais  qui  ne  pcut  reuscir  qu'avec  un  genie  aussi  ardent,  accompagne  d'une  assiduite 
aussi  infatigable  que  1'eUil  ccllc  de  M.  Eulcr,  destine  dec-lor*  a  «urpasscr  un  mallre  qui  avait  fait  epoque  dana 
Ihisloire  dea  malbomatiques. 

Ayant  recu,  en  1723,  le  gradc  d«  mallrc-ea-arU,  apre*  avoir  prononce  un  discours  en  Utin,  sur  U  philosophie 
de  Newton  comparee  avec  cclle  de  Descartes,  M.  Euler  embrassa,  pour  «e  conformcr  aux  volonte*  de  son  pere, 
1'ctude  de  la  tbeologic  et  des  langues  oricnUlcs.  Cctte  etudc  quc  sa  dcslination  rcndait  neccccaire,  quoique  pen  ana- 
logue  a  «on  genie,  ue  ful  pas  sans  miccht;  inais  hientoi,  rcndu  par  le  conscnlcment  de  son  pere  a  U  geometric,  dont 
ricn  navait  pu  lc  dcUcher  entieremenl,  il  s'y  prccipita  avec  une  anlcur  redoublee.  II  continua  a  consulter  M.  Ber- 
noulli,  et  lia  unc  amilie  etroile  avec  scs  dcux  fils  Nicolas  cl  Daniel.  Ccst  celte  liaison,  fondee  «ur  la  conformite 
de*  pencbanU,  qui  a  procure  a  1'Academie  1'avanUge  dc  lc  posseder.  .k 

Calherinc  1  venait  d'executer  un  projel  que  Pierre-le-Grand  avail  formc,  celui  d'eriger  dana  ca  capiUle 
une  Academie  dc«  «cienco*.  Les  dcux  jnunes  Bernoulli  y  furcnt  appcles  en  1725,  ct  a  lcur  depart  ils  promircnt  a 
M.  Euler,  qui  dcsira  ardemnu^nt  de  le«  y  «uivre,  qu'il*  fcraienl  leiir  possiblc  pour  lui  trouvcr  une  place  convenable. 
En  lui  ecrivant  1  annee  suivanle  qu  ils  avaient  trouve  ce  qu  ils  cberchaicnt,  iU  lui  coiucillerent  en  meme  temps  d  ap- 
pliqucr  «c«  connai««ance«  mathcmatiquea  a  la  physiologie. 

Un  grand  Ulent  ne  peut  jamai»  se  dementir.  Pour  dcvenir  Physiologuc,  M.  Euler  n  eut  qu  a  le  vouloir.  II  se 
fit  mettre  sur  la  liste  des  etudianU  en  mcdi«inc  el  frcqnenU,  avec  l  ardeur  d  un  genie  impatient  d  entrer  daae  une 
carriero  bnlLantc ,  les  lecons  dcs  pluc  habilea  mederinc  de  BAIe. 

Celte  elude,  loin  de  trndre  tous  les  reasorU  dc  son  espril  aussi  actif  que  vaate,  lui  laissa  aacez  de  loirir  pour 
composer,  dana  le  meme  tempc.  une  dissertalion  «ur  U  nalure  el  la  propagation  du  son,  et  une  repoaae  a  la  qiiestioo 
«ur  U  malure  des  vaU*eaux,  que.  1  Academie  de  PaxU  jugea  dUue  de  l  acceasit,  en  1727.  Cet  ecrit  «l  une  dc*  lhe«e* 
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qu'U  defeadit  pour  oblenir  U  chaire  de  pbysique  varantc  a  Mle,  fbnt  tov  que  M.  Euler  a  tourne  de  bonne  beure 
mj  vues  du  cdte  de  U  oavigalion,  qnil  a  enrkhie,  «larn  U  suite,  de  tanl  de  nouvellea  decouvertes. 

Hcurcusement,  pour  nolre  Academie,  Us  *ort.  qui  decide  a  Bale  des  pUces,  lanl  danc  la  Magislralure  que  dan* 
1'Universite,  lui  fut  oontraire,  et  peu  de  jours  apres  ce  conlre-temps,  il  quilla  sa  palrie  pour  ae  rendre  a  St.-Petera- 
bourg,  ou  il  trouva  un  theitre  plus  digne  du  rdle  eminent  qu'il  devail  jouer  dans  la  republtque  des  lettres.  Son 
debut  repondil  a ratlenle  que  1'Academie  clses  compalrioles,  Hermann  et  Daniel  Bernoulli,  setaient  faile  de  lui. 

Declare  adjoint  pour  les  matbemaliques,  sans  qu  il  ful  plus  question  de  phvsiologic,  il  se  voua  par  ctat  »  une 
etude,  a  laquelle  ni  les  intcntions  dc  son  pere,  ni  le  peu  de  forlune  quellc  oflre  ordinairemenl,  navaicnt  pu  le  faire 
renoncer.  II  enricbit  d'aburd  les  premiers  volumes  des  Commenlaires  de  plusieurs  memoires,  d'un  pri\  a  eiciler 
une  noble  emulation  cntre  lui  el  M.  Daniel  Bernoulli,  emulation  qui  a  dure  toujours,  sans  allerer  lenr  amilie  et 
sans  degenerer  cn  jalousie;  senliment  indigne  d'nne  ame  genereusc,  et  qui  lernit  1'cclat  des  plus  bclles  vertus. 

La  carriere  des  malhematiques,  dans  le  tcmps  ou  M.  Euler  y  enlra,  neiait  rien  moins  quenrourageanle.  Un 
talent  niediocrc  ne  pouvait  guere  esperer  de  s'y  faire  un  nom:  jl  fallait  ne  pas  y  eatrcr,  ou  s'y  distinguer  d  une 
maniere  brillante.  La  memoire  des  grands  bommes  qui  avaient  illustre  la  fin  du  siecte  passe  et  le  conunencement 
du  nAlre,  eiail  dans  sa  prcniierc  vigueur:  A  peine  Newton  et  Leibnitz,  qui  avaienl  fail  rhanger  de  face  la 
geometrie,  etaient-ila  morut;  l'on  navail  pas  eucore  perdu  le  souvenir  des  importants  services  que  les  decouvertes  de 
Huyghens,  Bcrnoulli.  Moivre,.  Tschirnbausen,  Taylor,  Fermat,  et  de  tant  dautrcs  geometres,  avaient 
rendus  i  toules  les  branches  des  sciences  malhemaliqiies. 

Apres  cettc  cpoque  brillantu  qiie  reslahvil  a  M.  Euler?  Pouvait-il  esperer  que  la  nature,  qui  nest  paa  prodieuc 
de  ses  dons,  fit  encore  un  miracle  en  sa  faveur,  apree  avoir  organise  tant  de  tetes  malheniatiques  a  la  fois?  II  sentit 
ce  qu'ellc  avait  fait  pour  lui;  il  enlra  dans  la  carriere  avec  cetle  noble  assurance  quo  lc  scnlimcnt  d'une  superioritA 
decidee  inspire,  ct  il  fii  voir quc ses predeccsscurs navaient  pas epuise  tous les Iresors de U gcomelrie et dc  Vanalyse. 

Effectivemcnt,  le  calcul  infinilesimal  elait  encore  trop  pres  de  son  enfance,  pour  qu  a  peine  sorti  des  mains  de 
ses  rrealeurs,  il  cut  pu  avoir  atleint  un  degre  considerable  de  pcrfection.  La  mccanique,  la  dynamique,  et  surlout 
1'hydrodynamique  et  la  «cience  du  mouvement  des  corps  celestes,  se  ressenlaicnt  de  rimperfeclion  de  ce  nouveau 
calcuU  on  avait  assez  bien  appris  a  y  appliquer  le  calcul  diflerentiel;  mais  on  rencontrait  parlout  des  diffirultes,  des 
qu'il  sagUsail  de  remonter  des  elcments  aux  grandeurs  mdmes.  Pour  co  qui  regarde  la  connaissance  dc  la  nalure  et 
dea  proprietes  des  nombres,  lcs  ecrits  dc  f  ermat,  qui  y  avait  traraille  avec  tant  de  succes,  etaienl  perdus,  et  avec 
eui  loutes  ses  profondes  recherebe*.  L'artillerie  et  U  navigation  elaient  rediiile*  a  des  principes  vagiics  et  fonde* 
sur  un  tas  d'observations,  souvent  contradictoires,  plutdt  que  sur  une  theorie  suivie.  Les  irreguUrite*  dans  lea 
mouvement*  des  corps  celcstes  et  surtout  la  complicalion  des  forces  qui  inQuent  sur  celui  de  la  lune,  navaienl  cesse 
de  desespcrer  lous  los  geomeire*.  Laslronomie  pralique  lultait  encore  contre  les  imperfeclions  des  teleacopes:  a 
peine  peul-on  dire  qu'U  exisUt  des  regles  pour  leur  construction.  M.  Euler  tourna  surcessivement  scs  vue*  sur 
tuus  ces  different*  objets;  il  perfcctionna  le  calcul  integral;  fl  fut  1'inventeur  «fun  nouveau  genre  de  calcnl,  celui  des 
sinus;  il  simplifia  les  operations  analyliques;  et  k  1'aide  de  ces  pniasants  aecours,  et  de  1'etonnanle  facilile  avee 
Uquellc  il  «ut  manier  les  expression*  Us  plus  intrailablea,  il  parvint  a  repandre  un  nouveau  jour  sur  toutes  les 
parties  des  sciences  matbemaliques.  % 

eelui  qne  aon  pencbanl  lui  avait  fail  choisir.  La  morl  de  I  Imperalrice  Calberine  I  mena^a  de  I  aneanlisseroent  un 
institnt  qui  etait  Irop  nouviNiu  pour  avoir  pris  de  la  con*islance.  On  ne  vit  qu'avec  indiflereucc  une  Academie  qui 
routait  annuellement  de*  somtues  considerabli's.  sans  etre  d'une  ulilile  palpable.  On  ne  connaissait  pas  encore  le 
veritable  pomt  de  vue,  d'on  il  faut  euvinager  les  societes  litteraires,  destinees  a  rassembler  toutes  les  decouvertes 
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coosequence,  el  M.  Euler  se  decida  a  enlrer  dan*  1*  marine.  L'amiral  de  Sievers,  •  qui  im  honune  comme  Euler 
parut  elre  une  trouvaiile  pour  la  marine  naissante,  lui  offrit  une  lieulenaace  de  vaisaeau,  eo  lui  promeitant  un 

protnpt  avancement 

Ileurcusement,  les  cirronslances  changerenl  «n  faveur  de  l'Acadcmie,  ct  loraquen  1730,  MM.  Herraann  et 
Biilffinger  la  quitterent  pour  retoumer  dans  leur  patrie,  on  confera  a  M.  Euler  la  place  de  profcaseur  de  phvsique, 
qu'il  remplil  jusquau  dcpart  de  son  ami  Daniel  Bernoulli,  dont  il  fut  noramc  le  successeur,  en  1733. 

Le  grand  nombre  des  memoires  que  M.  Euler  avail  presentes  a  1'Academie  jusqu'a  celle  epoque,  font  foi  de  sa 
fecondite  surprenanle,  dc  sa  grande  facilitc  a  traiter  lcs  questions  les  plus  difficilcs,  et  dc  son  e&tr£me  applicalion. 
II  en  fournit  un  cxemple  bien  plu*  frappanl,  lorsquil  sagissait,  en  1735,  de  fairc  un  calcul  qui  exigeait  de  la  hate,  et 
pour  lcquel  lcs  aulre*  mathemalicien*  avaient  domande  quelqncj  moia  de  temps.  M.  Euler  sengagea  a  le  faire  en 
troi*  jours;  et  il  le  lil  au  grand  etonnemenl  de  l'Academie.  Mais  que  ce  travail  lui  couta  cber!  il  lui  altira  unc  Oevro 
chaude  qui  le  niit  au  bord  du  lombeau.  II  en  revint  pourlant,  mais  avec  la  perle  de  1'oeil  droit  que  lui  ravit  un 
abces  survcnu  pcudant  la  maladic.  La  perle  dun  organe  aussi  prerieux  eut  ete  pour  tout  autre  un  puissant  motif  de  se 
menager,  afin  de  ronscrver  loeil  qui  lui  restait,  mais  il  ne  connut  point  de  rclache;  il  eut  renonce  aussi  facilement 
a  la  nourriture  quan  travail.  dont  I  habilude  perpeiuelle  lui  avait  fait  un  hesoin. 

La  grande  rcvolutinn  que  la  decouverle  du  calcul  differentiel  et  du  calcul  integral  avail  opcree  dans  presque  tou- 
tcs  lcs  branchcs  dcs  sriences  malbematique*,  ne  laissa  pas  dc  faire  changer  aussi  enlieremenl  de  face  la  mecanique. 
Nevrton,  Bcrnoulli,  Hermann,  ct  Euler  lui-memc,  avaient  enrichi^ucccssi vement  ccttc  partie  sublime  ct  necea- 
sairc  dcs  mathcmatiques  mixles  dune  infinile  du  nouvelles  deeouvcrtes.  Cepcndant  il  ncxistail  point  douvrage 
complct  sur  la  scicnrc  du  mouvcmcnt,  a  lexception  dc  deux  ou  trois,  dont  M.  Eulor  sentait  toute  linsuflisance. 
11  voyait  avec  peine  quc  lcs  Principes  de  la  philosophie  de  Nevrton  et  )a  Phorooomie  de  Hermann,  c'e*t-a-dire 
ce  qu'il  y  avail  dc  mieux  sur  cette  matiere,  cachassent,  sous  le  voile  de  la  synthese,  la  route,  par  laquelta 
ces  grands  honimcs  elaienl  parvcnus  a  enrichir  la  mecanique  de  tant  d'importantes  decouvertes.  II  employa,  pour 
la  delerrcr,  toutes  lcs  rcssourrea  dc  lanalyse,  qu'il  avail  si  bien  cn  son  pouvoir,  ct  qui  l  avail  mia  en  elat  de 
resoudrc  tant  de  qucstions  que  personne  avanl  lui  n'avail  ose  aborder:  II  lia  scs  drcouverte*  a  eelles  des  autres 
geometres,  les  redigca  dans  un  ordre  syslemalique,  et  I  Academie  les  Cl  imprimer  en  1736. 

La  clarte  dans  les  idees,  la  prcciaion  dans  leur  enonce,  1'ordre  dan*  Jeur  arrangement,  sont  dcs  qualile*  easen- 
tielles  quc  lout  auteur,  qui  veut  devenir  classique,  doit  tacber  de  donner  a  ses  ouvragel:  elles  font  lc  moindre  merite 
de  la  Mecanique  de  M.  Euler.  L'obscurit6  et  le  desordre  ne  sont  pas  des  defauts  qu'on  reprochera  jamais  a  celui 
qui  a  su  repandre  la  lumiere  et  la  clarto  «ur  sca  plus  profondes  rechcrches.  Cet  ouvra^e  Cxa  la  renommee  de 
M.  E ii lcr  et  lui  assigna  une  place  parmi  les  premiers  geometrc*  vivanU.  Et  c  est  bcaucoup  dire,  si  1'on  considcrc  que 
Jean  Bernoulli  vivait  encore.  A  peine  entre  dans  la  carriere,  il  nest  donnc  quaugenie  auperieur de selanccr  d  un 
pas  aussi  rapide  et  de  se  placer  a  cotc  d'un  homme  couvert  de  la  gloire  de  lanl  de  vicloires,  remporlee*  sur  tous 
les  geomclres  anglais  ct  fraucais  qui  avaicnt  ose  se  mesurcr  avec  lui. 

Jai  deja  remarque  que  M.  Euler,  dcs  son  entrce  a  )'Academie,  avait  enrichi  les  Commentaires  dune  quantite 
de  mcmoires  qui  portent  tous  l  empreinte  du  genie.  Cest  li  qu'on  trouve  epuisee  la  theorie  des  courhc*  les  plus 
rcmarquablcs  les  Tautnchronca ,  les  Brachyslochronea,  les  Trajectoire*,  etc.  les  plus  profoodes  recherchea  sur  le 
calcul  intcgral.  sur  la  nalure  des  nombres,  sur  le«  scries,  sur  le  mouvement  des  corps  celesles,  sur  1'attraction  dec 
corps  spheroldico-elliptiques,  ct  aur  une  infinite  d  objets,  dont  la  centicmc  parlie  sufllrait  pour  faire  la  renommee  d'un 
autrc  quc  lui.  Mais  cc  qui  dut  accomplir  sa  gloiro  et  faire  reconnaltrc  sa  superiorite  dans  l  anatvsc,  c'est  la  solution 
du  problemc  dcs  isopcrimetnw,  si  fameux  par  la  conlroverse  cntre  lcs  dcux  frcres  Jacques  ct  Jean  Bernoulli  dont 
chacun  prclendait  en  avoir  trouve  la  solution  et  qu  aucun  n  avail  connu  dans  toule  son  etendue.  Le  nombre  et  le  prix 
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de  touc  cec  memoirea  etonne,  et  on  ne  concoit  pa»,  comment  un  seul  bomme  a  pu  suffire  k  tant  de  travaux,  dont  le 
detail  seul  nouc  eflraie. 

On  cent  bien  quun  faomme  anssi  laborienx  n'a  guere  pu  prendre  part  aux  dissipatinna  oa  les  KaUona,  qnune 
grande  reputation  iait  naitre,  penvent  enlralner  un  homme  adraire,  et  qu'on  aurait  pardonnee*  a  *cm  age  et  a  aon 
temperaroent  nalurcllemenl  gai  et  sociable.  Un  dec  principaux  delaaeemenU  que  M.  Euler  se  permettait,  e'elait 
la  musique,  el  meinc  il  ne  «  v  abandonnail  quaccompagne  de  «on  esprit  freometriqiMV  En  «e  Krrant  aux  sensations 
agreablee  de  I  harmonie,  il  en  ipprofondUsait  la  cause,  et  au  aaitieu  de  ae«  accorda,  ii  en  cakulait  lea  proportiona. 
On  peut  dire  que  c  est  poiir  son  delassement,  et  dana  lea  roomenU  de  repo*  que  aon  eaprit  cherchait  pour  ae  rerueil- 
lir,  quil  compoaa  aon  essai  dune  nouvclle  theorie  de  la  musique,  publie  en  1739.  Ouvrage  profond  et  remplid  ideea 
neuves,  ou  prosenteca  aoua  iui  nouveau  point  de  vue;  maU  qui  neut  paa  un  grand  «ucrea,  apparemment  par  la  aeule 
raUon  quil  renfenne  Irop  de  geometrie  pour  le  musicien,  et  trop  de  muaique  ponr  le  geometre.  Cependant  il  contient, 
independammenl  de  la  theorie,  batic  cn  partie  sur  les  premiers  fondemenU  jetes  par  Pythagore,  qnanlile  de  rhosea 
dont  ie  compoaiteur  et  le  faiaeur  d  inalrumenU  de  muaique  pourraient  tirer  un  grand  parti;  et  dailleure,  la  doctrine 
des  (renres  et  des  modes  de  musique  y  eat  Iraitee  et  precentee  avec  la  clarte  et  la  prccUion  qui  caracterUer.t  tous  lea 
ouvrages  de  M.  Euler. 

Pour  ce  qwi  regarde  la  tbeorie  meme,  donl  la  parlie  pbysique  est  an-dessua  de  toule  conteslation,  M.  Euler, 
es  rberchant  la  soiirce  du  plaiair  de  l  hannonie.  part  de  ce  principe:  que  la  perception  d'une  perfection  quelconque 
fiul  naitre  le  sentintent  du  plaisir;  et  que,  comme  lordre  est  une  dcs  perfeclions  qui  cauaent  a  lame  des  sensations 
agreables,  tout  le  plaisir  que  nnus  fait  gouter  une  belle  musique,  consisle  dans  U  pcrception  des  rapports  que  les 
sona  tiennent  entre  eux,  lanl  relativement  a  la  duree  dans  leur  eurceaeion,  que  par  rapport  k  la  frequenee  des  vibra- 
tions  dc  lair  qui  les  produwent.  Ccst  sur  ce  principe  metaphysique,  modifie  el  applique  a  toules  les  parties  de  la 
nausique,  qite  le  sysleme  de  M.  Euler  est  appuye. 

On  a  Uxe.  ce  principe  d  insuffisance;  et  comme  il  neel  pas  dana  le  ponvoir  du  gcometre,  de  aoumetlre  les  qna- 
liles  relativea  de  notre  ame  a  la  rigueur  de  aes  calcula,  il  eat  difficile  d'en  demontrer  la  solidiic;  mais  ce  principe 
accorde,  oa  sera  oblige  de  convenir  qu'il  ect  im|i<>s»ible  d  cn  faire  un  meilleur  uaage,  ni  de  raiaonner  avec  plus  de 
subtilite  et  de  penetration.  Dailleurs,  toutea  lee  objeclione  contre  ee  principe,  fiiNsent-elles  insolubles,  ne  feraUnt 
que  peu  de  tort  a  louvrage  meme.  II  serait  semblable  a  un  edifice  parfail  dans  toulea  sec  paiiies,  mais  bati  sur  un 
lerrain  mouvant:  en  admirant  Ihabilete  de  larchitecto,  on  le  plaindrait  de  navoir  pu  le  construire  sur  un  fond 
plus  aolide. 

Avant  la  publication  de  ce  traite  sor  la  musique,  M.  Euier  avait  dej4  mU  au  jnur  un  traite  d'arithme- 
lique.  Plusieura  aradrVmiciens  a'elaient  chargec,  aur  la  dcmande  de  leur  chef,  de  compoaer  dea  ouvrages  elemen- 
Uirea,  et  notre  geometre  ne  crul  poinl  sabaUser  par  un  Irarail,  infericur  *  aea  forcea,  maia  anobli  par  snn  but. 
qui  eUil  1'msintction  publique.  La  eomplaisance,  avec  laquelle  il  se  preuit  k  toutes  les  commissions  extraordinaira*. 
et  le  zele  qu'il  melUit  dans  leur  exeeutiou,  lui  cn  attira  plusieura,  et  entre  autres  rhtspection  du  departement 
geographique,  que  le  Senal  dirigeant  lui  confera  en  1740. 

M.  Euler  avait  vu  naltre  nne  nouvelle  occasion  de  deployer  tontes  lcs  fnrres  de  aon  gesrie,  lorsque  1'Academie 
de  Paris,  qui  avait  deja  cournnne,  en  1738,  son  memoire  phvsiquecur  la  nalure  et  lcs  proprieles  du  feu,  proposa. 
pour  1740,  U  queation  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer;  qnestion  importanle.  maU  donl  la  solntion  exigeail  dea  cal- 
cuU  efTrayanta  et  un  ayalcme  enlier  du  mtmde  Sa  piece  eur  ce  snjel,  couronn^e  en  1710,  est  un  chef-d'oeuvre 
d 'analyae  et  de  geumi^trie.  II  n'eut  pac,  a  la  verile,  le  prix  entier;  maia  D.  Bernoulli  et  Mac-Laurin  n  eiaieut  pa» 
de*  rivanx  indUne*  d  avoir  part  k  «on  triomphe.  L'Academie  n'a  paa  vn  «ouvent  une  concwrronre  aiissi  brillanle,  et 
peut-elre  a-t-elle  recn  aur  peu  de  qneslions  troU  memnircs  du  prix  de  reux  que  je  viens  de  nommer.  Celui  de  M. 
Euler  ect  aartout  rcmarquable  par  la  clarte,  avec  laquclle  il  explique  les  efieU  que  l  aclion  du  aoleil  et  de  Ulune, 
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a  »'eichi«ion  de  toute  autre  Ibrce,  exereent  nir  la  mr;  par  U  belU  determination  de  U  figure  de  U  terre,  en  tant 
quelU  e«t  changee  par  laction  de  cea  deux  (brcea;  par  U  penelration  avec  laquelle,  cn  rcgardant  lea  tnouvemente 
de  la  mer  coaame  oeeilUtoirea.  il  «upplee  aux  cflbt»  de  1'inertU  dea  eaux,  quil  avait  ete  oblige  de  «upp<wer  nulle 
au  cnramenceincnt  ;  par  Ua  intct;rations  heureuaea  que  1a  conaidcritinn  de  ce  mourement  reciproque  exigeait,  et  |>*r 
la  «agacite  enfin  dan«  I  expliention  de«  priueipaiii  phcnomrnc*  de  la  maree  «elon  «a  theorie. 

* 

Si  quelque  choae  peut  rontruVuer  a  augmenter  U  confianee  qu'on  doit  arorr  aux  aublimea  recherchea  de  M.  Euler 
»ur  ce  aujet,  apree  Ua  avoir  trouveea  ai  cordbcme.  a  l  experience,  ceet,  aana  contredit,  le  merveilleux  accord  qui  «e 
trouve  entre  aon  aMnaoire  et  eelui  de  M  Bernoulli.  Partis  de  principca  aaaez  dinerena,  l'un  adoptant,  par  exempU, 
rhypothe«e  de«  tourbilluns  quc  l  autre  rqette,  iU  arrivenl  au  meme  butj  H»  ae  «ont  mcUe  rcncontre»  en  )ilusi<>ur« 
endroita,  comme  entre  aulre«  d«n«  la  determination  de  U  maree  aoue  la  zone  gUciale.  Ceat  ainai  que  U  verite 
paralt  ae  multiplier  quelquefoi»,  pour  ae  communiquer  a  aea  vraia  confidena,  par  quelqne  route  qu'il»  aillent  U 

J  ai  remarque  en  feneral  que  M.  Euler  «'eet  aouvent  renconlre  avec  dautre*  geoenelrea,  et  particulterement 
avec  M.  Bernoulli,  «Une  Ue  recherche*  de  mathematiqttec  mixtea.  M.  Bernouili  a  eu  quelquefoia  cur  lui  1'avan- 
tage  d'une  plua  grande  preciaion  dana  lec  principec  phj«iquec.  II  avait  la  patience  de  ae  faciliter  leeeuppo«iiion«  que 
«ea  caUuU  exigeaient,  par  dea  experUucee  bitea  avee  beaucoup  de  jugement  et  d'adreaae.  M.  Kuler,  que  1  ardeur 
du  travail  entramait,  nen  a  foil  que  rarement  Sor  de  aon  inatinct  naturel  a  «entir  U  faux  et  U  vrai,  et  de  «on 
adreMe  a  e»timer,  d  apree  dea  cofuhinai«on»  et  de»  analoriee,  aec  hypotheee»  etaient  quelquefoie  trop  hardie»,  mai» 
ca  «uperiorite  daiut  lanahse  le  mettait  toujourit  au-dr«gus  de  M.  Bernoulli  et  de  tout  autre,  dea  qu'il  sagiMiail 
de  simpUfier  k»  eipre»«ion»,  de  le«  adapter  *  \a  pratique,  et  de  reconnaitre,  par  Ua  fonnulea  finalea,  U  natura  du 
recultal. 

II  y  a  des  «avan»  qui  doivent  Uur  reputation  k  Uur  correspondance;  il  y  en  a  «fautrea  qui  doivent  lavanta^ 
d'une  grande  eorrecfModance,  ci  cen  eat  un,  k  Unr  reputation:  celle  de  M.  Euler  ne  manqua  paa  de  hii  attirwr  dea 
lettre»  de  toutec  parU.  Tout  ce  quil  y  avail  de  plua  illualre  parmi  Ua  geometree  dec  nationa  lea  plnc  eclaireea, 
a'empre«M  d'entrer  en  corre^pondance  avec  lui.  Le  coatmerce  de  lettrea  qu'il  entretint  avec  Jean  Bernoulli, 
avait  commenoe  de*  1727;  et  le  Nealor  de  U  geometrie  ne  crut  point  «'abaicner,  en  demandant  bien  dea  foic  Ua  avia 
de  «on  nucien  discipU,  et  en  aoumeltant  aea  Iravaux  a  aon  jugemenl.  i») 

Noua  arrivona  a  une  epoque  remarquable  de  la  vie  de  M.  Euler.  La  maltiplicite  el  lea  brilUnc  cuecea  de  cea 

travaux,  qui  avaient  repandu  aon  nom  par  tonte  1'Europe,  lui  attircrent  en  174-1  de*  propocilionc  de  la  part  du  mi- 

nUlre  de  Prua*c,  comte  du  Alardefeld.  L  aiirienne  Sociele  royale,  fbndee  par  Leibnitz,  parauMait  reprendrc  de 

nouvellea  forcea,  par  Ua  aoina  que  Frederic  D  rai  donna  de«  «on  avenement  au  trone.  11  avait  deja  ron^u  le  projet 

diane  de  lui,  d  eriger  une  acadenue  dfe»  aeieneea,  en  refondant  l  ancien  etahlicaement,  et  c  eat  pour  cette  raicon  qu  il 

appela  M.  Euler  4  *on  aervice.  L  etat  chanceUnt  de  nolre  AcademU  «ouc  U  regence,  rendait  encore  plua  nrcep- 

table«  dea  propositiona  tre»  avantageuaec  en  elle^-meme*.  M.  Euler  «e  rendit  donc  aux  UviUtiona  du  Roi  el  qnitU 

Petercbourg  avec  aa  famillc  au  mois  de  Juin  1741,  pour  donner  de  1'eclat  a  une  aeademie,  qui  allait  nattre  «ou»  U« 

auapiceii  d  un  philiMophe.  eouronne. 

(I)   Poar  donner  ane  M«e  ia  ton  qni  reanall  dins  \et  lettres  <ie  ee»  deux  honunei  dhnlre*,  et  ihi  «jrand  ewque  M.  Berflonltl 
•  fiUt  de  boan»-b»«r»  du  «>>ie  de  M.  Baiar,  U  MilBt  de  douoer  ici  la  Oa  d'uae  de  u>»  letU-et,  prde  «u  Uurd  r*rml 

oeun  de  I7TO: 

albiH  rerticalibuii,  propler  «implkJutem  eipretalonb  «t  ia«igneni  uiom,  qoeai  pr*««Ure  poMunt  in  axptiraodlf  aarlam 
puuderibu»;  m»luii«y»  aulrni,  ui  i\me  quoqurs  c»k-uluru  tecitte*  ei  Tuo  injenio,  qoo  mihi  pnluiMel  «nn.iu  in  ratiod- 

nuido  errtferim.  \»m  inxenue  ftleor,  me  Tui«  lominibu«  pln*  IMere  quam  mei*.  Qoae  ubcriui  afr*r«,  Vir  exeell  de 
lioperiroelrici*,  credo  equidem  Te  omnU  probe  ruminutc  atquc  »d  veriUU*  trulinun  expoodi**»,  iU  al  vix  quk-qu»m 
re«Ut,  qaod  «cerrlaum  Tu«m  M*r»dtalem  iubterAujere  petnerit.-  etc.» 
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Arrive  a  Berlin,  il  eut  dabord  beu  detre  flatte  dec  attentionc  du  Roi,  qui  lui  eerivit  du  caenp  deBeiehenbacb. 
da  aiilieu  de  eee  occupatfoae  goerrieree.  Haia  il  Irouva  la»c»eaoe  Soriete  preeque  expaaate.  La  guerre,  loujoure 
fuaeete  aux  aciencea,  avait  reUrde  lee  intentiona  gracieuaee  du  Boi.  Cependeat  ii  eeUit  forme  uae  nouveile  aoeiete 
litleraire,  compoeee  en  partie  de*  membrea  de  la  Soctete  royale  el  en  partie  dantre*  hommec  de  lettre*.  M.  Euler  en  f«l 
membre  et  decora  le  dernier  volume  dee  Melange*  de  Ilerlin  de  cioq  roemoire*  qui  cont  peut-elre  ee  qu'il  y  a  de  mieux 
danc  eetie  collection.  II  leur  Cl  iuttcder,  avec  unc  rapidite  elonnante,  cc  grand  nonibre  de  recberehea  ejiante*  danc 
lea  Memoiraa  dotit  I  Academie,  dee  aon  eUblieeement  en  1744,  a  eu  eoin  de  publier  reguUerenumt  tm  volume  paran. 

Cette  quantile  prodigieuee  dc  memoiro»,  aur  tout  ce  quil  y  a  de  plua  profond  dana  lea  mathematiquec,  tonjoore 
remplia  de  vuea  neuvea,  eouveol  de  veritee  cublimec,  et  quelquefoia  dea  plua  imporUatee  decouvertee,  doit  nouc 
etonaer  dautant  plu*,  que  M.  Euler  ne  dicconlinuail  point  d'en  foumir  auui  rcgulieremenl  i  1'Academie  de  St.-Pe- 
tersbourg,  qui  lui  accorda,  dec  1742,  une  pencion,  et  dont  lec  Cororoentairee  aout  reaiplic  a  moitie  dec  fniilc  de  con 
etonnaate  fecoodite  A  voir  cec  productionc  ae  eucceder  ai  rapidement,  oo  eot  dil  que  lee  caleuU  lea  pluc  Uborienx, 
lec  plue  aublimea  mediutionc  ne  lui  couUieot  rien  que  de  lea  ecrire.  Et  la  poeterite  aura  de  U  peine  A  croire  que 
U  vie  d'un  homme  ait  pu  «ufGre  aux  travaux  dont  oo  verra  la  licte  a  U  auite  de  cet  eloge('). 

En  traitanl  le  probleme  imporUnl  dec  iaoperimetivn,  M.  Euler  avait  d£ja  recoanu  la  grande  utilite  de  ceUe 
recbercbe  laat  daoc  lanalvse  pure  que  dao»  la  «olulion  dea  problemec  dfl  phycique.  II  avait  remarque  que  toutec  lec 
lignee  courbec  que  cec  cortea  de  problemee  fourniaaeot,  cont  doueec  d  une  ecpcee  de  pfec-eraiuf  oo  de  yln+pttit,  et 
quon  en  peut  Irouver  plucieura  par  U  aeule  metbode  dea  ieoperimetree.  U  alU  meme  juequa  avanoer,  qne  toua  lea 
efleu  quelconquea  pourraieot  elre  determinec  par  U  melhode  dea  plna-granda  et  de*  plue-peliu,  c'ect-a-dire,  par  lea 
caucec  effirienlec,  pourvu  qu'on  pat  toujours  entrevoir  le  maximum  ou  U  minimum  que  la  nature  affecU.  M.  Daniel 
Berooulli  ceUit  aervi  de  cette  voie  pour  deterniiner  la  Ggure  d  une  lame  clactique  rourbee,  sanc  reconnaltre  pour- 
Uul  lequalion  generale  de  U  ceurbe  eUelique  dana  aoo  equatioo,  n  eo  ayant  paa  cu  pourauivre  le  developpement : 
Q  I  ecrivil  a  M.  Euler,  avec  U  conjecture.  que  Ua  trajectoirea  decrilea  autour  dun  ou  de  pluaieura  centroa  de  forcea 
poiirraient  etre  detcrmineee  par  la  meroe  metbode.  M.  Euler  reprit  ce  cujet  imporUnt,  et  il  mit  au  jour,  eo  1744,  un 
troite  complet  dea  isopcrimetree,  OU  l'on  peut  dire  qu'il  a  prodigue  toulea  lec  riche&sec  de  la  pluc  sublime  analvce. 
et  ou  il  a  jete  le*  premierc  fondcmei»  du  calcul  dea  variationc,  en  eonsideraot  dea  eourbe*  qui  diflerent  infinimcnt 
peu  d'une  courbe  propoaee. 

La  meme  annee,  qui  fut  auaei  lepoque  du  reoouvelUment  de  l  Aeademie,  et  celle  de  ca  nomiaatk*,  a  U  pUce 
de  direcUur  de  U  cUaae  malbematique,  M.  Euler  pubua  aa  Theorie  du  mouvemeat  dea  pUnelee  et  dea  cometea; 
aujet  qu'il  a  encore  enrichi,  dana  U  auite,  d'une  infinite  de  nouvelles  decouvertea. 

La  ThiHirie  de  l  aimant,  qui  remporU  le  prix  de  1'Academie  de  Paria  eo  1744,  eat  trop  coonue,  ponr  qu'il  aort 
be*oit.  d  eu  parler  beaucoup.  En  parUnt  de  1'idee  heureuce  de  Deacartea,  qoe  toua  lea  phenomenea  de  l  aimant 
proviemmot  de  U  circulation  d  un  fluide  aubtil  par  lea  condoiu  imperceptiblec  dea  eorpc  magnetiqoea,  M.  Euler  se 
figure  lec  porec  de  I  aimant  soua  U  forme  de  luyaux  cootigua,  parallelea,  beriaaea,  comme  lea  vetnea,  de  valvulec. 
e<  ci  etroiU  qo'iU  nc  laiccent  paccer  que  la  partie  U  plua  cubtile  de  1'etber,  dont  1'elasticite  pouc»e  cette  partie  plna 
drliee  danc  lea  porec  de  l  aimaot,  et  U  force  a  ae  replier  •  aa  aortie,  pour  y  rentrer  de  nouveau,  et  former  ainai  une 
ecpece  de  tourbillon.  Par  cette  idee  ingenieuae,  deveioppee  avec  beaucoup  de  aagacite,  M.  Euler  ect  en  elat  d'ex- 

geniTalec  de  la  naturc,  parle  ea  favcur  de  ca  probabilite. 

La  mrfrm'  aiuiee,  le  Koi  demanda  1'avia  dc  M.  Euler  aur  U  meillcur  tmite  d  artillerie.  II  avah  paru  en  Angleterre 
un  ouvrage  cur  lec  priiu-ijiec  <l  arlillerie,  dunt  l  anteur  etait  ce  m#me  Robina  qui  avait  attaque  M.  Euler  dana  une 

(I)  Noac  ne  la  r<*pro<tai»oni  pat,  renvayaBt  let  lacteun  »  la  liite  ptol  coopitle,  ans«x<«  t  la  Corrtipondanet.  (Volr  d-druiu 
pace  XXVI  «I  XXVII).  Us  «to«rj. 
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critiquc  ero**iere  de  m  Meranique  quil  nentendait  pac.  M.  Euler  fit  au  Roi  I  «oge  de  cet  ouvrage,  quil  «  onVit  de 
traduire,  en  y  ajouUnt  lea  addilionc  et  lea  ecuircu*eraenu  neceaaairew.  Ces  addiliona  ne  renferment  paa  moina  quune 
Iheorie  complete  du  mouveaaant  dea  projectile*;  et  il  n*a  rien  pani  dans  respaice  de  38  ana,  qni  fut  superietir  a  ce 
que  M.  Euler  a  Uit  alora  dana  cette  partie  diffirile  dea  physico-mathlmatiques.  Ausai  le  prix  de  cet  cxcellenl  ouvrage 
a-t-il  ete  generalement  reoonnu.  Un  miniatre  eclaire,  feu  M.  Turgot.  le  fit  tradtiire  en  francais  et  introduire  dans  lea 
eeoie*d'artillerie(1):  et  presque  en  meme-temp*  il  tu  parut  une  Iraduction  angUise,  faite  avec  toiit  le  luxe  dont 
la  typographie  est  capable.  £n  reodant,  dana  cet  ouvrage,  toute  la  justice  possible  au  merite  de  M.  Kobin»,  M.  Euler 
releve  modeatemenl  ses  faule*  contre  la  theorie,  et  ae  venge  des  anciens  torts  de  son  adversaire,  en  donnant  a 
aon  onvrage  de  la  repuUlion.  Je  mabstiens  de  toute  reflexion  sur  la  noblesse  dc  ce  procede,  si  dignc  d'un  grand 
homme.  Oui  pourrait  lui  refuaer  aon  admiration? 

On  «eat  bien  quapre*  avoir  trouve  dana  lelher  U  cause  de  la  flamme,  de  la  pesanteur,  de  lelectricite  el  dn 
9;  aprea  avoir  meme  oae  determiner  la  petite  resisUnce  que  ce  fluide  stibtil  oppoce  au  mouvement  des 
ceicslc*,  M.  Ettler  ne  pouvail  guere  etre  saticfait  du  cysteme  de  1'emanalion,  etabli  par  Newton  pour  expli- 
quer  les  phenomene*  cle  la  lumiere.  Lcxamen  dc  ce  systeme  precede  la  nouvelle  theoric  de  la  lumierc  et  de*  couleur* 
qtie  M.  Euler  publia  en  1746. 

II  y  Uit  voir  combien  l'hypotbece  du  vide,  adoptee  par  Newton,  est  en  contradiction  avec  les 
malerielles  du  soleil  el  des  etoiles  fixes,  dont  les  rayons,  en  ae  croisanl  de  toutes  parts,  rempliraient  i 
l  espace,  et  opposeraient  aux  corps  celestc*  une  resisUnco  bien  plus  grande  quc  l  etber,  donl  ce  grand  bomme  niait 
par  celle  uniqtie  raison  1'existence;  il  y  montre,  combien  il  est  impnssible  que  des  particule*  materiellec  ptiissent 
ae  mouvoir  avec  cette  vitesse  inconcevable,  sans  se  troubler  muluellemenl  danc  letir  cours;  il  calcule  la  perle  de  la 
matiere  solaire,  cl  trouve  que,  dans  peu  de  secondes,  cetle  masse  enorme  serail  dissipec  en  rayons;  il  lire  enfin  une 
aulre  objeclion,  aussi  forle  que  la  precedenle,  de  la  «tructurc  des  corps  tran«narefts  qui,  pour  donner  cn  tout  aena 
un  libre  passage  aux  rayons  inateriels,  devraient  clre  deslilue*  cux-memcs  de  toulc  maliere,  cesl-a-dire,  ceiwer 
d'etre  cor|>«. 

Descartes  avait  pretendu  que  la  Inmiere  nous  parvient  dc  la  meme  maniere  quc  le  son.  Eflectivement,  on  ne 
satirait  nieconnallrc  une  analogie  Irc*  marquee  entre  le*  «ensations  do  louie  et  de  la  vue,  cn  i-eflechiasant  quelles 
«  elemleiit  toules  deux  a  des  dislaucc*  bien  plu*  considcrables  que  celle*  des  autres  sens;  que  le  son  et  la  lumiere 
arrivent  a  nous  par  des  lignes  droites;  el  que  l'un  et  1'autre  peuvent  6lre  reflechis.  M.  Eu ler  saisit  cette  resaemblance, 
et  en  poitrsuivant  le  parallele,  il  fait  voir,  que  la  lumiere  nalt  d'un  mouvement  vibratoire  dans  1'ether,  tout  comme 
le  son  est  produit  par  un  pareil  mouvement  dans  l'air;  que  la  difference  des  coulcurs,  comme  celle  dc*  conc,  depend 
de  la  freqitence  de«  vibration*;  et  que  le  son,  en  passant  par  des  corps  propra*  a  le  transmettre,  peut  changcr  de 
direclion  el  «oulTrir  une  espece  de  refraction,  totit  comme  les  rayon*  de  lumiere.  Moyemunl  cc  principe,  eUye  de 
toul  ce  qu'un  raisonnement  phyaique  peul  avoir  de  «olide  cl  de  concluant,  M.  Enler  est  en  eUt  d'expliquer,  de  la 
maniere  la  plu*  ai*6e  ct  la  plus  conformc  a  la  nature,  tous  le«  phenomtVne*  dc  la  luiuiere  et  de  la  vi«ion;  et  m^me 
bi  diflerenle  refrangibilite,  que  le  systeme  de  Newton  n'explique  point,  dccoule  si  naturcllement  de  la  tbeorie  de 
M.  Kuler,  qu'on  pourrait  en  deduire  ce  phcnomene  a  priori,  *'il  n'eUit  pas  conntt  p»r  1'experieace. 

Dans  le  roemc  tcmps  qti  il  combatlait  le  systcme  dc  remanation,  la  philosophie  Wolffienne  eUit  dan*  son  plua 
grand  eclat.  On  n'enlendait  parler  que  des  monades  el  de  la  raison  sufGsante.  Letendue  que  Wolff  et  ae*  partisan* 
donnerenl  a  c«  dernier  prinripe,  ne  fut  pour  Euler  qu'un  stijet  de  pbisanterie-.  mais  le  systeme des  monailo»  etjtit  une 
erretir  iitgenieuse,  donl  la  destructinn  devait  valoir  une  decnuverle  aux  yeux  dc  l'ami  de  la  verit^,  accoutume  a  n'ad- 
mettre  une  opinion  qu  apres  etre  remonte  a  se*  premiera  jtrincipe*.  II  nit  voir,  dan*  se*  Pewee*  «ur  les  elemens  de* 
rorps.  que  Ic*  moindres  particulcs  n  en  sauraient  ctre  plu*  pctilc*  que  loul  ce  qu  on  peut  s  imagincr,  san*  etre  infi- 
«)  Vovetlanotoi 
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niment  petites,  ou  riea;  qiie  les  elemen*  de  ta  matiere.  «lont  la  force  dincrlie  est  une  propriete  aussi  generale  qne 
letendue  et  limpenetrabtlite,  ne  peuvent  elre  doue«  d*  U  force  de  rhanger  conlintielleinent  detat.  aussi  peu  que  les 
atomes  d'Epieure;  et  qu'ainai  toutes  lea  conclusion*  sur  la  diversite  de  ee*  forces.  tirees  du  principe  des  indiscer- 
nible*,  tombent  d'elle*-memcs.  Apre«  avoir  detmit  un  «vsleme  qiti  a  eu,  depnis.  Ic  sort  de  loutes  les  idees  qui  furent 
grandes  sans  etre  vraies,  M.  Euler  substilua  aux  proprietes  qne  Leibnitz  et  Wulff  avaient  attriboees  aux  monades, 
la  force  d  iuertie,  en  faisanl  de  cette  esaence  dc  la  matiere,  que  Leihnitz  avait  deji  reconnue,  le  prinripe  de  toua 
lea  (•hangemen*  qui  arrivent  dans  le  monde.  II  se  «ervit,  dans  la  stiite.  du  meme  principc.  pour  cxpliquer  les  efleU  du 
cboc  el  dc  la  pression,  et  il  en  Gt  uaage  pour  demontrer  quon  ne  «aurait  attribuer  a  la  matiere  la  factille  de  penaer. 

La  sortie  contrc  les  monades  avail  atlire  k  M.  Euler  p)ii«ieur*  ciiliques.  oubliecs  aujourd  htii ,  ainsi  que  le 
sycterae  dont  cllcs  scflbrcaient  a  prevenir  la  niine.  On  nen  parlc  plus  que  lorsquon  a  besoin  dun  exemple  det 
egaremens  auxquels  1'esprit  humain  cst  cxpose,  quand  il  n'c«t  guide  que  par  rimaginatinn. 

Pour  ce  qui  est  du  principe  d'inertie  dans  lequel  M.  Euler  fait  cnnsister  toutcs  les  forces,  1'idce  en  est  grande 
et  conformc  a  la  simplicile  qtie  la  nature  aflecte  dans  toules  ses  lois.  Quoiqne  la  nolion  en  soit  purenient  meuphy- 
sique,  «cs  cffeU  sont  du  rcssort  dc  la  geometrie:  ils  peuvent  etre  ralrulcs-,  et  lout  ee  quon  peut  exiger  dune  hypo- 
these,  c'e*t  quellc  nc  soit  poinl  contraire  aux  phenomencs  qnelle  doit  expliqucr. 

Cc  serait  iri  le  lieu  de  parler  dun  grand  nombre  daulres  rechcrcbes  pbilosophiques  dc  M.  Euler,  ou  lon 
verrait  avec  autant  dc  plaisir  que  dadmiration  la  plus  saine  physique,  unie  a  la  geomciric  la  plus  sublimc.  Mais  les 
borne*  de  cet  eloge  nous  obligent  dc  pasaer  sous  silencc  lcs  rcchcrcbcs  sur  la  qucue  des  rometes,  «ur  1'aurore 
boreale  et  la  lumiere  zodiacale,  «ur  U  propagalion  «uccessive  du  son  et  dc  la  lumiere,  «ur  l  espace  et  le  temps,  sur 
lorigine  de«  forces,  etc,  totit  comroe  nous  avons  orais  le  deUil  de  Unt  de  mcmoires  sur  loutes  le«  parlies  de« 
roalhemaliques,  pour  ne  nous  occuper  que  des  grands  ouvragca  de  M.  Eulcr  qui  n'est  jamais  dcsccndu  dcs  hauteun 
de  1'anaWse  aux  rcgions  dc  U  physique,  sans  y  repandre  du  jour.  Hciireux  et  fecond  dans  U  dccoiivcric  de  veritea 
imporUntes  dans  les  eciences  exacles,  il  ne  le  fut  pas  moina  en  expliqiiant  des  phenomencs  dans  la  philosophie 
natnrclle.  Hardi  dans  les  «uppositions  que  le  calcul  pouvait  justificr,  il  eUit  circonspect  dans  lcs  hypotbcscs  qui 
nen  admeiuient  point.  Cependant  il  en  a  fail  de  sublime*  et  dc  brilUnlcs:  le  roondc  a  pmnoncc  sur  le  merile  de« 
unes;  U  posterile  prononcera  sur  le  roerile  dos  autres.  L  historien  a  fail  son  dcvoir,  qnand  il  a  indique  ce  quil  y  a 
de  neuf  dans  lec  plu«  importanle*  dc  ces  hypotheaes. 

Du  pbilo«ophe  nous  retoureoits  au  geometre.  De  toutes  les  connaUsances  utilcs  que  les  cflbrU  eorobines  de 
1'analyse  et  de  U  geomelrie  pcuvent  elever  a  un  certain  degre  de  perfeclion,  la  navigalion  iUil  U  «eulc  qui  navait 
pa»  enrore  relire  du  fruit  de  ravaiiccmcnt  univcracl  de*  «cienres  physico-uxalhemalique*.  II  n'y  avait  gue.ro  qne  la 
partie  bydrographique,  et  celle  qui  regarde  la  dirertion  de  U  courae  de*  vaisseaux,  qui  euwenl  etc  trailre*  par  Ves 
gi-Dinetrcc,  conjointeroent  avec  1'astronomie  naulique;  a  moins  quon  ne  veuille  eoinptcr  lcc  essaia  imparfaiu  de 
Buyghcns  el  du  chevalier  de  Renau,  sur  la  manoeuvre  des  vaisscaux  et  sur  lcur  vitesse.  M.  Euler  fut  le  premier 
qui  osa  concevoir  et  exccuter  Ic  projct,  dc  faire  dc  la  navigalion  une  ccience  complete.  Un  ecrit  sur  le  mouvement 
des  corp*  doiUroi,  iraprime  dan*  te«  Memoires  des  «cience*  et  des  beaux  arU  du  mois  davril  1735,  et  com- 
munique  a  l  Academie  de  St.-Pelcrebourg  par  son  autcur,  M.  de  la  Croix,  lui  cn  suggera  U  premiere  idee.  Se« 
rechcrehcs  sur  l  equilibre  des  vaisseaux  lui  fournircnt  lc  moycn  dc  ramencr  la  «Ubilite  a  unc  mesure  determinee ;  le 
suece*  de  ee  premier  essai  1  encouragea  a  traiter  a  fond  toute  la  «ciencc  navale,  et  il  composa  le  grand  ouvrage  que 
notre  Academie  a  fait  publicr^en  1749.  On  y  trouve,  dans  un  ordre  systemalique,  tout  ce  que  la  theorie  de  l  eqiiilibre 
el  du  momement  des  cor|M  flotUns  et  celle  de  la  resUUnce  des  fluidcs  ont  de  plus  difficile  et  de  plua  «ublime. 

Mais  ccs  principes  gcneraux  nc  sitfBscnt  pa«.  II  sagit,  dans  la  navigalion,  dc  corps  flotUns  d  unc  figure  deter- 


minee.  II  faut  non  «eulemeat  calculer  U  reauUnce  et  le«  forces,  il  faut  savoir  diminuer  Tune  ct  augmenter  lesaulres, 


qu  il  e*t  powible;  et  en  Ranmli««ant  le  vaiaeeau  dee  eflorU  de  l  eau  pour  larquer  et  pour  le  balaitcer,  loi 
i  qui  reunil  loua  lea  avanlages  poMible*.  et  qui  le  met  en  eUt  de  remplir  en  tous  poinu  aa  deatinatkm, 
Aiuai,  independamroent  de  ce  que  U  theorie  peut  noua  enaeigner  aur  la  conatruction  dec  vaiaseaux  et  leur  ma- 
noeuvre  eu  gencral,  U  faut  quelle  nous  uwlruiae  auasi  de»  mojens  de  coucilier  entre  ellea  lea  diuVreniea  proprietea 
que  le  navire  bien  conalruit  doit  avoir.  II  y  en  a  qu'on  n  obtient  que  par  de<  aacrificea:  la  plua  grande  «tabilile,  par 
ciemple,  et  la  cource  U  plua  rapide  ne  aauraient  «e  trouver  enaemble.  D  eat  donc  de  U  demiere  imporunce  de 
Mvoir,  combicn  U  faut  sacrifier  dun  avanUge.  pour  obtenir  toua  lea  autrea,  auUol  que  U  deatination  diOerenU  dea 
vaicaeaux  lexige.  Ceat  cc  queiieeigne  U  aeconde  parlie  de  louvrage  de  M.  Euler,  ouili  ra«*cnible  loul  ce  que 
l'art  du  pilote  el  du  cooslruclcur  pouvait  eaperer  du  perfectionnement  de  U  tbeorie.  II  a  enricbi,  dana  U  auile,  cetle 
partie  intereasante  dea  mathemaliques  de  plucieura  vuea  ingenieuaea  el  utilea,  dana  beaucoup  de  memoirea,  ineerea 
dana  lea  collecliona  dea  Academie*  de  St.-Pelerabourg,  de  Paria  et  de  Berlin,  el  principalement  dana  lea  deux  me- 
moirea  aur  la  maniere  de  suppleer  a  laction  du  vent  et  aur  lea  eflets  du  roulia  et  du  tangage,  dont  le  dernier  a  rem- 
porte,  en  1759,  le  prix  de  l  Academic  de  Paria. 

Larchileclure  navale  qui,  par  le  defaut  de  principea  suxs,  avait  £te  obligee  de  a'en  tenir  ai  longUmpa  aux  loia 
de  la  routine,  ct  quune  longue  experience  navait  pu  garantir  de  bien  dea  laules  dana  U  conatruction  dea  vaiaseaux  et 
dan*  leur  rnalure,  «e  vit  donc  lout-d  un-coup  enriehie  d'une  theorie  complele,  que  dautre*  arU  n'ont  eu  1'avantage 
de  recevoir  qu  apres  bien  dea  tcnlativea  et  par  dea  gradations  presque  ioaenaibles. 

Maia  cette  tbeorie  est  ccrite  dana  une  Ungue  qui  n'eat  paa  Umiliere  aux  gena  du  metier;  elle  auppotc  dr« 
eonnai**ance«  mathematiqurs  qu'on  ne  aaurait  guere  attendre  du  cnnstnictear  ni  du  pilotc  La  pratique  ne  pouvait 
donc  retirer  aucun  fruit  des  importanlea  decouvertes  de  M.  Euler,  a  moins  qu'on  ne  irouval  moyen  de  les  degager 
des  calcuU  trop  profonds,  dea  recherches  trop  difBcilca  et  trop  compliqueca.  II  sentit  cel  inconvenienl  dans  la  «uite; 
et  de  frequens  cnlrclien*  qu'il  cut,  aprca  son  rclour  a  Sl.-Pelersbourg,  avec  feu  1'amiral  Kno-aic*,  lc  detcrmi- 
nerent  a  ecarter  de  cette  theorie  tout  oe  qui  n'esl  pas  intiroement  lie  avec  U  acienee  des  marina,  el  tout  ce  qui  nest 
pa*  a  leur  portee,  et  il  publia,  en  1773,  aa  Thcorie  complete  de  U  conatruction  cl  de  U  manoeuvre  des  vaisseaux, 
miec  a  la  porlee  de  lous  ceux  qui  a'appliquent  a  la  navigation.  . 

JamaU  ouvrage  de  geomelre  n'cut  un  eucces  plus  briilant-  on  en  fit  d'abord  une  noovelle  edhion  a  Paris,  on 
l  introduiait  dans  lea  ecolea  dc  marineC);  et  le  Roi  recompenaa  M.  Enler.  par  une  gralification  de  6000  Uvrea,  <ht 
bien  que  ses  nombreusea  decouverlee  ont  tait  i  U  nation  francaiae  comme  a  toutea  lea  naliona  eelairees:  ce  i 


(t)  Lc»  marquet  d'o*Unie  qu'un  huniiuo  verUieui  el  eclaire  tcrnoi£ue  tu  vrai  tnerite,  hoimrenl  Irop  celui  qui  Ipg  dooDe  et 
celui  qoi  Im  rwfoH,  poor  que  je  ae  mo  (*»«»«  on  deroir  de  publier,  t  cette  occaaioa ,  c»  que  feu  11.  Torgot  s  ecrtt  s 
M.  Kuler,  eahuaounamUearoVeedeaaaBoi;  le  vofci; 

•  roalaioebteaa  le  15  Oct  1779. 

■Poadant  )e  usmpi,  atonsieur,  que  J'ai  ete  charte  du  departement  de  U  nurtne,  J'ai  pease  que  Je  oe  pouvaia  rien  faire 
de  mieut  pour  1'intUucUoo  det  Jeunea  gens  etevea  d»o»  let  ecole»  de  b  mirine  et  de  l  arlillcrio,  que  do  lei  meUre  * 
porlee  d'etudier  lcs  ourrmges  qoe  Voo»  avet  donnea  aur  cea  deux  partie*  dc«  niatbcmatiquc«:  J'sl  en  conaeqoeoee 
ao  Roi,  <lo  (aire  tnprinior,  |>«r  mm  ordrea,  Votre  trahe  de  U  ooctatrucUoo  et  d«  la  manoenvTe  dee  vaieeeeui,  et  i 
ducboo  f/an^ise  de  Votro  coinmeulaire  sur  In  pruicipei  d  ajliltcrio  de  HobiaL» 

«Si  j'«vsb  ete  S  portee  de  Von»,  j  aurat»  demaude  VoUe  eo«»etiicnisiii,  eraal  de  diipoeer  d  oovrage»  qol  Vou»  t 
Uennenl;  maia  j'ai  cru  que  Votu  «eriei  bien  dedontmage  de  cette  e*pece  de  propriete  par  nne  marque  de  U 
Unce  du  Roi.  8a  Majeeui  sa'a  anloriae  S  Vons  falre  toacber  uno  ^raiificatioo  de  mille  rouble»,  q«>llc  Vou»  prie  de 
reeevoir  conune  un  lemoignaae  de  l  eetitne  qu  elle  ful  de  Vo»  traraax  et  qoe  Vont  meritea  «  tanl  de  lilresjt 

de  Vous  eiprimer  ce  qoe  je  pense,  depois  k>o|temp*,  ponr  an  |rand  homtne  qui  bonore  rhomanUe  psr  soo  |reaU  el 
lea  Kieuces  psr  ses  moeora.  Jt>  aoit  etcj» 
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«k  cet  etrellent  ouvrsge,  et  M.  Euler  reeut,  4  1'occasion  de  k  derniree,  un  prescnt  de  2000  roublei  de  la  part  d« 
notre  grande  Souverainc 

rfous  avons  rassemblc  ici  les  principaux  travaux  de  notre  geoinctre,  qui  roitlent  sur  un  m^me  objet,  quoiqne  k 
dernier  nait  ete  fait  que  longtetnps  aprea  son  retour  4  St.-Pelerabonrg;  parce  tjuil  est  interessant  de  Toir,  d'nn 
senl  coup-eToei],  combien  de  servires  il  a  rmdua  4  la  navigation.  c'est-4-dire,  4  1'une  dcs  plu*  sablimes  ct  des  plus 
ntiles  mnnai#niancc«  dc  lesprit  humain. 

Eu  1749,  lc  Roi  chargca  M.  Euler  de  visitcr  le  canal  de  Funo,  entre  1'Havel  et  1'Odcr,  pour  remedier  4  certain» 
inconvenkns  qu'il  j  avait  reroarque*.  En  parcourant  un  recucil  de  cinqnante-quatre  kttres  que  le  Roi  lui  a  ecrile*, 
depuia  1741  jusquen  1777.  parmi  ksquelk*  il  y  en  a  plusieurs  de  la  propre  main  dc  Sa  Majeste,  jai  vu  qu  on  a'est 
aervi  bien  des  fois  plus  particulicretnenl  de  ses  lumieres.  En  examinant  lcs  cakuls  des  salincs  de  Schonebek,  des' 
marhines  d'eau  de  Sans-Souci  et  de  plusieurs  projcls  de  financcs,  il  eul  l'occasion  de  rendro  4  1'etat  des  services  reek 
et  inunediau,  cn  lui  epargnant  des  dcpenses  aussi  onereuses  qu'inulile«.  Aussi  le  Roi  s'est-il  souvent  adresse  4 
bri,  avec  la  oonfiance  la  plus  entiere,  pour  ce  qui  concenuit  les  aflaires  de  1'AcadCmie  de  BerUn  et  de  lUnivewite  dd 
BaJle.  ('). 

II  euit  temps  de  rassemblcr,  dans  un  ouvrage  svstemalique  et  suivi,  le  grand  nombre  de  decouvertes  importan- 
tea  que  M.  Euler  avait  failes  snr  1'aiialjw  infinitesimale,  dans  le  cours  de  trente  ans,  et  qui  se  tronvent  eparaea 
dana  le«  colleclions  academiques.  II  en  avait  concu  le  projet;  mais  avant  que  de  rcxeeuter,  il  fallail  preparer  le 
monde,  rapahle  dc  «aisir  ces  sublimes  kcons,  par  un  onvrage  preliminairc,  ou  l'on  pul  puiser  toules  los  notions  que 
cctle  etnde  exige.  II  composa,  pour  cel  eflet,  son  Introduclion  4  1'analyse  des  infinimenl-petiU,  ou  il  a  epuise  toute  la 
doctrine  des  fonclions,  soit  algebriques.  soit  transcendentes,  en  montnnt  leur  transformation.  leur  resolution  et  kur 
devcloppcroent.  U  y  recueillil  lout  ce  qu'il  avait  trouve  dulik  et  d  interessant  sur  les  proprietca  des  «eries  infiniea 
et  leur  sommation;  il  y  ouvrit  une  nouvellc  route  pour  traiter  les  quantites  exponentielles,  el  en  deduisit  le  moyen  de 
fbumir  une  idee  plus  nettn  et  plus  feconde  des  logarilhmes  et  de  leur  usage;  il  y  exposa  le  nonvel  algorithme  qu'il 
avait  trouve  pour  les  qoantite*  circulaires,  et  dont  lintroductkn  a  fait  une  nouvelle  revolution  dans  toute  la  science 
du  calcul;  et  apres  avoir  montre  lutilite  du  calcul  dcs  sinus,  dont  il  est  le  veriubk  auteur,  ct  lusagc  des  serica 
rerurrentes,  il  donne,  dans  la  «ecnnde  partie,  la  tbeorie  generak  des  lignes  courbes.  avec  leura  diviaions  et  subdi- 
Tisions,  el  dans  un  supplemcnt,  la  theorie  des  solides  et  de  lcurs  surfaces,  en  montrant  comment  leur  mesure  conduit 
aux  equations  4  trois  variables;  et  il  termine  enGn  cct  imporUnt  ouvrage  en  dcvcloppant  l  idee  des  courbes  4  double 
courbure,  que  lui  fournit  la  consideralion  de  rintersection  dea  «urfacc*  curviligne*. 

A  celte  introduction  succederent,  dana  la  auile,  aea  Lecous  de  nalcnl  diflVrentkl  et  celles  de  calcul  integral,  publieea 
par  nolre  Arademie  que  M.  Euler  ne  cessail  de  regarder  comme  proprkuire  legiUme  de  ses  grands  ouvragee.  Le 
principa)  merile  du  prenier  de  cea  ouvragea,  qui  rouk  sur  la  parlie  du  calcul  uifiniteaimal,  deja  perfectionnee  par  sea 
invcnieura,  Newton  et  Leibnits,  et  par  Iea  Bernoulli,  consiate  dans  le  point  de  vue  d'ou  M.  Euler  en  a  envisage 
les  vcriubles  principc*.  dan«  l  ordre  sjsti  matiqoe  avec  lequel  il  les  a  expo*ee«,  dans  1'espril  de  methode  qui  y 
regnc.  danc  la  clarte  avec  laquetle  il  y  a  montre  rutiUte  de  ce  cakul,  par  rapport  A  la  doetrine  dea  series  et  4  U 

■ut  ks  traces  dn  genie.  dont  1 essence  est  de  deeouvrir,  sont  indelebilca;  meme  dans  ks  objeU  ou  il  ne  aaurait 

(I)  AprH  U  mort  da  baron  d«  Wolff,  U  ,MfmmU  de  le  rmpUcer  dai»  lUBiTenhe  de  Halle;  k  Boi  «criril  a  1L  Bnler  d  ce 
Mqat:  cauii-d  lai  propoia  d'abord  )L  Danlel  Berooulli,  ol  aproi  le  rofaa  de  cet  illoctre  utajiI,  M.  de  Segoor,  qni 
Oot  o»U»  place  *  Ar*  cunditiotti  Iro*  ar»nU^ou»e»  que  lui  procara  H.  Kaler,  on  drlcrmiiunl  to  Boi,  On  m#mn-lemp», 
declMter  pov  rUaireriue  l'apparell  pkjtique  do  feu  M.  de  Wolff.  Ceil  auui  •  M.  Boler  que  le  Boi  •'edrotH  pour 
«ngaaor  feo  M.  de  Haller  «  eotror  dani  saa  terrice,  en  lni  oOranl  uao  placo  danila  m«mo  UnirertUe.  In  eoodluooa 
deolurcot  ao  Boi,  ot  le  projot  echoua. 
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exercer  cette  facull*,  il  tirhe  dc  perfectionner  au  moins  les  inveiitimu  daolrui,  de  ramener  les  prinripes  cnnnus  a  un 
plus  haut  dcgre  d  evidence  ei  de  «implicile,  ou  den  tirer  de  nonvelles  conseqtiences  Qui  pourrait  meconnaltrc  ce 
earactcre  dans  lea  ouvrages  de  M.  Euler?  11  y  a  partout  du  sien;  maia  le  detatt  en  aerait  trop  long  pour  le«  bornea 
de  eet  eloge. 

Le  calcnl  integral,  dont  lec  premiera  pas  ce  perdent  dans  rorigine  du  calcul  dea  differences,  ect  loin  du  degre  de 
perfection  que  ce  dernier  a  atteinl.  II  n'y  a  potnt.  comme  dana  la  dccomposilion  de*  grandeurs,  dea  regles  generalt'*, 
pour  remonlcr  des  eiemens  aux  grandeurs  meme*.  Si  jamaia  cea  reglca  se  trouveot,  la  poslerite  rendra  a  M.  Euler 
la  juslice  d  en  avoir  prepare  la  decouvcrle,  par  le  grand  nombre  ditilegralions  diTGciles  dont  lui  aeul  est  venu  a  bout. 
Sa  gloire  esl  davoir  recule  les  bomes  de  ce  calcul  sublime  loin  au-dela  de  1'attente  des  premiers  invenleurs;  et  New- 
ton,  s'i)  pouvait  revenir,  serait  surpris  des  difficulles  extremes  que  cet  homme  etonnant  a  su  vaincre. 

Le  troisieme  volume  dc  son  Calcul  integral  contient  le  nouveau  genre  de  calcul  dont  il  a  enricbi  1'analyse  inGni- 
tesimale:  celui  de«  varialions.  J  ai  deja  remarquc  quc  le  probleme  dcs  isoperimetres  lui  en  avait  fourni  la  premiere 
idee.  Elle  fut  saisie  par  M.  d*  la  l.range,  digne  «ucceaseur  d«  M  Euler  dans  1  Academie  de  Bertim  il  la  degage*  de 
toutes  les  consideralions  geomelriques;  il  en  fil  un  probleme  d'analyse.  et  parvint  a  le  resoudre  par  le  nouveau  genre 
dc  calcul  que  M.  Euler  a  tanl  perfectionne  depuis,  et  quil  a  norame  calcul  des  varialions,  parce  que  le  rapport  entre 
les  quanlites  variables  y  e*t  rcgarde'  lui-nieme  comme  variable. 

Nous  avons  deja  vu,  quc  Jc  genie  de  M.  Euler  eiait  trop  vasle  pour  se  contenir  toujours  dans  les  bornes  dea 
mathemoliques,  quelqne  etendues  qucllcs  soicnt.  Tout  cc  qui  y  avait  le  moindre  rapport,  il  le  crut  de  son  ressorl; 
tout  ce  qui  etait  mesurable,  il  le  soumit  a  «es  calculs.  Nous  allons  voir,  combien  la  physique,  1'oplique  et  1'astro- 
nomie  doivent  a.  la  fois  a  sa  theorie  de  la  lumiere  et  des  couleurs. 

L  examen  de  la  theorie  Newtonienne  lui  avail  fourni  1'occasion  de  faire  des  recherches  sur  la  diflerenle  refran- 
gibilite  dcs  rayons  de  lumicrc,  el  «ur  le  mauvais  effel  quc  la  dispersion  des  couleurs  produisait  dans  les  telescope» 
a  refraction,  qu  on  avait  ete  oblige  d  abandonncr  presque  cntierement  a  cause  de  ce  defaul.  La  consideralion  dc  la 
structure  merveilleusc  de  1'oeil  lui  fil  imaginer  qu°une  cerlaine  combinaison  de  divers  corps  Iransparens  pourrait 
remedter  a  cel  inconvenient.  II  proposa,  pour  cet  eflet,  en  1747,  des  objectifs  composes  de  dcm  verres  dout  la  cavile 
put  ctre  rcmplie  deau. 

Son  scnliment  ful  atlaquc  par  le  fameux  artiste  anglais,  Dollond,  qui  lui  opposa  lautorile  de  Newlon; 
M.  Eitler  ne  larda  pas  a  lui  montrer  la  faussete  dc  ses  princi|>es.  Quelques  experiences,  faites  sur  des  menisque* 
dont  la  cavile  pouvait  etre  remplie  de  difTcreiilc*  liqueiirs,  le  conGrmerent  dans  con  opinion,  el  M.  Dollond,  qui 
avait  trouve,  en  altcndant,  deux  sortes  de  verres,  propres  a  l  examiner  de  plus  pres,  couronua  enfin,  en  1737,  la 
conjeclure  beureuse  de  M.  Euler  par  1  invcntion  des  lonettes  achromaliques,  qui  ont  fait  epoque  dans  l'a*1ro*>onue 
el  dans  la  dioptrique. 

Les  siicccs  de  M.  Dollond  qui  se  servit.  avec  tant  davanlage.  d  me  decouverte  qu  il  avait  d  abord  atUquee 

comme  contraire  a  1'ciperience,  engagerent  M.  Euler  &  pousser  plus  loin  ses  rerhercbes  sur  les  instrumens  dioplri- 

ques,  A  remedier  aux  defauts  qui  leur  viennenl  de  raberration  des  rayons,  engendree  par  la  figure  spberiqne  dcs 

vcrre*.  et  a  donner  enfin  des  regle*  generales  |M>ur  la  construction  dea  telescopes  el  des  microscopes,  de  la  «oiidite 

desquelles  il  s  elail  convaineu  par  l  eiperience,  en  faisant  construire  des  luoettes  d  aprAs  sa  nouvelle  tbeorie 

(1)  Le  Bui,  i  qui  il  en  avait  onvove  qoclqu«  uno»,  roiwlroilei  «l*«|irt»  »e«  priodpei,  ippuudil  *  re  Uinll  otile  el  lat  i<tro»« 
de  Wildsu  U  lettre  uiiraDlo ,  d  aulsol  plu*  rrmarquablc ,  qu'ollo  cil  ecrile  en  eoUer  de  li  miiu  de  S*  Majeale: 

« Jc  tuui  remorclo  de»  pelitn  luue(te«  d  appructie  qui  me  *ont  «rtreei  a  U  tulle  de  votre  leWre  du  14  de  ee  moii;  et 
je  )oue  le  *oio  quo  vou»  prenet  de  rendre  utUc  aux  hommei  U  Ihtoric  quo  vou*  fournit  rotre  etode  et  volre  •ppllesUoa 
aux  K-tence».  Comrae  mes  occupation»  prciento»  ne  me  perroellent  pa*  do  lo»  eiamiuer  aroc  l'«ltention  que  mrrite  tout 
cc  qul  me  rient  do  rotre  part,  jo  mo  renerre  a  le  fa.re  quand  J'en  aural  plu  de  loiair.  8ur  ce  je  prie  Dieu  qu'il  too*  aU 
eu  8a  Minte  el  dijne  garde.     Waldau  co  15  Ssptombre  1759. 
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Cect  donc  a  cellc  controverce  avec  Dollond,  qu*on  eat  redevable  dune  de«  plu«  importantec  deeoiirertec  qui 

La  controverse  entre  MM.  Euler,  dAlembert  et  Bernoulli  au  sujet  du  mouvement  dec  cordec  vibrantec, 
ne  peut  intereaacr  proprement  qiie  lcs  geomelrea  de  profeccion.  M.  D.  Bernoulli,  qui  fut  le  premier  a  cn  developper 
la  partie  phycique  qui  regarde  la  formalion  du  con  engendre  par  ce  mouvement,  crut  la  «olution  de  Tay lor  cnflhnnle 
pour  l  eipliquer.  MM.  Euler  et  dAlemberl,  qui  avaient  epuice,  dans  cette  maliere  diffieile,  toul  ce  que  1'ecprit 
analvtique  a  de  cublime  et  de  profond,  firenl  voir  que  la  «olution  de  M.  Bernoulli,  th-ee  dec  Trocboides  Taylorien- 
nea,  n'e«t  pas  gcncralc,  quelle  ect  meme  insuffisante.  Celle  controverce  qui  a  ete  eonlinuec  longtempc,  avec  louc 
lec  eganl*  quc  dc*  boniroes  aucci  illustrec  se  doivent  mutuellcmcnt,  a  donne  naiscance  a  quantite  d'excellen«  me- 
moirec;  elle  n'a  lini  propremenl  qn'a  la  mort  dc  M.  Bernoulli  ('). 

Une  aulre  rontrovcrse  qui  ne  dura  pac  lanl,  mais  qui  se  fil  avec  ptuc  d'aigreur  de  pnrl  et  d  aiilre,  ee  fut  eelle 
avec  M.  Kocnig,  qui  avait  attaquc,  en  1751,  le  prineipe  de  la  moindre  action  de  M.  de  Maupertuis,  k  qui  il 
conte«tail  Ihonneur  d  en  #trc  le  prouiirr  inventeur.  Mais  coiiimc  clle  ne  roulail  pa«  *nr  une  d6couverte  faile  par  . 
M.  Euler  lui-meme,  il  suffil  de  remarqurr  a  «oii  honneur,  quil  y  a  pris,  avec  la  ehaleur  dun  verilable  ami,  le  parti 
dc  M.  de  Maupcrtuis,  et  que  quelques  cxccllcns  memoires,  sortic  dc  1«  main  de  celui  qui  n'en  a  jamais  fait  d'au- 
trec,  onl  du  lcur  origine  a  cette  dispute. 

La  solution  du  probleuic  iiupurtaiit  do  la  prerccsion  des  equinoses  et  de  la  nulalion  de  l'axc  dc  la  lerre,  que 
M.  d  Alcmbert  a  ete  le  preniier  a  resoudre,  engagea  M.  Euler  a  publier  «es  recherches  «ur  celte  matiere  dans  le 
cinquiemc  volume  des  memoires  de  Berlin,  le  mcme  ou  «e  trouve  l'beurcux  denoucmcnt  de  la  controversc  entro 
Leiboitz  et  Bernoulli  sur  les  logarilbme«  des  nombres  negatifs  e(  imaginaires.  Ce  problcine  de  la  precession  dec 
cquinoxes  engagcaM.  Euler  h  faire  des  rechcrehes  sur  le  mouvement  de  rotation  des  corp«  colidec,  en  tant  que  l'axe 
de  rotalion  e«t  variahle;  mouvement  pour  lequcl  les  principes  de  mccanique,  connus  jiu>qu'alors,  n'etaicnt  passuffisans. 
II  fallait  donc  remonter  aux  prcmier*  principes  de  la  doetrine  du  mouvement.  el  voir  si  l'on  ne  pourrait  ims  en 
deduire  les  regle*  generalc*  pour  la  delermination  du  mouvement  dun  corps  sulide  dont  laxe  de  rolation  c«t  mobile. 
II  le  fit,  et  decouvrit  un  nouveau  prinripe  de  mecaniquc,  nioyennant  lequel  il  fut  en  elal  de  traiter,  dans  toute  sa 
gencralilc,  le  probleme  du  inouvement  des  corps  solides. 

Ccs  recherches,  propres  a  rcpandrc  un  noiiveau  jour  sur  toute  la  «rienee  du  mouvemenl,  merilaienl  d'etreexpo- 
see*  danc  toute  lenr  elendue.  Dans  »on  grand  ouvrage  sur  la  meranique,  M.  Euler  n  avait  iraile  que  le  mouvement 
des  corps  inliniment  petils;  il  roscrvail  la  parlie  la  plus  diffieile  el  la  plus  essentielle,  celle  du  mouvement  des 
corps  solides.  pour  un  ouvrage  sopnre,  qui  parut  enfin  en  I7G5,  el  qui  peut  tUre  regarde  comnie  un  Iraite  romplet 
de  mecaniquc,  puisqu  il  rcnferme,  en  forme  d'introduction,  tous  les  principcs  du  mouvement  des  points,  Iraites  d'une 
manierc  nouvelle  et  preferable  a  celle  quo  l  aiiteur  avait  suivic  aulrefnis.  A  la  suile  de  ces  prinripes  on  trouve 
racscmblces  toutcs  le*  decouverte*  imporlanles  qu  il  avait  faitc«  «ur  les  monvemens  de*  corps  solides.  Cc  sont  ces 

(I)  Javais  comiminiqo*  a  M.  Bernoulll,  cn  1770,  une  nourellc  nurthode  dc  M.  Foler.  cnrorp  plu*  Keneralo  qoe  loute» 
tes  prerednntes,  parc.e  qu'elle  «'elcndsit  a  des  flgure*  inilialcs  qurlronqnes,  donl  la  nalure  ne  peul  pas  meme  Ctre 
represcntce  par  aocuno  cquation.  I/eilrait  sutranl  dc  u  repon.se  fera  voir  le  point  oii  la  ronlrorerse  elall  alor»,  el 
la  nohlpsse  dos  proredes  de  deui  ^rand»  lioinme»  qui  snnt  d'<>pinion  diftVrenlo: 

«Lesquisne  que  Vous  me  f.iile«  de  la  mrthodc  dc  !M.  Kuler  ma  fait  pULir;  mai>  elle  n'a  changv  en  rien  mes 
idee*  «ur  pcllo  malicre;  je  sui<  loujours  pcrsoade  que  raa  metbodo  donne  fn  alulraclo  (ous  lcs  cas  possiblcs;  j  avoue 
ccpendanl  que,  dans  certains  poiiits  de  tue,  relle  de  M.  Euler  esl  fort  preferable  *  la  nilenne;  mais  il  y  a  auast 
d'autres  poiuls  de  vue  |Miur  le  contrairo,  poisque  ma  mellioile  peut  eiro  api>liqiM*o  1  tel  nombre  de  rorpn  tini  qu'oo 
propose,  lor«  iivcnio  quo,  dans  lo  >;sleme,  U  si'y  a  aucun  retour  parfail  ou  periode  a  allendrc.  (Juoi  qu'il  cn  soit  de 
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decouvertes  qui  l  ont  mU  en  eUt  d'apporter  Unt  de  pcrfeeiioii  k  U  theorie  du  raouvemenl  dcs  corpa  celostes,  et  k 
renure  (>*r  ia  ae  *i  gramis  servKC*  a  i  atinmomir  ei  a  ta  navignuon. 

M.  Euler  navait  cesse,  pendant  lout  «on  «ejour  k  Beriiii,  de  rendre  dea  aervices  treaaifnalea  a  1'Acadenie 
imperUU,  aoit  en  loi  vouaat  U  plus  grande  et  U  pliu  imporUnte  partie  de  ses  travaux  lilleraires,  aoit  en  veilUnt  a 
aes  interels  economiques,  ou  en  ae  chargeanl  de  rinstructioat  de  aea  eleves(').  II  n'a  donc  poini  ces*e  le  lui  appar- 
a  toua  lea  tilre*;  el  il  Uut  croire  qu'on  a  petue  de  mAme  a  U  cour  el  a  l  amtee  de  Russie,  en  lui  accordant  dea 
i,  et  eo  le  dedoinmageaal  d«  loulea  lea  perles  qu  i)  avail  aouffertes  dana  U  dernierc  gwerre  a  *a  campagnc, 
le  aejour  des  troupes  rusces  a  Beriin. 
Avec  celte  predilection  marquee  pour  le  pays  ou  il  avait  paase  les  premiere*  anneea  de  aon  adoleaceace,  el  powr 
fe  corpa  ou  il  avait  vu  naltre  sa  celebrite,  M.  Euler  devait  naturellement  nourrir  le  desir  d'y  rcloumer.  L'aveoement 
de  Catherine-la-Grande  au  Irone  de  Russie,  1'ecUt  de  aon  regne  ausai  sage  que  douv,  aussi  jnste  que  bionfai*ant, 
avaieot  rempli  le  monde  d'une  admiralion  universcllc;  ct  la  proteclion  quelle  acrordait  aux  sciences  et  a  cenx  qui 
Us  cullivenl,  avaient  donne  de  nouvelles  forces  a  lAcademie,  et  coutribue  k  raflermir  M.  Euler  dans  la  resolution 
de  flnir  ses  jours  au  servicc  de  cette  incomparahle  princesae,  nee  pour  fiure  fe  bonheur  de  ses  sujeU  et  1'admi- 
ration  de  1'univera. 

Le  mois  de  mai  1766  fut  1'epoque  ou  i)  se  vil  pres  de  raccotnpli-sement  de  acs  voeux.  Le  ministre  de  Russie 
a  Berlin,  prince  Dolgoronky,  tui  accorda,  au  nom  de  llmperatrice,  toutcs  les  condilions  quil  avait  fcitea,  aoit 
pour  lui  soil  pour  sa  famille,  a  laquelle  il  assura  par  U  un  elal  avantageui  Ce  ne  ftit  quavec  une  peine  extreme 
qu  il  oblint  aon  conge  pour  lui  et  pour  aes  deux  fils  alnes.  Le  Roi  refusa  abaoloment  au  cadet  )a  permission  daccoot- 
pagner  aon  pexe. 

Au  moia  de  juin  suivant,  M.  Euler  quitta  donr  Beriin,  ou  il  avait  joui  pendant  25  ana  d'unc  consideration  pro- 
a  son  mcrile  cmincnt.  Les  princes  de  la  maison  royale,  el  parlirtilierement  le  margrave  regnant  de 
1  {'),  lc  virnit  partir  k  regret,  et  ils  le  lui  temoignerent  d  nne  maniere  flatleuse. 
II  etait  k  la  veille  de  pailir,  quand  le  prince  Adam  Czartorisky  1'inviu  au  nom  du  Roi  dc  Pologne  a  prendre 
U  roule  de  Varsovie,  ou  il  passa  dix  jours  avec  lous  lcs  agremens  que  les  altralions  d'un  prince  graeieux  peuvenl 
repandre  sur  U  vie  d'un  philosopbe,  qui  sail  en  jouir  sans  les  recbercher(').  II  revit  donc  St.-Petersbourg,  apres  une 
e,  le  17  juillet  1766.  II  fut  dabord  presenle,  avec  ses  deux  fils  alnes,  a  Sa  Majeste  imperialr,  et  la 
ere  grace  quil  oblint  de  sa  souveraine,  ce  ful  le  conge  de  son  cadet,  qu  il  lui  ful  Ucile . 


(1)  II  rccevall  dani  m  Riatton  lo*  el^rei  que  rAndemlo  envorait  a  Berlin  poar  etadler  le*  rostbenutiqaeL  MM.  Ko- 
lelnikov  et  Hoamovfkr  y  ool  pu*e  pluiieun  tnneet  tur  ce  pted,  el  on(  joui  de«  laitrucleaai  de  ce  mattre  lo- 
coniparable. 

(!)  A  l  babitadc  d  an  coaimerce  frcqaeot  et  ramilier,  que  ce  prince  eut  irec  lui,  et  i  l  aroitie  ialime  qai  cn  elait  1'eBet, 
ae  JoUjnirenl,  pour  le  lui  ftire  aiaceremcnl  regrctter,  lea  senllmeat  d'une  recanaaUMnro  parliculiere  pour  tout  ce 
qne  M.  Euler  avail  coalribue  a  la  eulture  de  1'eapril  de«  prtnceaaei,  flllet  da  mai^rave.  II  lcor  avait  doone  de>  lecona; 
el  c'eit  a  elle»  qull  a  ecril,  pendant  le  «ejour  do  la  cour  a  Magcicbour? ,  les  lellrei  sur  diRerena  aojeu  do  pby- 
■iqoe  et  de  philosopbie,  qo'il  a  fail  publier  aprea  M>a  relour  »  St.-Peteraboura;. 

(3)  n  s  comerve,  pendant  toate  u  vie,  le  tendre  louveutr  de*  bonle*  que  le  Roi  lai  a  lemoigneei;  et  1'aUachement 
reapodoeui  que  lui  araient  inipire  le*  qualiie*  da  coear  el  de  l  eiprit  de  ce  princo  grarieax,  »'e«l  pcrpelue  ptr 
le  comracrro  do  lettre*  qail  a  en  I  bonneur  dentrelenir  avec  Ini.  Je  ne  puit  retister  a  lenvie  dorner  cet  etogo 
d  uno  do  celle*  quo  le  Roi  lui  ecrivil,  cn  1779: 

«Montieur  le  prole»ieur  Euler,  En  repondant  a  volre  leltre  du  4  aoot  dernior,  j'aurali  blcn  touhaite  de  pou- 
volr  conflrmer  1'opinioo  que  vou»  ave»  de»  circouilance»  plu*  beureute»,  »ur  letqoollei  volro  arailie  poar  raoi  voui 
s  dicle  l  exprenion  d  ua  coeor  vcrtueu  et  tentible.  Mait  

 Jo  voat  rctnerrie  cependant  de  votre  bonne  volonte  * 

cel  e(*rd,  et  Je  p*»«e  a  la  reconnainance  que  je  doit  a  vos  toint,  ponr  me  romrauniqocr  lei  obtorvttions  que 


Digitized  by  Google 


XLIH 

A  peine  inslalle  dans  sa  mai*on,  pour  lacha  t  de  laquellc  So  Mnjeste  imperialc  Itii  avait  fait  present  de  R000  nniblpa, 
il  fut  attaque  d'une  maladie  violente,  dont  il  ne  revint  qnavec  la  perte  toUle  de  la  vtie.  Une  eatarocte  qui  «'etatt 
formee  dans  loeil  _aoche,  le  priva  entierement  de  1'uaage  dun  orgaae  que  trop  dappliealion  avak  gtle. 

Qud  accident  pour  ua  homme  a  qui  1  habitude  avait  fait  du  travail  une  eapece  de  beaoin,  et  dont  leaprit.  sana 
eetw  afile  de  quelque  nouvelle  decouverte,  ae  voit  tout  d'un  coup  hors  detat  de  pouranivre  «es  travaui.'  Cent  ela 
le  «ort  de  loul autre  que  M.  Euler:  aa  prodigieuse  memoire  et  «on  imagination  eloraiaate,  augmenteec  par  la  concen- 
tration  de  loutea  lea  forces  d  un  eaprit  degage  de  la  aeneation  dutrayante  dea  objeta  exterieura,  «uppleerent  bientdt  a 
une  perle  qui  paraisaait  devoir  finir  la  carriere  lilteraire  de  cet  homme  illustre. 

Un  garcon  tailleur  quil  avait  amene  avec  lui  de  Beriin  en  qualile  de  domestique,  et  qui  n'avait  aucune  tetnture 
de«  mathematiqucs,  fut  lecrivain  auquel  il  dicta  ses  ttlemens  dalgebre,  si  pencralemenl  admires  tant  pour  les  rir- 
i  dans  iesquclles  ilt  furent  composes,  que  pour  le  degre  supreme  de  clarte  et  de  methode  qui y  regne.  L'ea- 
de  cclc  cncorc  dans  cct  ouvraire  Diiremcnt  clcmcntairc    C  est  le  seul  011  l  cm  trouvp  ime  theorie 

«n-wn.     ^mmwm  w    v^mm^m   «^J*  r  >  f       ■*■■■»_  mm%,    ■_■*«.■•*%•■**■■■■  ^_«  *_■■»  «r^- "  ■  •  *rmm    ■>■»■■■«    ■■  • 1  v      -  _  I  t  vf  _  IV 

«uivie  de  I  aaalyse  de  Diophante;  on  en  a  vu  parallre,  peu  de  lernp»  apres,  nne  iraduction  raase  et  francaiae. 

Larrivee  de  M.  Kraffl  le  mil  en  etal  d'eieculer  un  projet  qu  il  avail  roulc  longteropa  dana  la  lete:  celui  de 
reunir,  en  un  «eul  corps  d'ouvrage,  tout  ce  qu'il  avait  (ait,  dans  l  esnace  de  trente  an«,  pour  le  per'ectioonement 
dcs  instrumcna  d  oplique  et  de  leur  theorie.  II  rait  la  main  a  l'e_.ecution  de  ce  travail  avec  «a  vivacite  ordinaire  et 
fit  publier  en  1769,  1770  et  1771  trois  groe  volumes  «ur  la  Dioptrique. 

eiiste  avant  lepoque  preparee  par  M.  Euler.  La  longueur  excessive  qu'on  avait  ete  obligri  de  dornier  aux  lunettea, 
avant  la  decouverte  dea  objeelifs  coraposes,  et  la  confuaioa  dea  image*  avaient  obliee  les  s..trono_ncs  de  les  ahan- 
dooner  preAqu'entierement  el  de  «e  borner  a  1'uaage  des  lele^copes  _  reflexion.  Le  calcul  de  la  conatruction  la 
de  1'une  et  de  1'autre  espece  de  cea  inatnimens  «lait  un  cahoa;  et  qnoique  ce 
qu'a  la  geometrie  elementaire,  et  qu  il  n'exige  que  fort  peu  de  connaissances  di 
simale,  on  elait  reste  cxlremement  en  arriere:  et  ce  n'est  que  depuis  que  M.  Euler  a  commence  a  a'en  i 
qu*on  peul  dater  lea  progres  de  cettc  science. 

Le  second  et  le  (roisieme  volume  de  son  ouvrage  renferment  les  regloi  pour  la  meilleure  conatruction  des  lu- 
netles,  dea  tclescopcs  catoprique*  et  des  mieroscopes.  Lc  calcul  de  I  aberralion  dea  rayoos,  engendree  par  la  sphe- 
ricite  dea  verre*.  est  un  chef-d  ocuvre  de  l  analyse  la  plus  raffinee.  On  est  force.  d  admircr  1«  grand  art,  avec  lequel 
M.  Euler  a  su  employer  celte  analyse  pnur  conciliex  d  toules  les  especes  d'instrumens  lons  le«  avantages  possibles 
la  plus  grande  clarle  de  1'image,  le  plns  grand  champ  apparent,  la  pliis  grande  diminution  de  longueur,  pour  lous 
les  {rrossisAemen.i  possiblea  et  pour  tel  nombre  d  oculaires  qu'on  veut  employer.  Toutea  les  eaperes  d'instriimens 
optiques  ec  trouvent  examinees  et  calcnlees  dans  cet  ouvrage,  avec  une  «implicile  sans  cxemple  dans  des  rechercbes 
rebulaules  jusqu'alors,  par  la  longucur  de«  calculs  et  par  la  qiiantile  d  clemens  qui  y  enlrent, 

Dan«  le  meme  lemps  que  l'Academic  fit  publier  cet  ouvragc  important,  scs  pn-sscs  ^laient  occupees  a  imprimer 
les  leltres  a  iine  princesse  d'Alleraagne,  lu  raleul  intep-al,  lc«  elemens  d  aljfcbn'.  les  ealeuls  de  la  comete  de  1769, 
celui  de  l  cclipse  du  soleil  et  du  passago  de  Venus  de  la  mcm«  annee,  la  theorie  nouvelle  de  la  lune  et  celle  de  la  navi- 
gation,  sans  compter  lc  grand  nombre  de  memoirea  qui  se  Ironvenl  dans  les  vnlumes  des  Coinmentaires  de  ce  lempa-la 

arec  le»  poaiUooi  de  quelqoe*  endroils  egalenient  imporUm  pour  li  geograpbie.  J«  Ukhe  <le  let  meUre  s  proflt 
ptrar  perferlkraoer  rellei  qui  ie  foot  <Un»  ce  pavs-ci  srec  »net  d'ipptlcatioD  el  de  «ucce»,  o»«Ist<>  les  troublc»  qui 
metlent  uo  crind  obslacle  au  proxrc*  <le»  •clence*.  Je  toui  en  demiode  U 
liqno  que  poar  nu  MUnfscUon  parliruliere ,  el  desirant  de*  occaiion*  pour  i 
>e  prie  IMru,  quil  vuuu  ail,  munxieur  1«  prgfrMeur  Enler,  eo  *a  aainto  et  diane  «arde.» 
fait  a  Varaovie,  io  7  juiq  1774 
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A  peine  le  premier  de  ce*  ouvrages  eul-il  paru,  que  M.  Roumovsky  )e  traduisit  en  Russe.  On  en  fit  aussi  une 
nouvelle  edition  a  Pari*,  et  uae  traduction  allemandc  a  Leipzig.  Pour  ce  qui  regarde  aon  contenu,  il  *ufflt  de 
remarquer  que,  comute  il  est  a  la  portee  dun  plu*  grand  nombre  de  lccteurs,  cl  meme  a  la  portce  dn  beau  scxe,  il 
n'a  paa  pcu  contribue  a  repandre  le  nom  illiutre  de  son  auleur,  et  a  le  rendre  eher  a  eeux  qui  ne  peuvent  lejuger 
que  d'aprcs  *c*  lettres  a  une  princesse  d'Allemagne. 

Launce  1769  scra  a  jamais  memorable  dans  Ihistoire  du  progres  des  scienres.  par  le  concour*  heureui  des 
grand*  de  la  terre,  a  metlre  les  astronomes  en  elat  de  profiter  du  passage  de  Ventis  sur  le  disque  du  soleil.  L'Impe- 
ratrice  dc  Russie,  les  Rois  de  Franre,  dAngleterre  et  dEspagne  envoycrcnt  des  astronomes  dans  toutes  les  partie* 
du  inondc,  pour  observcr  ce  phenomene,  si  rarc  et  si  imporlant  pour  fixer  les  dimensions  du  systeme  solaire.  l)ix 
astronomes,  anime*  par  la  gloire  dc  prendre  part  a  cct  evencment,  et  encourage*  par  la  proteclion  de  notrc  auguste 
Souveraine.  se  ducperserent  dans  le  vaste  empire  de  Russie,  pendant  que  M.  Euler  nieditait  unc  nouvelle  methode 
de  tirer  parti  dc  leur*  observations  pour  determiner  la  veritablc  parallaxc  du  solcil,  et  par  eonsequent  le*  i 
de  toutes  les  planele*.  II  en  trouva  une  tre*  eleganle  pour  caliuler  non  seulement  le*  observaiions  dn 
encore  celles  de  l'eclipse  du  soleil  qui  suivit  de  pre*  le  premier  pbcnomene,  et  dont  hciircitscment  on  pouvait  «c 
servir  pour  delerminer  la  position  geographique  des  lieux  de*  obscrvations.  Lc  calcul  de  toutes  ces  observaliim*  a 
ete  fail  par  M.  Lexell,  d'apres  cctle  methode;  on  peut  donc  dirc  quc  cest  encore  a  M.  Euler  que  lastronomie  est 
rcdevable  du  degre  de  pcrfeclion  qu'elle  a  tirc  de  la  detcrminalion  exacte  dc  la  parallaxe  du  solcil. 

Les  rechcrchc*  *ur  la  lune  ont  occupe  une  iiarlie  eoiisiderahlo  dc  *on  lemps.  II  avait  deja  publie,  en  1746,  des 
table*  dc  la  lune  ct,  cn  1753,  unc  thcoric  de  se*  mouvemens,  de  laquelle  feu  M.  Mayer  a  fait  usage,  dans  la  snite, 
pour  calculer  le*  tablcs  dont  le*  astronome*  *e  servent  aiijourd'bui,  el  qui  lui  onl  valu  le  prix  pour  la  longitude.  Le 
parlement  anglai*  fil  payer,  cn  iucmr  leinps,  a  M.  Euler  unc  graiificalion  dc  300  livrns  stcrl.  potir  le  rccorapenser 
d  avoir  foumi  4-  M.  Mayer  les  theoremes,  moyennant  lesquels  il  a  ete  eu  etat  de  contrihuer  au  problcme  important 
dec  lo.igilude*.  (') 

Cependant  1'Academie  de  Paris  qui,  dcpuis  qu'elle  s'elail  associc  M.  Eulcrf';,  avait  couronne  trois  de  ses  me- 
moires  sur  les  incgatites  dans  Ies  moiivemens  des  planetcs,  choisit,  pour  sujet  de«  prix  dc  1770  ct  1772,  la  pcr- 
fection  de  la  theoric  de  la  lune,  cl  M.  Euler,  aido  par  son  01«  ainc  qni  avait  drja  partage  lc  prix  dc  1761  sur 
l  arrimage  des  vaisscaux.  rcmporta  1'uu  ct  laalre. 


(I)   !j  reronnai«».inre  qu'uiH>  nalion  eclaireo  lcmolgnc  au  rraj  merite,  e«l  a  ta  fois  el  Irop  ftaltetue  pour  lc  grand 
qui  en  e«l  lohjcl,  el  trop  encourageanlo  |H>ur  rout  qui  mareheiit  «ir  tc*  trate»,  pour  no  p»«  la  ronsticil 
di«cour»,  on  y  iascrant  uii  eilrall  de  la  lctlre  quo  M.  Eulcr  revul  i  ecllo  occasion  du  «ecrelairo  du 
loogiludt»: 

Admirally  OIBco.  Londou,  13  luno  1765. 
«Sir,  the  Parliament  of  Great-Brilain  havioj,  by  an  art  paued  in  Uieir  talo  «Mionii  (a  |>rinlc<l  copy  of  «vhlch  I 
hcrcnilh  lran<mit  to  you)  Ui»pii  plcawd  lo  dirnl,  thal  a  «um  of  moncy,  nol  cxcccdin*  Ihreo  hundred  pouml*  io 
Ibe  whole,  *hall  be  paM  lo  you,  a«  a  rcward  for  harin«  furnishcd  theoreins,  by  Ihe  belp  of  wbirb  Ibc  lale 
Blr.  Prolcasor  Mayor  of  Uocllui;;en  ronslrucled  hl«  luuar  tables,  by  wbirh  tablca  grcat  progre»»  han  been  made  to- 
wards  discovcring  Ihc  lon^ilude  al  Sea.  I  ani  dircclcd  by  tlie  Conimissioncrt  of  Iho  loiijciludo  lo  acquaint  you  llie- 
rewilh  and  lo  couKratulalo  .iou  upon  lhi«  honorary  »nd  |M-<-iiiiijrj  arknowlcdgemcnt,  direrled  lo  bo  niade  you  by 
tbe  hli;he«l  AMenibly  of  lhi<  nalion,  for  your  useful  and  ingenious  labour»  loward*  Ihe  saul  dbvcovery  elc.« 
(2j  On  «ait  quo  le  nombre  de»  assoties  evlerocs  de  rAradcmie  de  ParU  esl  fuc  a  huit:  M.  Kulor  cu  ful  uomme  le 
ncuvicnie,  uus  qu'il  y  eot.  par  i-onsri|ueul ,  do  phire  varaule.  Lc«  rirron«laiirc«  qui  onl  accompagne  cello  reccpliont 
mcrilcnl  d  clro  eowugnre»  dan»  «el  elogo;  etlei  »c  Irouveul  rapiwrlce»  dant  la  lollrc  suivaulo  du  maiquii  d  Ar(tcn»on: 

a  Versaillc»,  lo  15  juin  1735. 
«I*  Hoi  rienl  dc  Vou«  choitir,  Monsleer.  d'apre«  le*  roem  do  «on  Acadeniie  royale  de«  «cieiicc*,  pour  remptir 
uno  placc  d'aa«orie  exlerno  dan*  cctlo  Aradcmio:  el  ronuiio  rile  a  noninie  en  meme  lomp»  Mylurd  Maclosficld, 
prcsidvnl  de  la  «ocicto  royalo  do  Loudre»,  pour  remplir  uno  pareilto  placc,  qui  vaque  par  la  raorl  dc  M.  Moivre, 
S,  Majeste  a  dec.de  que  la  prcmicre  placo  do  celle  e»p«cc  qui  vaquera,  ae  «era  ,»*  remplie.   L  e.lrtme  rarotc  de 
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II  arait  troiwe  moven.  dan*  *on  dernier  memnire,  de  tenir  compte  de  plusieurs  inegalites  du  mouvemenl  de  U 
lune,  quil  n'avail  pas  et6  en  etat  ile  determiner  fatv,  «a  premiere  Iheorie,  a  cauae  de  la  oomplicalion  des  calcuU, 
quefrtrainait  U  melhooe  dont  il  «  etait  «ervi  alora.  II  eut  le  courage  de  refondre  toute  la  iheorie  avec  MM  J  A.  Eu  ler, 
Kraffl  et  Lexell,  el  de  poursuivre  ne*  recberches  jusqua  la  construclion  de  nouvellca  tablea,  qui  ont  paru  conjoin- 
tement  avec  le  grand  ouvrage  publie  en  1772.  Au  Iteu  de  «'arreler,  comine  autrcfoU,  &  lintegration  infructueuae  dea 
troia  equalions  differentielles  du  second  dcgre  quc  le«  principcs  mecaniquea  foiirnisscnt,  il  lea  rapporla  dabord  aux 
traia  eoordonneea  qui  determinenl  le  lieu  de  la  lune;  il  dintribua  toutes  les  inofralitea  de  la  lunc  en  claases,  cn  Unt 
quclk*  depcndent  ou  de  lclongalion  moyenne  du  soleil  et  de  la  lune,  011  de  l'excentricile,  ou  de  la  parallaxe,  ou  de 
I  inclinaison  de  1'orbite  lunaire.  Tou*  cea  mojena,  employe*  avec  arl,  el  accompagnea  de  toiu:  lea  arlifices  de  calcul 
que  le  prenaier  analyste  du  monde  elait  «enl  capable  d'imaginer,  niusairent  au-deta  de  loule  altenle.  On  eat  aaiai 
d'etormemr>nl  a  la  vue  de  ce»  calcula  immences,  et  de  la  richeaae  dec  ressourres  employees  pour  lea  abreger  et  pour 
laeililer  lapplicatkm  au  vrai  mouvement  de  la  lune. 

La  patience  et  la  Iranquillite  desprit  que  ce  travail  enormc  cxigcait,  nous  «urprendra  davantage,  ai  nona  noua 
rappclon«  darus  quellea  circonstancea  el  en  quel  temps  il  a  cte  fail.  Priv^  dc  la  vuc,  obligc  de  foire  la  diaposition  de 
tous  cea  calcul*  immenses  par  U  seule  force  de  «a  memoire  et  de  son  imaginalion,  arrie>e  dans  sea  affairea  domeati- 
qnca  par  un  inccndic  qui  venait  de  ravir  a  lui  el  a  «a  famille  une  grande  partie  de  leurs  biens,  rcduit  a  la  neceasite 
de  quitter  une  maison  ruinee,  ou  tous  les  coins  lui  etaient  connua.  ou  l  habilude  avait  cupplee,  par  conaequent,  a  la 
vue.  exrcdc  des  Iroublea  que  des  changemeiu  si  tristes  et  si  sondains  el  le  retablissement  de  sa  maiaon  (')  durent  lui 
caiiAer:  M.  Euler  fut  en  etat  de  rompoaer  un  ouvragc  qui  tout  «eul  suflirait  pour  ritnmortaliaer,  1'eul-il  £rit  dans  U 
•itnalion  U  plus  rianle  el  la  plua  tranquille.  Je  ne  connais  ricn  de  plus  fort,  rien  qui  lienne  plua  dc  1'heroiame.  que 
cette  egalite  damc,  ce  courage  incbranlable  au  milieu  des  revers  de  la  forlune. 

Peu  de  mois  apre*  ce  malheurciix  arrident,  dont  la  generositi  de  S«  Majeate  imperiale  allegea  le  poids  par  un 
preaent  do  6000  rouhlea,  M.  Kuier  se  flt  operer  U  cataractc  par  lc  celebre  oculistc,  baron  de  Wentzel.  el  relle 
operation  lui  rendit  la  vuc,  a  sa  grande  salisfaclion  et  a  celle  de  loute  sa  famille.  Mais  celle  joie  fut  peu  durable: 
negligeant  le«  prceaulions  neceaaairw,  cl  Irop  presse,  peut-etre,  a  foire  usage  d'un  organe  qu'il  aurait  du  avoir  appria 
a  menager,  il  lc  perdil  pour  la  secondc  fnU  au  milieu  des  soulfrances  les  plus  affreusea. 

II  fut  donc  rwluil  dc  nonvean  a  la  nercssitc  de  se  servir  des  ycux  dautrui,  avant  que  davoir  pu  faire  uaage  de 
loeil  que  l  operation  lui  avait  rendu  pour  quclque  leinp*.  Se*  fiU,  le  profejwmr  et  le  Iteiitenant-eolonel,  et  MM.  Krafft 
et  Lexell  continuerent  de  lui  preter  alternativemenl  le*  leurs,  «oit  pour  I'execution  de  «e*  grands  ouvrages,  aoit 
pour  cc  grand  nombre  de  niemoiren  qu'on  trouve  dans  le*  derniers  volumes  dcs  Nouveatix  Commenlairea,  et  dont  j« 
naabstiene  de  |>arier,  de  crainle  dabuser  de  la  palience  dV  cclli*  a««emblee. 

Je  m  amUcrai  pourtant  un  instant  a  ceux  qui  roulent  «ur  l  cquilibrc  et  le  mouvemenl  dcs  Quides  el  «ur  U  per- 
feclion  ullcrieurc  dcs  lunettes  arhnnnatiquea. 

ce»  aorte»  il'arrangrinpn«  e»l  uno  dirtinclion  trop  marqoco  pour  ne  pi*  Vou»  en  faire  l'ob«erT«lion ,  et  Vout  «wuror 
<le  loute  la  pnrl  quo  j'y  prondii.  L'AcailiMnin  dctir.iil  vivmnont  di*  Vout  rvir  attucie  *  n<  travaui,  et  Sa  Miyc<(c 
a'a  pu  qu'«doptor  un  temoljjnage  d>*llme  quc  Vou»  mcritoz  *  >i  jusle  titre.  Soyci  por«uade,  Moiuieur,  qoon  oe 
peul  pa»  Vou»  etre  plu»  parbilcment  dcvouc  que  jo  le  suii» 

Jf.  tCJrgtruim. 

Si  J'ai  inwrc  rclto  Ivttro  ct  quclques  autrei,  (tritet  d'uo  Rrand  nomltre  de  tcttre*  quc  M.  Euler  a  recoes  do 
|M*r»o»n«»  illintre^,  #oil  par  lour  ran*.  «oil  |iar  lenr«  Ulcn»,  ro  n'ott  pa*  cortaiiiement  dan»  rintenlion  de  yrottir 
ecl  etogo,  ni  do  lui  preter  par  lit  uu  mcrilc  quo  jo  n'»i  pu  lui  donner  moi-memo:  c'ett  quo  j'ai  cru  cos  piccc» 

ou  le»  eiliruera  ninuiio  de»  marque*  do  I*  juilke  qui  lui  fut  renduo  corume  tel. 

(I'   Lo  bruuilloo  do  la  piece  de  concour*  »o  pordil  i  cello  occ.fwo,  ol  M.  Kulor  la  fllt  te  vil  oblige  de  repatter  loalo 
la  Ujeorie  de  U  luoe  et  d  en  faire  tout  let  calcult  |KHir  la  tecondo  foi*. 
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Depul*  )'HTtlrodrnamique  Ae  M.  Daniel  Bernoulli,  U  perfection  du  cakul  qui,  entre  U*  maine  de  M.  Ealer, 
devenait  de  jonr  en  jour  plue  ricbe  et  plna  applicable  aux  queelione  )ea  plua  difficiU*  dea  «cfcnce*  phTsioo-inatbema- 
tiquea.  avait  ete  teUement  augmentee,  quon  euit  en  droit  de  eatleadro  a  le  voir  applique  auaai  a  celte  parlie  csscn- 
tieUe  de  U  actence  du  mouvetnent.  M.  Euler  remplit  cette  altente  dana  qualre  granda  memoiree  aur  l  equilibre  et  le 
mouvement  de«  Quidea.  qui  epuieent  lout  ce  que  U  theorie  complete  de  Ihydrodynamique  peut  avoir  de  plus  profood 
ct  de  plu«  abatrait. 

Celte  theorie  eat  infiniment  fertile  en  applicationa  heureuses  dea  principea  generaux,  et  en  explirationa  tre* 
«a(i«faisante^  de  phutieurs  phenomenea  de  U  nature.  En  conaiderant,  par  exemple,  Us  derangeincn«  de  l  equilibre  de 
l'air,  produits  par  U  difference  dc  aa  densite  et  de  sa  chalew,  M.  Euler  explique  U  cauae  generale  dea  venta,  et 
particulierement  dea  moussons  ou  venta  periodique*  de  1'lnde.  En  orowidenint  l  equilibre  dea  fluides  .illireis  :'•  un  nu 
a  pluaieura  centrea  de  forcea,  il  determine  la  fi^ure  de  U  terre  el  letal  dequilibre  de*  fluide*  qui  lentourenl,  ee  qui 
i  des  pbenomcnce  de  la  maree.  Apres  avoir  trail£  de  leut  d  equilibre,  i)  trouve  moyen  de  reduiro 
i  U  thcorie  du  mouvemenl  dea  fluidea  a  deux  equatUns  diflerentiellea  du  aecond  degre,  et  il  applique  lea  princi- 
pes  peneraux  au  mouvement  de  1'eau  dana  dea  vaaea,  dana  dea  pompea,  dana  dea  tuyaux  d'epaUeeur  egaU  et  inegale. 
Lea  reeherchea  aur  le  mouTement  de  l  air  U  conduiseat  enGn  a  U  theorie  de  U  propagalion  du  son  e*  a  celle  de  )a 
formation  du  aon  des  fl&le*. 

TeU  aont  lea  aujeU  varies  et  Utereasan*  qu  il  vint  a  bout  dapprofondir  par  aa  theorie  de  Ihydrodyaamique. 
On  a  ai  peu  ecril  aur  cette  partie  epiaeuse  dea  matbematiquea  mixlea,  et  ce  que  M.  Euler  y  a  contribne,  eal  ai 
superieur  a  ce  peu  qu  on  a,  qu'il  aerait  a  aoubailer  qu'oa  U  detachit  dea  CommenUirea  et  qu'on  en  fit  un  ouvrage 
re,  poar  U  bien  de  ccux  qui  veulent  eludier  a  fond  celte  partie  essentielle  de  U  mecanique. 
En  compoaant  son  ouvrage  aur  U  dioplrique,  M.  Euler  avait  neglige,  dana  la  theorie  de*  objeclif*  parfail*.  la 
ils  aont  compoaea,  ce  qui  ne  peut  quaugmenter  lea  effet*  de  la  confnaion  qne  ci 
delruire;  parce  que  lea  lentillea  ont  toujoura  une  cerUUc  epaiaeeur  quon  ne  saurail  nejtliger  dana  U  < 
Lea  memoires  aur  lea  objectUs  coropoae*  et  leur  application  a  toules  sorte*  de  Innettea,  inaeres  dana  le  volume  XVID 
dea  Nouvcaux  Commcntairea,  aont  de*tine*  a  suppleer  a  ce  defaut.  On  y  trouve  1'expoaition  de*  moyens  de  rendre  ce* 
inatrumcns  cncore  plus  courU  el  lcur  champ  appareat  plus  grand,  avanUgea  qu  il  etait  impoacible  de  donner  dan* 
:  luneltea,  avant  U  deraiere  simplificalion  dea  calculs  necessaires.  C  ent  d  apree  les  preceple* 
s,  que  M.  Euler  ma  fait  caleuler,  dana  la  suite,  1  instruction  pour  les  arlisles  opliciens, 
que  1'Academic  a  fait  publier  en  1774,  el  dont  une  traduction  aUemandc  se  trouve  a  U  auile  de  celle  de  la  Dioptri- 
que,  &ite  par  M.  Kliigcl  a  Uelmstedt. 

Le  blame  general  de  plusicurs  raisses  mortuaires,  eUblies  en  Allemagne,  et  Ics  reproches  qu'on  UUait  aux 
tontines,  d  etre  Iroji  Uvorables  soit  oux  entrepreneurs  soit  aux  inleresse*,  firenl  penscr  M.  Euler  aux  moyens  deU- 
blir  ces  sortes  ffcntreprjse*  sur  des  prinripe*  aussi  surs  que  1'imperfection  de*  lables  nvcroUgiquee  le  permel.  Ce* 
rechercbes  firent  nallre  lcs  eclaircissemens  sur  les  caisses  de  veuvcs  etc.  qui  parurent  en  1776.  Oo  y  trouve  tout  ce 
que  le  calcul  des  probabilite*  peut  foumir  sur  ce  sujet  imporlant. 

M.  Euler  setail  engage  plus  d'une  fois  envers  le  comte  Orlo  v,  de  fournir  a  1'Academie  aasez  dc  memoires,  pour 
reroplir  les  Actes  jusqu  a  vingt  ans  apres  sa  morl:  il  euil  hommc  a  tenir  parole.  La  perle  de  U  vue,  les  inGrmilcs  d  un 
age  avance,  lc  grand  nombrc  de  ses  decouvertes  ('),  n'ont  pu  ni  aflaiblir  son  ardcur  du  travail,  ni  detruire  son  orga- 
pisation  heurcuse,  ni  epuiser  son  gcnic  fecond.  U  a  fait  prcsenter,  dans  1'espace  de  sept  ans,  au-dcla  de  soixanle- 


(1)  On  eto  pu  eroire  qur  lo  gr»nd  nombra  de  m>»  decourerle*  eut  enioutfe  en  lui  le  Hntimenl  de  ce  plBiiir  qu 
*  l"dine  la  peri!«pliun  ii'uno  rcrilc  nouvclle,  plaitir  <|ua  le  ifcumilre  a  1'araulaga  de  goAlcr  peul-etre  ptui 
quc  loul  aulrc.  .11.  Kuler  cn  elait  loujoun  e^alenient  »u«repUble,  el  U  anralt  roulo  que  toot  lo  monde  le  fut.  II 
eJail  iicrieutAment  larhc  de  l'air  d  indiflcrenco  que  la  inodenlio  mo  faiaait  prendr*,  qnand  je  loi  anoonfaia  qurlque- 
foi»  li  «olution  d  un  problCme  ou  la  ilcinoiMlrauoo  d'«n  tbeorcm*  qoe  j  araii  reoMi  i 
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dn  memoire*  ptr  M.  Golovine,  el  pre*  de  deux-c^U-einquante  autre*  dont  j'avai*  fait  lo*  ralruls  Lm  plns  aneient 
de  ccs  memoires  ont  ete  deUcbe*  du  restc  ct  formrot  la  cotlerlion  pabliee,  daiu  le  cour*  de  ceUe  anaee,  aooa  le  titre 
d'Opusculc«  analvliques. 

Parai  ee  grastd  nombre  de  memoire*,  II  nj  en  a  pa*  un  aeul  qui  ne  renferme  quelque 
qurlque  vue  ingenieuse  qni  pourra  j  conduire  On  j  trouve  les  integrelion*  lca  pluti  heur 
liucra  ci  ilc  rafTmcinen»  de  la  pliM  «ublime  analjae,  de  profonde*  recherche*  sur  la  nalure  et  les  proprieles  dea  nom- 
bres,  U  demonstrelion  ingesriense  de  plusieurs  Iheoremes  de  Fermat,  la  solution  de  quanlite  de  problcmes  tres  difSciles 
:  et  le  mouvement  des  corps  solides,  flexibles  et  elastique*,  et  le  denouemcnt  de  plusieurs  paradoxe* 
Toul  ce  que  la  tbeorie  du  mouvement  des  corps  celestes,  de  leur  action  mutuelle  et  de  leurs  irregularite* 
a  de  plu*  abstrait  et  de  plus  epineux,  s'j  tronve  perfectionne,  autant  que  le  ealcul,  manie  par  les  main*  du  plucgrand 
geometre,  a  pu  contribuer  a  cette  perfeclion.  D  n'j  a  pas  une  brencbe  des  aciences  malhematiques  qui  ne  lui  soit 
redevable  a  cet  egard. 

Teis  sont  les  trevaux  de  M.  Eulnr,  tels  sont  *e*  titre*  a  ]'immorU)ite :  son  nom  ne  perira  quavec  les  science* 
i  a  U  poaterite  avec  le*  nom*  illualre*  de  Descarle*.  Galilce,  Leibnilz,  Nowton,  ct  de  tout  lea 
bommes  qui  ont  bonore  1'humanite  par  leur  genie,  son  nom  vivre  eneore,  lorsque  ceux  de  bien  des  person- 
nage*  que  ia  frivolite  de  notre  ciecle  a  illustres,  seront  enseveli*  dan*  la  nuit  etemelle  de  1'oubli. 

Peu  de  savan*  ont  ecrit  aulant  que  M.  Euler;  aucun  geomelre  n'a  embrasse  tant  dobjels  a  la  foi*.  aucan  ne  l'a 
igaJe  ni  pour  la  multitude  ni  pour  la  variete  de  *es  decouvertc*. 

faire  a  1  humanite;  en  considerant  rexlreme  rarete  dc  ce*  pramU  talen*,  a  qui  la  nature  paratt  avoir  reserve  le  droit 
d'eclairer  le  nmude:  on  ne  peut  s'*unpeeher  de  soubaiter,  quils  fussent  exempt*  de  la  loi  generale  quc  la  nature  hu- 
maioe  subit  161  on  lard,  ou  quils  poussassent  au  moms  leur  carriere  loin  au-deU  du  tcrme  ordinaire.  Mais  enfin, 
M.  Eulcr  en  a  fourni  une  bien  longue  et  bien  brillante;  et  on  est  console  en  partie,  en  vovant  qu  il  a  ete  exempt  des 
dune  application  outree;  qu'il  a  conserve,  jusqu  au  dernier  moment,  cette  force  desprit  qui  l'a 
vie,  el  quon  decouvre  jusquc  dan*  ses  derniers  travaux. 
Qoelqoes  acrca  de  verliges  dont  il  fut  incommod^  les  premier*  jours  du  moi*  de  septembre  passe,  ne  1'empeV 
chereat  pa*  dc  calculer  les  monvemens  des  globes  aerocUtique*,  d'apres  le  peu  de  faits  que  les  papiers  publics  en 
avaient  fourni,  el  il  vinl  a  boul  dune  integration  tres  difGcile  que  ce  calcul  avait  exigee.  Ccs  vertiges  furent  le* 
avant-courenr*  de  *a  mort  qui  arriva  le  7  de  septembre.  Le  meme  jour  il  «enlrclint.  a  Uble,  de  U  nouvelle  pUnete, 
avec  M.  Lexell  qui  eUil  venu  le  voir:  et  il  nous  parla  eneore  d'autrc*  sujcU  avec  sa  penetralion  ordinaire.  II 
eUit  meme  *  badiner  avec  un  de  *e*  petits-fils,  quand  il  fut  atleinl.  en  prenanl  le  the,  d'un  conp  d'apoplexie.  Je  me 
nieurs»,  nou*  dil-il,  avant  de  perdre  connaissance,  et  il  termina  *a  glorieuae  vic  peu  d'heure*  apres,  age  de  76  an*, 
5  ruoi*  et  3  jour*. 

Ainsi  mourut  le  dojen  de  nolre  Academie,  apres  en  avoir  ete,  pendant  cinquante-six  ans,  la  gloire  et  le  plus  bel 
orneraent:  II  a  vu  cette  Academie  naitre  et  croitre,  il  l'a  vue  deperir  et  reprendre  ses  forces  altcrnativemenl.  El  tclle 
a  ete  linfluence  de  ce  membre  illuslre  sur  les  travaux  acad£miqucs  quc,  malgre  ee  qu'il  a  fait  pour  olle,  pendant 
son  sejour  a  Berlin,  les  CommenUires  marqucnt  tre*  visiblemcnt  1'epoque  dn  son  depart  ct  celle  dc  son  rctour,  comme 
ai  sa  presence  seule  cnt  hi  suffisantc  pour  ranimer  tout.  II  a  eu  la  consoUlion  de  voir,  avant  «a  mort,  l'a 
beaux  jours  quc  la  direelion  sage  el  ^clairee  de  son  cxcellence.  madame  la  princesse  de  Daschkov,  fait  i 
parmi  nous,  ct  sa  satisfartion  en  a  ele  proportionnee  a  rattacbement  qu'il  a  toujours  conserv*  pour  cclU  Acadcmie. 

M.  Euler  etait  d  une  constitnlion  forte  el  durable.  Apres  tant  de  seconsnes  que  son  phvsique  a  du  recevoir  du 
nombre  el  dc  U  violcncc  de  ses  maladie*.  il  eut  cerUinemcnt  succouibc  plus  tAt  aux  effcl*  de  1'excc*  du  travail,  s'il 
neftt  ete  ne  avec  une  complexion  tre*  vigoureuae. 
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Se»  dernierc  jonri  ont  ete  tranquillec  et  sereins.  A  1'exccption  de  qnetqucs  mfirmiles  alUchce*  a  un  a«e  avance, 
il  a  joui  d'unc  sante  qui  le  mcllait  en  etat  de  dnnnor  a  1'ctude  de*  momena  que  la  vieillesae  ae  voit  conummemont 
forcce  de  donner  au  repo*;  et  consacrant  ainsi  a  letude  le  reale  dunc  vie  toutc  enliere  aux  «ciencea,  il  a  joui  de  <a 
gloire,  fruit  de  «on  genie.  de  lestime  publique,  fruil  de  «e*  vertua,  et  dea  dooceura  qu  il  eUil  dignc  de  Irouver  au 
•ein  de  «a  famille. 

II  posscdait  a  un  kaut  degre  ce  quon  appellc  crudition.  Tout  ce  qui  nnus  e«t  rcctc  de«  meillcurc  ecrivains  de 
1'anciennc  Komc,  il  1'avait  lu;  I  ancienne  lilterature  malhcmalique  lui  etait  parfailement  connuc:  1'hwtoire  de  toua  le* 
ages  et  d«  toules  les  nations  «e  trouvait  dans  ca  lele,  il  en  savait  ciler  les  moindres  faiU  sans  «embrouiller.  II  «avait 
dc  la  medccinc,  de  la  bolaniqiie  el  de  la  chimie  plus  qu  on  n  atlendrait  d  un  savant  qui  ne  fait  pas  de  ces  «cienceaaon 
elude  prtictilierc. 

J'ai  vu  des  elrangcr*  quatlirait  rbez.  hii  sa  rilcbrite  et,  plu*  que  «a  eclcbriu*,  la coiisideralion  publique,  due a  d<*« 
vrrltis  qui  naecompagiient  pas  toiijours  le  merile  lillerairc,  je  Ic«  ai  \us  le  quilter  avec  une  surprisc  melee  d'adraira- 
tion:  ils  ne  ronrjevaienl  pas,  rotnmcnt  un  homme  qui,  dcpui*  plus  dun  dcmi-sicclc.  n'avait  parn  occupe  qua  iaire  et  a 
publier  de«  decouvertcs  dans  la  phvsique  el  dans  les  malheniatiqucs.  put  avoir  ronscrvc  tanl  dc  connaissances,  inuliles 
pour  lui  el  etrangeres  a  lohjet  de  scs  etudcs.  Cetait  1'elTel  d  unc  memoirc  bcurrnae,  qui  nc  pcrd  rien  de  ce  que  la  leo- 
lure  lui  a  ronfie;  et  cclui  qui  etait  en  etat  de  reciler,  sans  interruplinn,  1'Encidc  d'un  bout  a  1'autre,  el  dindiquer 
tes  premiers  el  les  dcrniers  vers  de  chaque  page  de  son  edilion,  ne  pouvail  quc  conserver  aussi  ce  qu'il  avait  lu 
dans  l'ige  dc*  fortes  imprcssions  {'). 

Cest  peut-etre  dc  la  meme  source,  qne  provenait  en  lui  le  dcfaut  dc  cclle  souplesse.  qni  nous  fail  rontracler 
insensiblement  l'accent  de  ceux  avec  qui  noits  vivons,  et  perdre  celui  de  nolrc  palrie.  M.  Euler  a  toujours  conserve 
la  prononciation  snisse.  II  s'amu*ail  souvent  a  me  rappcller  certaiiics  cxpressions  provinciales,  certaines  inversions 
proprcs  a  notre  idiome,  ou  a  w  «ervir,  dans  ses  di«cours,  de  mots  donl  javais  oublie  la  «igiiifiralion  el  fusnge 

Hien  negnle  la  farililc  inronccvable,  avec  laquelle  il  pouvail,  sans  le  moindrc  signe  de  meconlenlement,  quitler 
scs  calculs  cl  reprendre  lc  fll  dc  se*  profondes  meditalions,  apri-s  setre  prele  a  la  frivolite  dcs  conversations  ordi- 
naires.  L'art  dc  deposer  l  air  du  savant,  de  drguiscr  sa  «uperiorih'  et  de  «c  mettre  au  nivcau  de  toul  le  monde,  est 
trop  rare,  pntir  ne  pas  faire  a  M.  Euler  un  merite  de  1'avoir  possedc.  Une  humcur  toujours  egalc,  une  gaiete  doitrc 
et  nalurelle,  une  cerlaine  causlirilc  mclec  dc  bonhomic,  une  inanierc  de  raconler  nai>e  el  plaisante,  rendaient  sa 
conversalion  aussi  agrenble  que  recbcrchec. 

Lc  grand  fond  de  vivacile  quil  a  toujours  posscdc.  et  sans  lequel  cctle  aclivile  d  esprit  que  nous  venons  d  ad- 
mirer,  n'aurait  pu  stibsister,  renlraiuait  quclquefois-  il  s'ecbauiTail  farilemrnt;  mais  la  colere  lui  |ia«sait  auasi  vile 
quellc  s'clail  enflammee,  et  il  n'a  jainais  ronscrve  de  ranciine  contre  qui  que  ce  soit. 

II  eUit  d  une  probite,  d  une  droilure  irreprocbable.  Ennemi  jure  dc  toute  injuslice,  «  il  en  vovait  commctlre 
quelqne -parl,  il  avail  la  francbwe  de  la  censurer  el  le  courage  dc  l  allaqucr  «uvrrtemrnt  «aiw  avoiregard  a  la  pcrsonne. 
Des  exemples  recen*  de  ce  que  je  viens  d  avanccr,  sont  encore  ilan.s  la  memoire  de  toul  le  mondc. 

II  eUit  penelre  de  respect  pour  U  religion:  «a  piele  etait  «inrere  et  «a  de\otion  pleinc  dc  ferveur.  II  a  rempli, 
avec  la  plus  grande  attention,  totis  les  devoir*  du  chrelien.  II  aimaii  tout  le  monde,  et  s  il  a  jamais  «enti  les  mou- 
vcuieiis  de  rindigiiation,  ce  ne  ful  que  ronlrc  lcs  ennciuis  dc  la  religion,  «urlout  conlii>  les  apdtres  dcclares  de 
I  atheisme  H  a  pris  lui-memc  la  defen»c  dc  U  nVu-blion  ronlrc  les  objections  des  athecs,  dans  un  ouvrage  publie  a 
Beriin,  en  1747 

li  l  uo  «ulro  prenvn  <lc  la  f.irce  dc  *a  mcmoire  ol  dp  non  imsgiaation  miTlle  d  elre  rap|M>rte<>  iri.  II  donnsil  de»  te- 
fon*  <ral«cl>rc  vt  <tc  gromVMrie  i  *cs  uctiU-lil».  I.'cvlroclion  dc*  racinps  l  oblufail  <lc  Irur  uropowr  do*  nombri  »  qui 
nittenl  dc»  |H»i««ance«:  11  en  flt  dau*  na  lele;  el  lourmeute  d'in»<w«nic,  il  calcula  unc  nuil  lc*  m»  |>rcmii>rc»  pui»*ancet 
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II  eUit  bon  epoux,  bon  pere,  bon  ami,  bon  citoyen,  et  fidele  a  tonles  les  relationa  de  la  soriete.  Toul  oonrourt 
a/uslifier  no«  refreU,  et  a  prouver  au  monde,  combien  notre  doulour  de  lavoir  perdu  est  legilime  ('). 

M.  Euler  aeat  marie  dem  foia.  En  1733  il  epouea  M-lle  Catberine  Gaell,  fille  d  un  pcintre  «uisse,  que 
Pierre  I  avait  pru  a  «on  aervice  en  Ilollande,  et  d'une  *oeur  du  celebre  preeidenl  de  Loen.  Le  aoin  de  aon  nfenage 
1'obligea  a  *e  remarier,  aprca  la  mort  de  cette  epouae,  et  aon  choix  (omba,  en  1776,  cur  M-lte  Salome  Abigail 
Gaell,  belle-aoeur  de  ca  premierc  femme,  fille  de  Marie  Graff  et  petite-fille  de  Sybille  Merian,  connuea  1'une 
et  lautre,  par  leura  decaina  dea  inseclea  de  Surinam. 

De  tretze  ennns  quil  eut  de  aea  premicres,  nocea,  huit  aont  morU  en  baa  age;  et  de  troia  fila  et  deux  fillea,  qui 
font  auivi  de  Berlin,  il  n'y  a  que  lea  fila  qui  lui  ont  aurvecu.  Lalne,  qui  marche  depuis  long-tempa  aur  lea  tracea  de 
son  illiistre  pere,  eat  justement  celebre,  lant  par  se«  proprea  ouvragea  que  par  la  grande  part  qu'il  a  eue  aux 
denuera  travaux  de  aon  pere,  et  par  tanl  de  prix  remportes  dans  lea  Academies  de  St.-Petersbourg,  dc  Paris, 
de  Munich  et  de  Gotlingen.  Le  sccond  fila,  medecin  de  la  cour  de  S.  M.  I.  et  conseiller  de  college,  jouil  dune  repu- 
Utioo  juslement  merilee  par  «  n  «avoir  et  par  le  zele  quil  met  dana  l  exercice  de  aon  art  aaluuire.  Le  cadet, 
lieulenant-colonel  darlillerie  et  dirocteur  de  la  ubrique  darmea  a  Sisterbek,  est  connu  aux  savans  par  sea  ob- 
«ervations  astronomiques,  ayant  ete  du  nombre  de  eeux  qoe  1'Arademie  a  envoyes  pour  observer  le  paasage  de 
Venua.  La  fille  alnee,  mortc  en  1781,  avait  epouse  M.  de  Bel),  major  de  letat  gencral;  el  la  radetie  s  etait 
mariee  avec  M.  le  baron  de  Dchlen,  el  mourut,  sur  se«  terrea  dana  lc  ducbe  de  Juliera,  cn  1780.  Ces  cinq  enuns 
lui  ont  donne  trente-huit  petiU-enfans,  dont  vingt-«x  sont  encore  en  vie. 

Je  ne  ronnai»  pas  de  spectacle  plua  atlendrissajit  que  celui  dont  j'ai  joui  Unt  de  foia  avec  delicea,  en  conlemplanl 
ee  vieillard  venerable,  entoure,  comme  un  patriarche,  de  sa  nombreuse  umille,  empressce  a  lui  rendre  aa  vieillease 
agreable,  et  a  adourir  sea  derniera  joura  par  loiites  aortea  de  aoins  el  datlentione. 

Je  ucherau  en  vain,  Madame  et  Messieurs,  de  vous  peiudre  ces  scenes  touehantea  de  felicite  domestique  plti- 
swurs  d  enlre  vous  ont  ete  a  porge  d  en  etre,  comme  moi,  letnoins  oculairea!  Vous  siirtout,  Mesaieura,  qui  voua 
giorifiez  de  lavoir  eu  pour  maltre(V  Noua  voici  au  nombre  de  cinq;  y  a-t'il  un  «avant,  qui  puisae  «e  vanter  davoir 
vu  reunis,  dana  un  meme  corps,  autanl  de  sea  disciples?  Que  ne  pouvons  nous  lui  temoigner,  a  la  Uce  du  monde, 
nolre  tendre  el  eternelle  reconnaiaaance,  et  prouver  par  la,  ce  que  je  nai  pu  exprimer  que  uiblemenl  dans  cet  eioge: 
que  nolre  illuatre  Mallre  elail  auasi  digne  dadmiralion  par  ses  rarea  vcrtus  qne  par  la  foree  ctonnante  de  aon  genie! 
Pleurez-le  avec  lea  sciences  qui  lui  doivent  Unl  de  progrec.  avec  1'Acadeuiie  qui  n  a  jamais  fait  de  perle  auasi  grande. 
avec  sa  umille  dont  il  a  ele  1'honneur  el  le  «outien!  Mes  larmes  se  meleront  aux  vdlres,  el  le  couvenir  dea  bienuiu 
que  je  lui  doia  en  mon  particulier,  ne  eeflacera  jamais  de  ma  memoire.  I 

(I)  II  m'esl  blen  doai  de  pouTolr  dire  «ax  lecteur*  de  eel  *toge,  qoe  le  Roi  de  Pruue,  le  Roi  de  PoJoeae,  le  Priut»  royal 
de  Prosse  et  1«  MareraTe  de  Sehwedl  onl  prii  pert  ■  la  perte  que  l'Arademie  <  (aite  par  la  roort  do  M.  Baler, 
et  qu'Us  ool  tefnoigoe,  *  »»n  flls  alnd,  leurt  regreU,  par  dei  letuet  de  condolesnce  iaflnimeat  boaorable*  sa  dcfOni, 
pat»qa'ellei  rendent  justke,  dsas  les  terne»  lei  plu*  |racteat,  *  ses  Uleiu  romme  *  se*  Teruu. 

(4)  U  j  »  proprement,  s  l  Acsderaio,  boit  mau^meucioa»,  qui  oat  ea  l'»T»uts«e  de  jouir  raccessiTement  det  instrucuoBt 
d«  M.  Baler;  MToir:  MM.  J.  A.  Euler,  KolelaikeT,  RoamoTtk;,  Krsfrt,  Laxell,  lookhodtio». 
GoloTiae  el  moi;  mais  troii  euienl  sbsons. 

O  me*  cbers  amis  el  conlreres  que  j'si  to  rerser,  d  celte  apostropbe  dktee  psr  le  coear,  de»  larmei  d'aUeDdrii- 
«imeot!  Jo  n'ai  pu  que  to»s  serrer  U  m»l«,  aprt*  qtie  la  doulour  m'eAl  etoone  la  roH;  mai»  je  ««•  perdrai  Jsmsi. 

el  s  1'amoar  que  too»  *Tei  nrantre.  *  rotte  occs»ion,  pour  aolro  cber  et  iaromparsble  Meltre. 
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Sous  quelque  rapport  que  l'on  considere  les  diverses  recherches  sur  la  Theorie  des  INombres,  on 
sera  toujours  conduit,  cn  dcfiniUve,  a  n'y  voir  que  des  applitalions,  plus  ou  moins  directes,  de 
1'Analjse  Indetcnninee.  Cest  aussi  la  maniere  de  voir  de  Legendre  qui  ne  scpare  point  ces  deux 
parties,  et  les  regarde  comme  nc  faisant  quune  seule  et  meme  branche  de  lanalyse  algebrique.  En 
partant  de  ce  point  de  vue,  et  prcnant  en  considcration  la  variele  inflnie  des  equations  indeterminees, 
oo  decouvre  un  champ  immense  dans  les  speculations  sur  les  nombres.  Pour  proceder  mclhodiquement 
dans  les  nombreuses  recherches  de  ce  genre,  la  premiere  question  qui  se  presente  naturellement  est 
de  savoir  si,  panni  toutes  ccs  equaUons,  il  ne  s'en  trouve  pas  quelques  unes  qui  meritent  une  etode 
particuliere  et  approfondie  sous  le  rapport  de  leur  utilite  et  de  leur  application  aux  qucstions  les 
plus  generales  et  les  plus  interessantes  de  l  Arithmetique  transcendante.  Or,  c  est  precisement  ce  qui 
arrive,  et  l  on  sait  fort  bien,  que  la  propriete  que  les  nombres  possedent  de  satisfaire  a  certaines 
classes  dequations  indeterminees ,  est  caracterisee,  dans  les  recberches  numeriques,  par  diQerentes 
denominalions  telles  que  divisibilite ,  congruence ,  farme  quadratique  etc.  Toutes  ces  proprietes  servent 
de  base  aui  dilferentes  doctrines  de  la  science  des  nombres.  Ainsi,  la  resolutioo  des  equations 
indeterminees ,  de  forme  tres  variee,  repose  presqucn  entier  sur  les  notions  foudamentalcs,  relatives 
a  la  divisibilite,  aux  congruences  et  aux  forroes  quadratiques. 

Dapres  ce  qui  vient  detre  dit,  il  est  tres  naturcl  de  partager  un  traite  sur  la  Theorie  des 
Nombres  en  deos  parties,  dont  la  premiere  doit  contenir  tout  ce  qui  est  relatif  aui  generalites  de 
la  science,  telks  que  les  recherches  sur  la  divisibilite  de  diverses  formules,  la  tbeorie  des  congruences, 
relle  des  formes  quadrati(|ucs  etc.,  et  la  seconde,  les  applications  de  tous  ccs  principes  a  la  rcsolution 
des  equaUons  indetermioees  de  dilferentes  formes.  ou  a  la  soluUon  des  problemes  qui  se  reduisent 
a  de  telles  equaUons.  Les  subdivisions  a  etablir,  pour  etre  parfaitcment  sjstcmatiques,  exigeraient 
beaucoup  plus  de  peine,  et  laisseraient  peut-ctre,  malgre  tous  les  soios,  a  desirer  sous  plusieurs 
rapports,  vu  la  grande  variete  et  rhetcrogcneite ,  du  moins  apparente,  des  questions  que  l'on  a 
fait  entrer  dans  la  Theorie  des  Nombrcs.  Aussi,  un  programme  detaillc  et  bien  raisonne  de  cette 
science,  serait-il  un  travail  tres  mcritoire. 
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En  examinant  avec  soin  lcs  nombreux  mcmoires  dEuler  sur  rarithmaique  transccndantc,  et  en 
les  classant  conformement  aux  idces,  en  partie  cmises  plus  haut,  on  parvient  a  fonner  un  cnsemhle 
qui,  sauf  quelqucs  legercs  lacunes,  presente  un  traite  suffisamment  complet  sur  la  scienrc  dcs  nombres 
en  gcneral,  et  meme  fort  etendu  par  rapport  a  plusicurs  dc  ses  doctrines.  Dans  la  redacUon  de 
lindex  sjstcmatique,  quc  nous  donnons  ci-aprcs,  nous  nous  sommes  conformes  a  ce  qui  vicnt  d'Atre 
dit  relativcment  a  la  division  de  la  science  en  deux  partics.  Seulcment,  pour  faciliter  la  recherchc 
des  memoircs  dEulcr,  nous  avons  suhdivisc  la  serondc  partie,  c'est-a-dire  les  applications  dcs 
principes  generaux  «  1'analvse  indctcrmincc  ou  a  l  analvse  de  Diophante,  en  deux  seclions:  l'une  qui 
traite  de  la  dccompositiou  dcs  uombrcs  cn  soromes  de  diQercutes  formcs,  ct  1'autre  qui  contient 
lanaljse  de  Diophantc  propremenl  ditc.  Dc  cette  manicre,  lindex  sc  trouve  divise  en  trois  seclions, 
auxquelles  nous  avons  joint  un  appcndicc  sous  lc  titre  de  Mclanyes,  qui,  au  reste,  ne  contieut  que 
cinq  memoires.  ISous  avons  cru  devoir  lcs  mettrc  a  part  par  la  raison,  que  les  questions  dont  ils 
traitent,  se  rapportcnt  moins  directcment  a  la  tbeoric  des  nombres. 

Ainsl,  pour  nous  resumer,  voici  cn  tennes  generaux  lc  contenu  dc  1'lndex: 

Pbsniebe  Section.  Divisibilite  des  nombres,  On  j  a  rcuni  tout  ce  qui  concerne  la  dccomposition 
des  nombres  en  factcurs,  lcs  diffcrcntes  recherchcs  sur  lcs  nomhres  premiers,  sur  les 
sommes  dcs  diviseurs,  lcs  nombres  amiablcs,  sur  la  divisibilitc  de  differcntcs  fonnules,  sur 
la  theorie  des  restes  ct  sur  celle  des  rcsidus  quadratiqucs. 

Secokdb  Siction.  Decomposition  des  nombres  en  sommes  de  differcntes  formes.  On  trouvera  dans 
cette  section  tous  les  memoires  rclatifs  a  la  decomposiUon  des  nombres  en  carres,  en 
nombrcs  triangulairea,  et  en  gcncra),  tout  ce  qui  se  rapporte  a  la  partition  des  noinbres. 
Dans  les  njemoires  de  celte  scction  le  nombre  a  decomposer  est  generalement  donne, 
tandis-qne  dans  les  problemes  de  la  troisieme  scction  tous  les  nombrcs,  lc  plus  souvent, 
sont  indetermines,  et  cest  en  cela  que  nous  faisons  consister  la  difference  entre  ces 
deux  scctions. 

Ttkoisiebk  Sectio*.  Analyse  de  Diophante.  Cette  scctlon,  la  plus  etendue  de  toutes,  contient 
les  memoircs  relatifs  a  la  resolution  de  differentes  equalions  indeterminces,  donnces  im- 
mcdiatement,  ou  bicn  deduitcs  dcs  conditions  du  probleme.  Pour  reduire  la  rccherche 
dcs  memoircs  sur  celte  maticre  a  la  plus  grande  simplicitc,  nous  avons  juge  quc  la  classi- 
fication  la  plus  avantagcuse  ctait  dc  les  ranger  dans  1'ordre  du  nombre  des  equations  simul- 
tances  d  resoudre,  et  non  dans  celui  du  nombre  des  indeterminees  ou  des  degres  des 
equations, 

M£lanoes.    Memoirc*  qul  se  rapportent  plus  ou  moins  directement  a  la  theorie  des  nombres. 

Pour  ce  qui  regarde  les  subdivisions  des  trois  sectlons,  elles  ont  etc  etablies  aussi  sjstemaU- 
quement  que  possible,  et  sans  jamais  perdrc  de  vue  la  condition  essenUelie  pour  un  Jndex,  ceile  dc 
reodrc  ta  rechcrchc  dcs  memoircs  aussi  facilc  qu  on  pcut  le  desirer.  On  en  jugcra  par  la  lccture 
attenUve  dc  la  distribulion  dcs  roaticres  dans  Hndcx,  distribuUon  que  nous  rapportons  ici: 
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Divisibilile  des  nombrcs. 

o)  Sur  les  nombrcs  enliers,  cu  cgard  a  lcur  dccomposition  cn  facteurs.  Tablcs  des  uombres 
prcmicrs.  Totalite  dcs  nombres  premicrs  a  un  entier  donnc  et  plus  petits  que  lui.  Sur 
les  sommes  des  diviseurs  des  nombres.    IVombres  amiables. 

6)    Divisibilite  dc  diffcrcntes  formules. 

c)    Theorie  des  restes  et  des  residus  quadratiques. 
Remarques  sur  la  section  premiere. 


D6composition  des  nombres  en  sommes  de  diffcrentcs  formes. 

a)  Decomposilion  des  nombres  en  carres,  en  nombres  triangulaires  et  en  termcs  proportionnels 
a  des  carres. 

b)  Partition  des 

la 


Analjse    de  Diophante. 

a)  Dclcnnination  dc  deux  ou  de  plusicurs  indctcrminces,  donnees  par  une  seule  equation.  — 
Equations  impossiblcs. 

b)  Dctcrmination  de  plusieurs  indeterminees,  donnees  par  deux  equations. 

c)  Determination  de  plusieurs  indctermiuees,  donnees  par  trois  equations. 
d    Dctermination  de  plusicurs  indeterminces,  donnces  par  quatrc  cquations. 

e)  Determination  de  plusicurs  indeterminces ,  donnecs  par  plus  de  quatre  cquations. 

f)  Problemes  indctermines  qui  conduiscnt  a  plus  dequations  que  dinconnucs. 
Remarques  sur  la  section  troisieme. 

Par  cette  distribution  des  matiercs,  nous  crojons  avoir  atteint  jusqua  un  certain  point  deux  buts: 

1)  eelui  davoir  donne  un  programme  sjstematique  pour  etudier  la  theorie  des  nomhres  dans 
lcs  nombreux  memoircs  d'Euler,  et 

2)  d'avoir  presentc  un  Index  qui  servira  non-seulement  a  trouver  sans  peine  tous  ses  memoires 
rebtifs  a  une  tbeorie  quelconque  de  la  science  des  nombres,  mais  cocore  a  donner  une  idee 
gcnerale  du  contenu  de  chacun  de  ses  ecrits. 

Llodex  acquerrait  un  haut  degre  d'inter£t,  si  on  1'accompagTiait,  ou  si  on  le  faisait  suivre  de 
notes  comparatives  sur  les  diverses  methodes,  emplojees  dans  les  memoires  dEuler,  et  sur  celles 
qui  ont  ete  proposees  plus  tard  pour  les  mfmes  questions.  Dans  un  examcn  de  cette  nature,  il  se 
presenterait  une  foule  de  rapprochoments  et  d'observations  curieuses.  On  pourrait  aussi  faire  entrer 
dans  ces  remarques ,  ou  notcs  additionelles ,  des  renvois  raisonnes  a  la  Correspondance  mathematique 
et  pJtysique  d'Euler  et  de  Goldbach,  ouvrage  qui  contient  tant  dc  vues  ingonicuses  et  reinarquablcs 


Digitized  by  Google 


LVI 


sur  la  science  des  nombres.  Enfin,  une  sppreciation  moUvee  de  limporlance  respective  des  differents 
travaux  d'Euler  sur  cette  brancbe  de  1'analyse,  complcterait  parfaitement  1'appendice  dont  nous 
parlons.  Mais  un  tel  travail  demanderait  beaucoup  de  tcmps,  et  ne  pourrait  Otre  entrepris  que  par 
un  Geometre  verse  a  fond  dans  lanalyse  numerique. 

Entrons  actucllement  dans  quclques  explications  sur  la  forme  de  llndex  et  sur  la  maniere  de 
lemployer.  Et  dabord,  on  observera  que  les  titres  originaux  des  memoires  sout  accompagnes  de 
numeros  en  chiffres  arabcs  qui  suivcnt  lordre  naturel;  immediatement  apres  le  numero  arabe  vient  uu 
autre,  en  caracteres  romains,  qui  indique  la  place  que  le  memoire  occupe  dans  1'ouvragc.  De  plus,  a  la 
fin  de  chaque  titre,  est  donnec  1'Indication  du  tomc  et  de  la  page  oii  se  trouve  lecrit  que  l'on  veut 
consulter.  Les  remarques  qui  suivent  chaque  section  sont  cgalement  numerotees,  et,  pour  ne  pas 
confondrc  ccs  nouveanx  numcros  avec  ceux  quc  porlent  les  memoires  dans  1'lndex,  on  les  a  fait 
preceder  du  signe  §.  tn  regard  du  titrc  original  de  chaque  memoire,  se  trouve,  a  la  droite,  un 
sommaire  de  son  contenu;  ceci  nous  a  paru  dautant  plus  necessaire,  qu'un  grand  noaibrc  de  ces 
titres  ne  peuvent  donner  aucune  idee  des  recherches  exposees  dans  lcs  pieces  correspondantes. 

Supposons  maintenant  que  lon  vcuille  faire  usage  de  1'index  pour  trouver  les  travaux  d  Euler 
sur  une  doctrine  quelconque  de  la  thcorie  des  nombres.  Par  la  nature  de  cette  doctrine,  on  deci- 
dcra  de  suite  a  laquelle  des  trois  scctions  clle  appartient;  puis,  parcourant  les  Utrcs  des  subdivisions, 
relatives  a  cettc  seclion,  on  trouvera  sans  peine  la  subdivision  cherchee,  et  par  suite,  aussi  tous  les 
memoires  que  l'on  avait  eu  vue.  II  pourra  arriver  que,  daus  les  sommaires  des  memoires  trouves,  il 
y  alt  encore  des  renvois;  il  faudra  absolument  consultcr  tous  ces  renvois,  apres  quoi  on  sera  a 
meme  de  se  former  une  idee  gcneralc,  aussi  complete  qu'il  est  neressairc,  pour  un  simple  Index, 
des  travaux  dEuler  sur  la  maUere  en  question.  Enfin,  on  parcourra  les  Remarquei  qui  se 
trouvent  placccs  k  )a  fin  de  la  secUon  consultec,  afin  de  voir  si  quelqucs  points  relalifs  a  la  doctrine 
dont  il  s'agit  n«  sont  point  cnlrcs,  comme  parUes  secondaires,  dans  dautres  picces,  dont  1'objet 
principal  etait  differcnt.  Vu  la  grande  analogic  qui  existc  enlre  les  sections  seconde  et  troisieme, 
comme  nous  1'avons  dit  plus  haut,  il  sera  bon  de  consulter  l'une  et  1'autrc,  toutes  les  fois  qu'il 
s  agira  d'une  question  de  1'analysc  indctcrminee  qui,  par  sa  nature,  donnerait  lieu  a  quelque  inccrtitudc. 

Eclaircissons  ce  qui  vient  d  etre  explique  d  une  maniere  generale,  par  un  exemplc  particulier. 

Proposons  nous  de  trouvcr  le  memoire  d'Euler  qui  traite  de  la  quesUon  de  trouver  cinq  nembres  tch 

que  le  produit  de  deux  quetconques  de  ces  n&mbrts,  augmenle  de  1'unite,  fasse  un  carre(l).  Comme 

ce  probleme  apparticnt,  sans  |e  moindre  doute,  a  lanalyse  de  Diophante  proprement  dile,  il  faudra 

ehercber  le  memoire  dans  )a  seclion  troisieme;  de  plus,  on  obscrvera  qu  il  conduit  a  dix  equations 

indeterminees.  En  parcourant  Ics  subdivisions  de  la  troisicnie  section,  on  s  arrete  a  U  subdivision  e) 

qui  porte  pour  Utre:  Determinatiun  de  ylusieurs  inde'lermine'es ,  donnees  par  plus  de  quatre  equatians. 

Sur  les  trois  memoircs  que  conticnt  octto  subdivision,  aucun  ne  Lraite  de  la  quesUon  dont  il  sagit. 

II  faudra  dooc  consultor  les  Bemarques  sur  la  subdivision  e)  de  la  Section.tr oisieme.  En  effet,  on  y 

(1}  Legendre.  in  dimnanl  la  solution  de  ce  probleme  d'»pri>«  Eulcr  (Tbeorie  d««  nombre*.  (rourieme  edi- 
tion,  T.  2  paa>:  IWj,  dtl  l"avoir  cxtrait  de  la  Corre*pondance  d  Euler  avec  Lagrange.  et  renvoie  aui 
manuacrita  de  Lagrange  depoaea  a  U  liibliolheque  de  Vliutilut.  Qnant  au  rnerooire  que  noua  slloiu 
trouver.  il  n  en  fait  point  menlion. 


Digitized  by  Google 


LVD 

trouve  que  le  tixieme  paragraphe  do  memoire  XLV  (N.  19  de  lindex),  portant  pour  titre  Miscd- 
lanea  analytica,  contient  la  solution  du  probleme  doot  nous  parlons.  Si  lon  desire  coonaitre  le 
contenu  des  autres  paragraphes  de  c*  meaie  ecrit,  on  cberchera  le  N.  19  de  lindex  et  loo  trouvera  ce 

qui  suit: 

cCet  ecrit  est  compose  de  6  paragraphcs,  dont  le  premier  contient  la  demonstration  du  theoreme 
de  Waring,  ou  autrement  de  Wilson,  relatif  a  la  divisibilite  de  la  formule  1 .2.3. . .(/>—  l)-«-l 
par  p,  quand  p^est  premier.  Les  paragrapl.es  2,  3,  K  et  6  se  rapportcnt  a  lanalvse  de  Diophantc, 
et  U  en  est  fait  mention  dans  les  Remarques  a  la  Section  troisieme.  Quant  au  paragraphe  5 
qoi  traite  la  question  de  trouver  les  sommes  des  puissances  de  o,  ,8,  y. . . .,  quand  le  developpement 
de  (1  -•-«*)  (1     Sx)  (1  -t-  yx). ...  est  donne,  il  est  etrangcr  a  la  thcorie  des  nomhres.» 

On  saura  donc  deja  ce  quc  cootiennent  les  paragraphcs  premier,  cinquieme  et  tixieme.  Pour 
Ies  paragraphes  deuxiemc,  troisieme  et  quatrieme,  on  consultera  les  renvois  dont  il  vient  d'etre  qucstion 
dans  la  citation,  et  l'on  trouvera: 

DecziiME  Paragrapiii.   Trouver  quatre  nombres  tels  que  le  produit  de  deux  quelconquts  de  cet 
nombret,  augmente  dc  Vunite,  te  reduise  toujourt  a  un  carre. 

Taoisiini  Paraqraphe.  Methode  pour  reduire  la  formule  (— ~^V-+-  (^— ^1)*  k  un  carre. 

Quatrikmb  Paraoraphe.   Resolution  des  deux  cquations  indeterminees  simultanees  x  -*-  y  =  u1, 
x*-*-y*=v\ 

Dc  cette  maniere  le  lecteur  se  formera  une  idee  nette  du  contenu  des  MitceUanea  analytica , 
et  pourra,  au  besoin,  rccourir  au  memoire  meme  qui,  dapres  lindex,  sc  trouve  inscre  au 
II  Tome,  page  U. 

Prenons  encore,  pour  exemple,  le  probleme  II,  insere  dans  la  theorie  des  nombres  de 
Legendre  fT.  2,  pagc  ik\).  Le  gcomclre  francais,  apres  en  avoir  rapporte  unc  solution  numerique, 
tiree  de  la  correspondance  d'Eulcr  avcc  Lagrange,  citec  plus  haut,  s'cxpriine  cn  ces  termcs:  «Lana- 
Ijse  de  ce  probleme  n'a  point  cte  publiec,  ct  il  est  fort  a  dcsirer  qiTellc  lc  soit,  si  on  pcut  la  trouver 
parmi  les  manuscrits  de  lauteur,  non  encore  imprimes,  car  on  voit  qu'il  scrait  fort  difGcile  de  la 
restituer.»  Or,  par  Tenonoe  de  la  question,  on  verra  de  suite  quelle  se  rapporte  a  la  II  Scction, 
tubdivition  f),  portant  pour  titrc:  problemtt  indetermintt  qui  conduitent  a  ptut  d'e'quations  que  d'in- 
connuet.  En  consultant  lindex,  ou  trouve  qne  lc  troitiime  probleme  du  premier  rocmoire  qui 
entre  dans  cettc  subdivision  (N.  86  de  lindcx),  cst  precisement  celui  dont  il  sagit,  et  que,  de  plus,  la 
solution  dc  cettc  questioo,  ainsi  que  cclle  des  deux  autres,  mcnlionnees  sous  la  m£me  rubrique, 
est  fondec  sur  des  considerations  relatives  a  la  doctrine  de  la  transformation  des  coordonnces,  qui 
est  d'un  interet  majeur  pour  la  gcometrie  analytique.  II  parait  donc  certaio  que  Legendre  n'a 
pas  cu  connaissance  de  ce  memoire,  ni  par  consequcnt  de  la  metbode  fngenieuse  dEuler  pour 
resoudre  la  question  cilce.  Le  mcmoire  dont  nous  parlons  porte  le  numero  XXX  dans  1'ouvrage, 
et  se  trouve  dans  le  Tome  I  a  la  pagc  W7. 

Outre  les  88  memoires  publics  et  les  5  inedits  qui  se  trouvent  classes  dans  cet  Indcx,  le  prcsent 
ouvrage  contient  encore  uo  traite  Inddit,  dune  certaine  etendue,  sur  la  doctrine  des  nombres 

h 
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[Tractatus  de  numerorum  doctrina,  T.  II,  p.  503)  et  K  numeros  aous  le  titrc  Additamenta  tomi  se- 
eundi;  ces  fragmeats  tateressants  sont  tires  d'une  ricbe  collection  de  feuillels  detachcs  et  de  pieces 
manuscrites  d'Euler,  dont  plusieurs,  malheureusement,  se  trouvent  incompletes. 

Le  traitA  dont  nous  parlons  est  compose  de  seize  chapitres;  en  voici  le  contenu: 
Chamtbe  1     Sur  la  composition  des  nomltres. 
Chapitre  II.    Sur  les  dhiseurs  des  nombres. 
Ciupitre  III.  Sur  les  sommes  des  dhiseurs  des  nombres. 
Chapitre  IV.  Sur  les  nombres  premiers  et  non-premiers  entr'eux. 
Cbapitre  V.    Residus  de  la  dhision. 

Chapitre  VI.  Des  residus  qui  naissent  de  la  dhision  des  termes  dune  progression  arithmetique. 
Chapitre  VII.  Des  rrsidus  qui  naissent  de  la  dhision  des  termes  dune  progression  geometrique. 
Chapitre  VIII.  Sur  les  puissances  des  nombrts  dont  la  dhision  par  des  nombres  premiers  donne 

Vunite  pour  reste. 
Chamtre  IX.  Sur  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme  a"±b\ 
Chapitre   X.  Sur  les  residus  quadratiques  par  rapport  a  des  nombres  premiers. 
Chapitre  XI.  Sur  les  residus  cubiques  par  rapport  a  des  nombres  premiers. 
Chapitre  XII.  Sur  tes  residus  bu/uadratiques  par  rapport  a  des  nombres  premiers. 
Ciupitre  XIII.  Sur  les  residus  qui  naissent  de  la  dhision  des  cinquiemes  puissances  par  des  nombres 

prrmiers. 

ChapitreXIV.  Des  residus  quadratiques  par  rapport  a  des  nombres  composes. 
Chapitre  XV.  Sur  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme  x*-*-v1. 
CuapitreXYI.  Sur  les  dhiseurs  des  nombrcs  de  la  forme  x*-+-2y*. 

Les  fragments  dont  il  a  ete  queslion  plus  haut,  sont  les  suivants: 

1)  De  numeris  amicabilibus  (T.  H,  p.  627)  qui  contient  quelques  recherches  analjliques  sur  les 
nombres  amiahles. 

2)  De  numeris  amicabiUbus  (T.  II,  p.  637)  qui  contieot  une  table  de  trente  paires  de  nombres 
amiables,  dont  quatre  ne  sont  point  entrees  dans  le  memoire  X  (T.  I,  p.  102),  portant  le 
meme  litrc  que  cc  fragment    Les  quatre  paires  de  nombres  amiablcs  dont  nous  parlons  soot : 

2*. 5. 131  ct  2M7.W, 

2*. 5.251  et  2*. 13.107, 

2\  19.8563  et  2*. 83.2039, 

2VV7.2609  et  2*.  11 .59 . 173. 

3)  Decouverte  d  une  loi  tout  extraordinaire  des  nombres,  par  rapport  a  la  somme  de  leurs 
diviscurs.  (T.  II,  p.  639).  Ccst  lc  preroicr  travail  d'Eulcr  contenant  1'enonce  de  la  loi 
n  marquable  que  suivent  les  sommes  dcs"  diviseurs  des  nombrcs,  et  qui  est  exprimee,  comme 
on  le  sait,  par  la  formule 

fn  =/(,.  -  I)  -♦-/(»  -  2)  _/(„  _  5)  -/(n-  7)  -+-/(«-  12)-/(n- 15)  - . . . 
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Dans  cet  6crit,  il  presente  cctte  loi  simplcment  comme  un  resultat  de  l'indnction,  et  en  ob- 
servant  m£me  que  sa  dcmonstration  lui  parait  tres  difficile.  Ce  n'est  que  dans  le  ntemoire  XVI 
(T.  I,  p.  23V)  qu'il  letablit  sur  des  considerations  rigoureuses.  M.  C.-G-J.  Jacobi,  dans 
ses  Mathematische  Wtrke  (T.  1.  p.  3*5),  donne  une  demoostralion  elcmcntaire,  tres  elegante, 
de  cette  formule  remarquable. 

*)  (T.  II,  p.  6*8).  Ccttc  piece  n'est  qu'un  petit  fragment  d'un  memoire  qui,  par  les  numeros 
des  paragraphcs  existants,  paraft  avoir  6te  fort  etendu.  Les  §§  49,  50  et  51  contiennent 
Ia  resolution  dc  la  question  suivante:  Trouver  un  triangle  dans  lequel  les  trois  droites, 
menees  de  chacun  de  ses  sommets  aux  milieux  des  c6tes  opposes,  s'expriment  rationeUement. 
Ce  meme  probleme  est  traitc  dans  lcs  memoircs  XXXVI,  LXXI,  LXIX  ct  LXXXVII  (NiV  72, 
73,  7%  et  75  de  llndcx.) 

Dans  tcs  §§  52,  53,  5V  et  55,  Euler  resoud  la  question  de  trouver  trois  nombres  carres 
tels,  que  la  somme  de  dettx  quelconques  dentreux  soit  toujours  un  carre.  On  voit  que  ce 
probleme  est  une  extension  de  celui  de  trouver  un  trianglc  rectangle  rationel.  Sa  signifi- 
cation  geomelrique  rcvient  a  construire  ttn  paralletipipede  rectangle  en  nombres  ralionels, 
avec  la  condition  que  les  diagonales  de  chacune  de  ses  faces  sexpriment  rathneUement. 

IVous  lerminerons  ccs  cclaircisscments  en  prcsentant  une  table  qui  etablit  la  correspondnnce  des 
numeros  que  les  memoires  portent  dans  louvrage  avec  les  numeros  de  1'lndex.  Cette  table  offrira 
le  moyen  de  trouver  immcdiatement,  en  consultant  1'Index,  le  contcnu  d'un  memoire  quelconque, 
ce  qul,  fort  souvent,  peut  ctre  tres  utile. 

Correspondance  des  numeros  des  memoires  dans  louvrage  avec  leurs  numcros  dans  Vlndex. 


1 

18 

XX 

20 

XXXIX 

46 

LVIII 

63 

LXXVII 

u 

43 

XXI 

3* 

XL 

48 

UX 

3 

LXXVIII 

80 

111 

•25 

XXII 

44 

XLI 

47 

LX 

9 

lxxix 

88 

IV 

16 

XXIII 

41 

XLII 

24 

LXI 

4 

LXXX 

63 

V 

32 

XXIV 

8» 

XLIU 

40 

LXII 

8 

LXXXI 

60 

VI 

20 

XXV 

10 

XLIV 

42 

LXIII 

8 

LXXXII 

79 

VII 

17 

XXVI 

2 

XLV 

19 

LXIV 

0 

LXXXI1I 

84 

VIII 

70 

XX  VII 

3« 

XLVI 

77 

LXV 

48 

LXXXIV 

6H 

IX 

37 

XXVIII 

02 

XLVII 

I 

LXVI 

7 

LXXXV 

30 

X 

15 

XXIX 

78 

XLVIII 

30 

LXVII 

23 

LXXXVI 

61 

XI 

12 

xxx 

86 

XLIX 

01 

LXVIII 

88 

LXXXVII 

78 

XII 

31 

XXXI 

6» 

L 

14 

LXIX 

74 

LXXXVIII 

87 

XIII 

33 

XXXII 

80 

Ll 

00 

LXX 

88 

LXXXIX 

(•) 

XIV 

81 

XXXIII 

83 

LU 

11 

LXXI 

73 

XC 

83 

XV 

33 

XXXIV 

29 

LHI 

36 

LXXII 

62 

XCI 

93 

XVI 

13 

XXXV 

30 

LIV 

21 

LXXIII 

81 

xcu 

87 

XVII 

71 

XXXVI 

72 

LV 

22 

LXXIV 

82 

XCIII 

76 

XVIII 

*S 

xxxvu 

28 

LVI 

40 

LXXV 

67 

XCIV 

8« 

XJX 

27 

XXX  VUI 

35 

LVU 

86 

LXXVI 

66 

(•)    TractatMi  d*  mmwonm  ioctrina  (ATartiMomeot      l  lodex,  T.  I,  p.  LVIII.) 
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INDEX  SYSTEMATIQUE 

DES  MEMOIRES  DE  L.  EULER  RELATIFS  A  LA  THEORIE  DES  NOMBRES.  . 


tteetlem  premlere. 

DIVISIBILITB  DES  NOMBRBS. 

Sur  les  nombres  entiers,  eu  egard  a  Itur  decomposition  en  facteurs.  Tables  des  nombres 
premiers.  Toiatite  des  nombres,  premiers  a  un  entier  donne  et  plus  petils  que  lui.  Sur  les 
des  dkiseurs  des  nombres.  Jiombres  amiabUs. 

Sur  la  construclion  dcs  tables  des  nombres  premiers 
el  de«  plus  petils  diviseurs  de*  nombrcs  composes,  depnis 
1  jusqn'a 


1 .  XLVII    D*  tahula  numtrorum  primorum,  usqut  ad  m.7- 

lionem  et  ultra  conlinuanda ;  m  qua  simul  om- 
ntum  numerorum  non  primorum  mtnrmi  dieito- 
rts  exprimantur.  (r.II,p.6l) 

2.  XXVI.   Quomodo  piram  fracmatmi  tml  «xpiorandi, 

nlrvm  eint  prinri,  nec  nt?  \T.  I,  p.  379.) 

3.  LIX.     Dt  variit  modis  numtros  praegrandes  exami- 

nandi,  uirum  tmt  primi,  nte  nef  [T.  U,  p  198.) 

4.  LXI 


5.  LXIIl. 


proprietatibut.  [T.  n,  p.  249.) 
6.  LXIV.    IUuttratio  paradoxi  eirea  progrtssiontm  nu- 
merorum  idoruorum,  d'm  congruorum.  [T.  II, 
,.261.) 

7    LXVI.   Extrait  dTune  Itttrt  i  M.  Beguelin.  (7\  II, 
p.  270.) 


8.  LXII.     Utrum  hie  numtrus: 

ne,  mauirilur.  {T.  II,  p.  243.) 


det  ptrterutandi ,  utrum  sint  primi,  nec  ntf 

[T.  n,  p.  220.) 

Dt  formulis  tptciei  mxx-»-nyy  ad  numerotpri- 


Becbercbe*  cur  lec  nombres  4e  la  forme  4m-i-f , 
lant  quils  «ont  premiers  ou  composcs. 

Lcs  memoires  3,  4,  5, 6  et  7  contieimcnt  1) 
ches  «ur  la  divuibilite  dea  nombre*  quand  nn 
po*e  en  somme«  de  la  fonne  x*-*-k«*,  ax*  -t-/?y';  2)  la 
determinalion  des  cxprcssions  de  rette  fonne,  ayant  la 
propriele  de  ne  fotirmr  quune  «olution  a  1'equalion 
ax* = 

daiu  le  seul  cas  ou  X  est  preroier ;  3)  lcs  valcurs  du 
produit  OfJ  pour  losquelles  1'equalioH  ax *  -»-/?y !=  A' jouit 
dc  cette  propriete ;  4)  1'examcn  de  ccs  valeurs  de  afl,  de- 
signees  sous  la  denominafion  de  numtri  idonti  [nombrtt 
eoswenabtes)  (');  on  prouve  en  meme  temps  que  lcur 
nombre  n'est  quc  de  65 ,  et  que  le  pms  grand  denlreux 
est  egal  a  1848. 


1000009;  oa  arrive  a  la  conclu- 
sioa  quc  ce  nombrc  est  compose.  el  que  son  plus  pctit 
diviseur  est  293. 


(I)  Csil  atast  qu  'Enler  l««  ippcuo  lai  mtme  co  tnopi*  i»n»  V&ctrait  4*ne  ttttrt  a  H.  «Ucaclia,  N.  LXVI. 
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9.  LX. 


10.  XXV.  De 


premiera 

U  for- 


qvasdam  infignet  ]<rojnritlalti 
(J.ILp.  127.) 


II. 


tfune  M  fowf  txlraordimtire  dtt 
nombret,  par  rapjxrt  <i  la  tomme  dt  Itur*  diei- 
m  (Z\  II,  p.  639.) 

12.  XI.     Otormtf»  dt  mmmi,  mvitonm  IT.  1,  j>.  146 .) 

13.  XVI.   JWnifraft©  theortmatii  ctrtu  erdme»  m  , 

(r.  i,  P.  234.) 


Detennination  dune  munitude  de 

par  lexcluaion  des  valeur*  de  o  qui 
mulc  232«'-t-l  a  un  nombre  compose. 

Ce  memoire  commence  par  1'obacrvation  que  la  for- 
mule  2*"-»- 1  qui,  «uivant  une  aaccrtion  de  Fermat,  ne 


diviaettr  eat  cgal  a  641.  Euler  fait  voir  enaiiile,  qu'il 
nexicle  aucunn  fonclion  algebrique  enliere,  propre  a 
qne  dea  nombrea  premier».   Recberche  dea 
«,  ponr  leaqnelle*  la  fornrale  a*-+-l  e*t  divi- 
aible  [xar  un  iiombre  pr<Miiit?r  donne  de  la  fornie  4n-4-l. 
Viennent  enauile  lea  lablea  auivantea: 

1)  Une  Uble  dont  la  premiere  colonne  conlient ,  par 
ordre  de  grandeur,  toua  lea  nombrea  premiera  de  la 
forme  1 ,  juaqn'a  1997,  deeompoac*  en  deux 
carrea,  et  la  aeconde  lea  valeur*  de  a  qui  rendent 
la  aomme  a*-+- 1  diviaible  par  ce*  m4me*  nombrea. 

2)  Uoc  lable,  moina  etendue,  conlenant  tea  valeora  de 
a  prnprea  k  rendre  la  aomme  a'-t- 1  divisilile  par 
dea  puiasancea  dea  nombrea  premier*  de  la  forme 
Vn-r-i. 

3)  Quatre  tablca  qui  contienncnt  lea  valeun  de  a 
proprea  k  reduire  lea  quatre  formulea 

a  dea  nombrea  premien. 

4)  Une  table  dea  diviaeura  de  la  fornmie  aa-t-l .  depuis 
a=i  jusquA  a=!500,  qui  fonmit  nnc  multitude 
de  nombrea  prcmiera  de  grandeur  considerable. 

Deduction  de  la  formule  pour  trouver,  combien  il  y  a 
de  nombrea  plua  petiU  qu'un  nombre  donne,  et  premiera 
avec  lui.  (Voye*  auaai,  4  ce  aujet,  le  N.  26  de  1  Index). 

Cea  trois  memoire*  traitent  de  la  delcrminalion  dea 
aommea  dea  diviaeura  dea  nombrea.  Pour  le  premier  de 
ce«  memoirea,  voyex  l'.4r«rft»*»i»M«i/  (p.  LVHI).  Le  aecond 
conlient  une  table  de  cca  aommca  pour  toua  lea  nombrea 
juaqu'4  100.  Enfin,  dan*  le  troiaicme,  on  trouve  la  de- 
moiutmlion  rigoureuae  de  la  loi  reniarquabl<;  qni  lie  cn- 
Ir  ellea  lea  aommea  dea  diviceur*  de  diflerenu  nombrea. 


14.  L. 


(2Il,p.  105) 


i  recherrhe*  aur  le  developpemcnt  du  produit 
infini  (1 —ac)  (I —**)  (I —*')  (1 —**)... .  par  rapport 
4  la  «omme  dea  diviaeurs  d'un  nombre.  —  Diverae*  pro- 
priete*  dea  nombrcs  pcntagonaiix. 
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15.    X.     Dt  numtrit  amieabUibut.  (T.  I.  p.  102.) 


Dt 


(T.  II,  p.  627.) 

.  (r.  ii,  P.  «37  ) 


Ce  memoire  contient  dflj  recherchec  tr*s  etendues  sur 
les  nombrtt  amiablt»,  cest-a-dire  «ur  deux  nombrec  leU, 
que  chacun  deux  soit  egal  a  la  somme  des  parlies  ali- 
quotes  de  1'antre,  en  exrluanl  toute  fois  de  cctte  »mme 
Je  nombre  lui  m£me. —  On  troiive  aucsi  ilansce  memoire 
1)  une  table  de<  «omrac*  de*  diviseur*  de  difterente«  puis- 
sances  de  tou«  les  nombres  prcmicrs,  inferieurs  a  1000. 
Ces  sommes  de  diviseurs  sonl  prcsentces  «ohs  forme  de 
produils  de  (acteurs  cimples.  2)  61  paires  de  nombres 


(p.  LVllI.) 
(p.  LVIU). 


Voycz 
Vovex  T 


b)    Divisibdite  de  differenks  formules. 


16  IV. 


17.  VII. 


18.  I 


Theartmatvm  quorundam  ad  buitwtoj 

;r.i,p.2i) 


Tkeortmata  eirca  diritoret  numeronnn.  [T.  I, 
P  50  ) 

alUtque  ad 
p.  1.) 

Addilamentvm  adannum  1772.  Extrail  d"unt 
Itttrt  A  M.  Bernoulli,  eoncemant  le  mtmoire 
imprimi  parmi  cntx  d»  1771  p.  318.  [T.  I, 
p.  58*.) 


19.  XLV.  MuetUanca  analytica.  [T.  II,  p.  M  ) 


Demontilration  du  theoreme  de  Fermat  relalif  a  la 
divisibilite  de  aP  '  —  1  par  p,  qnand  p  est  premier,  et 
a  premicr  a  p.  (Vojcz  le  N.  27  de  1'lnde  x). 

Sur  lcs  diviscurs  des  nombrcs  de  la  formc 
{a-*-by—a>'-W,  (a-r-by—a—b,  aP—a, 

Sur  lec  divisenrs  dcs  nombrcs  de  la  forroc 
«"±1,  an~~'  ,n-'>-l,  3"ztl,  r±2n. 

Criteres  pour  juger  laquelle  dcs  deux  formules 


10  1   —1,   oii    10  1 

est  divisible  par  p,  p  elanl  un  nombrc  prcmicr.  En  outre 
cette  lcttre  conticnt  dcux  remarques  iiileressantes: 

1)  que  lc  pluc  grand  nombre  premier  connu  est 

2*'  —  1=2U7»836*7; 

2)  que  les  quarantc  premicrs  termes  dc  la  formule 

ki  — *-l-x* 
cont  tous  dcs  nombres  prcmierc. 

Ccl  ecrit  ect  compoce  de  6  paragraphes,  dont  le  premier 
contienl  la  dcmonstration  du  Iheorcme  de  Waring,  on 
antrement  de  Wilson,  relatif  a  la  divisibilite  de  U  for- 
raule  1 .2.3- .  .{p —  fl)-t— 1  par  p,  quand  p  est  prcmicr. 

Les  paragraphes  2,  3,  *  et  6  «c  rapportcnt  A  1'analyse  de 
Diophante,  el  ii  en  csl  fait  mcnlion  danslec  Remarqutt 
h  U  Sedion  iroitiemt.  Qoant  au  paragraphc  5,  qui  traite  U 
queslion  de  trouver  lea  «ommcs  des  piii*sances  o,  /5,  y. 
quand  lc  dcveloppement  de  {l-*-ax\(l-t-(ix){i  -t-jx).. . 
eat  doime,  il  est  ctranger  i  la  tbeorie  des  nombres. 
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20.    VI.      Theoremala  nrca  diriioret  numrrorvm  in  hac 

forma  paa  ±  qbb  conlenlorwn.  [T.  I,  p.  35.) 
21    UV.    Dt  intigni  promotione  tcitntiat  numerorum. 

[t.  ii,  P.  m.) 

22.  LV.  Morae  dtmonttrationtt  circa  diruoret  numero- 
rum  forma»  xx  -t-  njy .  [T.  II,  p.  159.) 

23-  LXVII.  Dt  diritoribut  numtrorum  i»  forma  mxx-4-njj 
eonlenJorum.  [T.  II,  p.  272.) 

24.  XJJI.  De  quibutdam  tximiit  proprittatibut  eirea  diti- 
toret  potettatum  occurrenlibut.  [T.  II,  p.  I .) 


NN.  20  a  23.  Sur  1**  diviteurs  d««  nombrea  de  la  forme 
tnx^-t-nu*.  Ce*  qualre  memoires  renferment  de«  re 
cherches  ires  eleodnes  «ur  cette  matiero  et  un  grand 
nombrc  de  theoremcs  qui  s'j  rapportent.  Le«  memoireg 
LV  et  LXVII  contiennenl  en  outre  de«  Ubles  d'un  usage 
utile  dans  cetle  theorie. 

Sur  les  diviceurs  de«  nombres  de  la  forme  faT-r-g. 
Lo  supplement  a  ce  mcinoire  conlienl  de«  recberches  «ur 
le«  restes  quc  lon  obtient  en  divisant  des  nombres  carrea 
par  des  entiers  de  forme  donnee;  on  j  trouve  au««i  des 
proposilions  sur  les  diviseurs  dc  quelques  formes  qua- 
dratiques.  Ce  supplement  se  rapporte  donc  en  partie 
a  la  subdivision  e)  cidcasous. 


c)    Theorie  des  restes  ei 

25.  III.     Solutio  proUtmatit  arithmetici  dt  innmitndo 

numtro,  qui  per  datot  numerot  diritut,  relin- 
quatdata  retidua.  {T.  l.p.  II.) 

26.  XX.    Theortmala  arilhmelica  nora  methodo  demon- 

ttrata.  [T.  I,  p.  274.) 


27.  XIX.    Tkeoremala  eirea  rttidua  tx  divitione p 
relicta.  [T.  I,  p.  260  ) 


28.  XXXVD.  Dtmonttrationet  eirea  rttidua  tx  dititione  po- 
tettatum  per  numtrot  primot  ruulimtia.  (T.  I, 
p.  516.) 


des  residus  quadratiquts. 

Delerminalion  dun  nombre  qui,  divise  par  un  enlier 
donne.  produil  un  reste  cgalement  donne.  Celle  question 
se  reduit  a  )a  rcsolulion  d'nne  equation  indelerminee  du 
prcmicr  degre  a  deux  inconnues.  Exemples  numcriques. 

Sur  les  restes  provenant  de  la  division  des  termes  iuc- 
cessifs  d'une  progression  arithmelique  et  geometrique. 
De  la  on  deduit  la  formule  qui  sert  a  trouver  combien  il 
j  a  de  nombres  plus  petils  quun  nombre  donne,  el  prc- 
miers  avec  lui;  (N.  11  de  l  lndex).  Extension  du  theo- 
reme  de  Fermat,  dcmontre  dans  le  numcro  16  de  l'ln- 
dex,  au  cas  d'un  diviceur  composc  quelconque. 

Recherche«  sur  les  proprietes  de  la  serie  de*  reste* 
que  l  on  nbtient  en  divisant  par  un  nombre  premier  les 
termes  successifs  de  la  progression  geometrique 

1.  a,  o\  «i»  

Ces  consideralions  conduisent  a  une  demonstralion  du 
theoremc  de  Fermal,  cxpose  dans  le  N.  16  de  llndcx. 

Diverses  propositions  sur  lcs  restes  provenant  de  la 
divicion  des  termcs  de  la  progression  geomctrique 

1,  a,  a1,  a' .  . . .  . 
par  un  nombre  premier.  Cas,  oo  celle  serie  comprend 
tous  les  nombres  inferieurs  au  nombre  premier  donne;  la 
base  a,  qui  satisiail  a  cette  condition,  s  appelle  racine  pri- 
miftr».  Totalite  des  racines  primitives  appartcnant  a  un 
nombre  preroier  donne.  Table  de  cet  racines  pour  les 
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onzr  nombre*  premiers  3,  5,  7,  11,  13,  17, 19,  23,  31  el 
37.  GenenliMtion  du  tkeoreme  de  Fermal  dont  i|  eat 


$1 


$2 


quc.lion  dans  le  N.  26  de  llndex  —  Sur  lea  diri 
aeura  de  qnelques  formes  quadraliques. 

29  XXXIV.  Otterraiionet  eirca  tiirisionem  quadratorum       Cec  deut  «aemoirec  contienncnt  unc  theorie  dcuillee 

per  numerot  primot.  (T.  I,  p.  477.)  des  reciduc  quadratiquec  et  dec  mdice»;  on  y  trouve  au«*i 

30  XXXV.  Ditquititio  aeeuraiior  eirca  rttidua  ex  dititione    des  tablec  forl  ulilec  ponr  cette  matiere. 
Uorum  altiorumque  potetlatum  per  numerot 

[T.  \,  p.  487.) 

REMARQUES  SUR  LA  SECTION  PREMIERE. 
A  la  cubdivision  a)  ce  rapportent: 
La  fin  du  memoire  XII  (N.  31  de  llndex)  qui  traito  de  la  quecdon  dc  «avoir,  ci  un  nombre  donne.  de  la 
formc  4m  -*- 1 ,  esl  ou  non  prcmier.  On  arrive  a  ce  but  en  decidant,  ai  ce  nombre  e«t  decompocablc  cn 
deux  carrec,  et  cela  dunc  «culc  manicrc. 
La  fin  do,memoire  XIII  (N.  33). 
A  la  cubdivision  b)-. 

%  3.    Lcc  chapitrea  I,  II,  III  el  IV  du  Tractalut  d»  numerorum  doctrima,  T.  II,  p,  503.  (Voyex  YAvertittemmt.) 
$  4.    Le  commcncement  du  memoire  XV  (N.  32  de  1  Index).  qiii  conticnl  q.ielquec  propocitionc  cur  la  divi- 
cibilitc  dec  formulec  binomec. 

Quelquea  pacaagec  dcc  mt-inoirec  XIII  (N.  33),  XXI  (N.  34),  XXXVII  (N.  28)  et  XXXVIII  (N.  35),  qui 
contiennent  dec  obcervalions  cur  les  diviseurc  de«  formet  quadratiques. 
A  la  cubdivision  c): 

Le«  chapitres  IX,  XV  et  XVI  du  Traetatut  de  numtrorum  doetrina,  T.  II,  p.  503.  (Vovca  I '  Atertwement.) 
Une  partie  du  supplement  au  memoire  XLll  (N.  24  de  llndex)  et  le  mcmoirc  LV  (N.  22)  en  lant  qu  il  y 
esl  queslinn  dcc  recidus  quadratiques. 
$  8.    La  partie  du  mcmoire  XXXVIII  ;N.  35)  dans  laquclle  il  cct  queclion  de  la  divisibilite  de  la  formule 

Xx*-*-  fty*-t-rz*  par  un  nombrc  premier. 
S  9.    Lec  chapilrec  V,  VI,  VII,  VIU.  X,  XI,  XII,  XIII  et  XIV  du  Tractatut  de  numtrorum  doetrina,  T.  U, 

p.  503.  (Voyex  V Aiertiuemenl). 
S  10.  Le  merooire  XV  (N.  32)  par  lanalyse  qui  y  est  employee. 
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DECOMPOSITION 
•>    Decomposition  det  nombret 


NOMBRES  EN  SOMMES  DE  DIFFERENTES  FORMES. 
tn  ctirres,  en  nombres  trianaulaires  et  en  termes  proportionnds 


31    XII.  De 


qvi  tunt  aggrtqata 
[T.l.p.  155.)) 


d  des  carres. 

Decomposition  d'nn  nombrc  en  deux  carres. 
stration  dc  la  proposition  dc  Fcrmat  rclativc  a  ce  que 
tout  nombrc  prcinier  dc  U  formr  4n~t-l  csl  decompo- 
sahle  en  deux  earre*,  et  ccla  d'une  senle  mantere.  La 
fin  du  mcmoire  sc  rapportc  a  la  dislinction  dca  i 
de  la  formc  4»-»-l,  en  Unt  qu'iU  «ont  premiers  < 
posec. 

(Voycx  $  1  des  Remarquet  tur  la  Seetion  premttre). 
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32.  XV.    Drmowiratio  theartmatii  Fermatiani.  omnnn  nu-       Decompocitton  d'un  nombre  premier  de  la  forme  in-t-i 

mervm  primum  formae  4n-»-l  tttt  rurnmam  en  deux  carres,  et  d'un  nombrc  quelconqu*  en  quatre 
<W«m  quadratorum.  (T.  I,  p.  210.)  carres,  fondee  «ir  la  theorio  des  reddus  quadrafiqut». 

33.  XIII.    Sptcmen  de  utu  obterralionum  in  matheti  pura        Represenlation  des  nombrcs  par  la  formo  2*1-»-*1, 

(T.  l,p.  I7k.)  fondee  «ur  lcs  proprietos  des  diviseurs  de  la  formule 

2a*~t-b*.  Application  de  ces  principes  a  la  distinctioa 
des  nombre«  prcmicrs. 

34.  XXI.   Supplcmentum  qvorvndam  theorematnm  arithme-       Representation  des  nombres  par  la  formo  '.ix^-t-q1. 

ticorum,  quae  in  mmnullu  dtmonUratiouibui    fondee  «ur  les  proprictes  dcc  diviseurs  de  )a  formule 

la  Section  Iroitiemt,  tubdiriiton  a). 

35.  XXXVTO.  -V«ro«  demomtratumti  circa  retcdulionen  nu-       RepresenUlion  dos  nombrcs  par  lcs  formes 

merorum  in  quadrata.  (T.  l,p.  538.)  x,-l-y,,    *,-+-2yt,  *,-l-3y^ 

fomlre  sur  les  propricles  des  diviseurs  de  ces  mrmes 
forrotiles.  Les  sommes  dont  il  est  queslion  fournissent 
des  exemplcs  dc  fonctiom  temblaUe*  qui,  ctanl  multi- 
plieea  entre  elles,  donnent  des  produils  «emblable*. 
Recherches  «ur  )a  maniere  dc  rendre  la  somme 

divisible  par  un  nombre  prcmicr  doniic,  qui  ne  diviae 
aucun  des  trois  coeffleienU  X,  u,  v.  (Voypz  le  J  8  des 
Rtmarquei  tur  la  prtmiht  Section.) 

36.  LIII.    De  inductiont  ai  plenam  ctrtiludmem  crchenda.       Decomposition  dun  nombre  cn  quatrc  carros  el  en  trois 

(T.  II,  p.  13».}  triangulaircs,  fondee  sur  une  proposition,  non  dcmonlree, 

ct  a  laqorlle  on  parvieut  par  voie  dinduction.  Cetle  pro- 
posilion  consistc  cn  cc  que  tout  nombrc  pairement-impair  ttl 
aUcompotabU  tn  dtux  nombret  premiert  de  la  form*  ku-t-i. 

b)    PartHion  des  nombres. 

i 

37.  IX.     Dt  partiticmt  numtrorum.  (T.  I,  p.  73.)  Representation  des  nombres  par  des  sommes  de  diffe- 

renles  formes,  fondee  sur  le  developperoent  des  produils 
compose*  d  une  infinite  de  factcurs  Cc  memoire  con- 
tient  une  lable,  assez  etendue,  indiquant  de  coinbien 
de  manieres  un  nombre  donne  n  peul  eire  fonn^  par  l'ad- 
dition  des  nombres  dc  la  serie  1,  2,  3. . .  .m 


38.  XXVII.  De  panitiont  numerorum  tn  parie»  lam  numero 

qutm  tptcie  datat.  (T.  l,p.  391.) 

39.  XLVIII.  Ccmiideratione*  tuper  thcorrmale  Fermaliano  de 

r.ii.p.92.; 


Hecherchcs  du  mcroe  genre  que  dans  le  memoire  pre- 
cedenl. 

Conaidcrations  «iir  le  theoreme  de  Fermat,  rclalif  a 
la  decomposilion  des  nombres  en  nombres  polygonaux. 
L  auteur  «'appuie  dans  ces  recberches  sur  les  developpe- 
menU  que  l'ou  obtient  en  elevanl  des  polynome*  conve- 
nables  a  de  cerlaine»  puissances. 

I 
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Sor  le  nombrc  hummmmn  de*  tcrmes  dc  la  aerie 

n-t-a      (n-*-i){n  -t-  ia)      (n-t-  i)(n  -t- 1)  (n  -t-  3a)  _ 
1     '  1.8  '  i.JL.3 

ct  cn  general 

(n  -t-  l)  (n  -t-  *)  (n  -t-  3)  (■-*-««) 

M.3....»  ' 

dont  on  puisse  former  par  1'addition  un  nombrc  enlier 
quclconqiic. 

REMARQIES  SUR  LA  SECTION  SECONDE 

A  la  «ubdivision  a)  ac  rapportent  en  partie: 
S  11.   Lcs  memoires  LIX  (N.  3  de  llndex;.  LXl  (N.  41,  LXIH  (N.  5).  LXVI  (N.  7)  et  LX  (N.  9}.  et  en  general 
loutea  le*  questioru»  dc  lanaijse  de  Diophanle. 
A  la  «ubdivi«ion  b' 
l  12.   Les  mcmoiro*  XI  (N.  12  do  1  Index)  el  XVI  (N.  13). 


40.  XLIII.  Propotila  tjuacunque  jiroqrtttiont  Ob  untMtt  m- 
eipieult,  quaerilur,  quot  tjut  i 
ntum  addi  oporttal,  ut 
lur?  {T.  II,  p.  27.) 


a)    Delermination  de  deux 


fcectlon  trol*lcme. 

ANALYSE  DE  DIOPHANTE. 

ou  de  plusieurs  indeterminees , 
Equations  impossibles. 


41.  XX III.  Dt  imh  novi  algorithmi  in  yroblcmaie  PtUiano 

tolvendo.  [T.  \,p.  31(5.) 

42.  XLIV.  Noea  tubtidia  pro  rttolntiont  formulat 

axx  -4-  1  =  yy. 

■XII./.  35.) 


43.  II  » 

nnmerot  mttgrot.  {T.  I,  p.  4.) 

44.  XXn.  De  rttolutiont  formularum  quadraUearum  indt- 

lerminatarum  per  numerot  inteqrot.  T.  I, 
p.  297.) 

io.  LXV.   Rtgula  facilit  proUemala  Diophanlea  per  numc- 
rot  inltgrot  txptditt  rttolvendi    T.  II,  p.  263.) 


Cea  deux  mrmoiro*  traitenl  de  la  rcsolntion  de  1'equa- 
tion  indetermin6e  dc  PelL  ax*H- l=y*.  Enoulrc.  l'Au- 
tcnr  a  accompapne  lc  premicr  de  ces  mcmoires  de  denx 
table*.  forl  uliles  dans  ce  problrme.  La  premiere  con- 
ticnl  le  developpcmenl  de  tous  le«  nombrp«,  non-rarre«, 
au-dcasous  dc  121,  en  fraclions  continucs;  la  «econdc 
donne  Ips  soluliuns  minima  de  lcqualion  *r*-i-l  =y'. 
pour  toules  le«  valeurc  do  a, 
de  100 


NN.  43.  44.  Reaolution  de  I  rqualion 
cecond  degre  <i.; 
en  nombre*  enlierc 


ax'l-t-3x-i-y=:Zy*-t-rlij-t-<}. 


Recolntion  de  I  equation  indetcrminee  du  «econd  degre 

de  plusic 

qui  toient 


L  Auteur  appliqiie  «a  melhnde  a  la 
qucstions  particulicres,  U-lles  que- 

1)  Trouvtr  tout  Itt  nombrtt  Iriangulairtt 


nufmt  tempt  dti  carrit. 
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2)  Trourtr  lout  Ut  nombrtt  rarrit  ttU,  quen  Itt  dimi- 
nuani  dt  f  unili,  o*  obtitmn*  det  nombret  triangvlairrt. 

3)  Trourer  Itt  nombret  triangulairet  qui,  tlanl  triplit, 
donnenl  igalemenl  det  nombret  triangulairtt. 

Ccs  questions  condulsent  evidemmenl  a  la  resolulion 
des  trois  equatioiu  indeterminee*  suirantes: 
**-«-*  .  _v*-t-u 


46.  XXXIX.  Rttolutio  aequationit 

Ax*  -f  2Bxy  -t-  Cyl  t-  2JH  -  2Ev  -i-  F  =  0 


Resolulion  de  1'equation  complete  du  ecrond  degre  a 
deux  indeterminces,  tant  cn  nombres  rationnels  qii  en 


(T.l,p.  549.) 

47.  XLI.  Dt  retnlutione  irraHonalium  per  fractionet  eon- 
tinuat,  ubi  limul  nora  quaedam  et  tingularit 
tpeeiet  mmom  erponitur.  (T.  l,p.  570.) 


48.  XL.    Dt  eriterii*  aequationi*  fxx-4-gyy  =hzz,  utrum 

ea  rttolulionem  admitlat,  nee  nt?  'T.  I,  p.  556.) 

49.  LVI.    Dt  tingulari  genere  quaettionum  Diopkanlearum 

tt 

T  II,  p.  174.) 


50.  LXXXV.  De  re*oluliot\t  huju*  aequalimi*: 

0  =  a  -t-  bx     cy  -+-  dx»  -t-  exy  -i-  fy  *  -f-  gx1  y 

-f-hxy,-f-ix2y* 
per  numerot  ralionaU*.  (T.  II,  p.  467.1 

51.  XIV.    Soiutio  gmtraiii  quorundam  probUmalu»  Dio- 
i,  quat  mlgo  nonniti  tolulionei  tpt- 

[T.  I,  p.  193 


Dan*  ce  memoire,  qni  traite  de  la  rcsolution  generale 
de  leqnation  indeterminee  du  aecond  degre 

Ax1  -f-2  Bxy-t-  Cy*-t-  Dx-t-Ey-i-  F=0 , 
Enler  aaltache  particulierement  a  la  disctimioii  du  raa 
plus  difficile.  cest-a-dire  de  celui  oi.  l  eqiialion  dont  il 
sagit,  apres  avoir  ete  ramenee  i  la  forme 
Ax--t-2Bxy-t-Cy'=N, 
admet  une  infinite  de  solutions,  oc  qui  a  lieii  qtiand 
B*-AC>0. 

La  m^lhode  employee  dans  ce  m^moire  est  fondee  aur 
la  cnnjtidrralion  de«  fraclions  continues,  et  mrvtiuit  a  des 
resultats  curieux  sur  le  minimumde  la  formule  nvc*  —  ny* 
en  nombres  enliers.  Nous  observerons  au«si  que  lanalyse 
dont  l.agrange  a  fait  usagc  en  trailant  le  problcme  de 
Pell,  a  beaucottp  danalogie  avee  celle  dEuler. 

Caracteres  pour  reconnaltrc  si  1'equation  indelerminee 
du  second  dcgre  fx*  -\-gy*  =hzx  est  resoluble  ou  non. 

Ce  memoire  a  pour  but  la  resolittion  de  la  question 
suivanle  la  rcpresenUlion  du  nombre  xVpar  la  forrac 
a,-t-i»6I  elant  dunnee,  trouverr 

1)  les  represenlalions  des  puissances  jV1,  iV\  /V*. . . . 
par  la  m£mc  forme  x^-t-ny* ; 

2)  lcs  valeurs  mijiima  des  mdelcrminee*  soit  de  x, 
soit  de  y. 

Resolution  de  leqnation  indeterminee 
0=a-*-bx-i-nj-+-(ix1!-i~iX!/-*-fy''-4-gx,y-+-kTy1-*-ix'ty'i 
en  nombres  ralionnels. 


a■*-l-y»=^^  x,-+-y1-f-J^»=*,,  «'-f-y' 
Ce  roemoire  conlient  une  Ubie  des  nontbres  de  la 
m,-+-3*,1  inferieurs  a  1000. 
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52.      V       Thtoretnalum  quoruntlam  orilhmeticorum  iltmon- 
ttrarionet.  {T.\,r.2V) 


53.  XXXIII.  Obtervalumet  eirea  Wto  biquadraia ,  quorum 
summam  >n  tluo  alia  bujuadraSa  retoUert  liceat 

(T.i,p.m.) 

W.  LXXXUI.  Dilucidalitmet  eirca  btnat  tumnun  rfuorvm 
biquadratorum  inter  «  0*91«/«.  (r.  U,  p.  450.) 

55-  LXVUI.  Rttolutio  formttlae  Diophanleae 

ab  (inaa  -H  nbb)  =  cd  (mrc  -f-  ndd) 
ptr  numerot  ralionaltt.  (7-  II,  p.  281.) 


56.  LVII.    0«  eatibut,  quibu*  hanc  formulam 

x*-*-kxxyy  ~t-y* 
ad  quadratum  reducere  lieei.  ( T.  II,  p.  183.) 

57.  LXXXVHI.  I>»  eowftiM,  7*16««  formulam 

x*  =fc  mxV-*-y* 
ad  fMdhi/Mm  ratecre  fetf.  (r.  U,  p.  192.) 

58.  LXXIX.       intigni  promotione  anaiutit  Diophanleae. 

{T.  II,  p.  418 ) 


59.  LXXVm.  Retolutio  facilit  quatttionit  diffieiUimat,  qua 

hatc  formula  maximt  gtntralit: 

v  V(ax«-i-  by»)V  ta*f  bz',* 
adquadratum  reduci  pottulatur.  [T.  U,  p.  414  .) 

60.  LXXXI.  Inrttligalio  binorum  numerorum  forrme 

quarum  productum,  tite  quolut  tit  quadralum. 
{T.  II,  r.  438 


lV-moru;tratk>n  dc  I  impos«ibilile  de«  denx  equation*: 
x*  ±  y*  =  x1,  en  nombre*  raliouneU  Mcme  concluaion 
par  rapport  aux  equation*  2x*±2y*=x\  «auflecaa 
evident  de  x=y,  ct  aux  formulr* 

Aucun  nombre  triangulaire.  1'unile  exceplee,  ne  peut  etre 
egal  4  un  bi-carre.  La  formule  x*-*-2y*  ne  peut  «e 
rcduire  a  un  carre,  «auf  le  ca*  y=0.  Si  la  formulc 
a*-t-kb*  ne  peut  devenir  un  carre,  la  merae  impowibilile 
aura  lieu  par  rapport  a  la  formule  ^te/JV-^o'/?**. 
ImpoMibilile  de  lcquaUon  en  nombres  ra 

tionncU,  «auf  lea  cas  2=0  et  <r=2. 

NN  53.  54.  Reaolution  de  lequalion  indelenuinee 
x*-t-y*=u*-t-v* 
en  nombrea  ralionneU,  et  par  «uite  en  nombre*  enliera. 


Reaolution  de  l  equalion  indeterminee 

ab  { ma*  -+-  nb* ) = cd[mc*  -t-  nd* ) 
en  nonibrea  ralionnrU.  La  re«olulion  d*  cclte  cquation 
conduil  unmediatemcnt  a  U  decompocition  de  U  «omme 

probleme  e«t  Iraitc  dana  le*  deux  mcmoirc*  preccdenta 
(N.  53  et  N  54  } 

NN.  56.  57.  Recherrhe*  «ur  les  ca«  dans  le«queU  U 
formulc  x4=fckxV-»-y*  peul  «e  reduire  a  un  carre. 


Sur  U  reaolution  de*  cqualion*  indelerminec*: 
atx*-t-2bxty-t-eTty1-t-2b.lxyi-t-dt  y*=u\ 
(ax*  -t-2bx  +t) 1  —  4  mxl =u\ 
ax*z*r^y*=u'1. 
Reaolution  de  l  equation  indelerminee 

rV(ax'-Hty,),-«-4*V(«J-+^«),=i.t 


Ce  meinoire  conticnt  U  solulion  de  U  question  «uivante: 
7Vovr«r  detix  nombret  dr  ta  forme  xyfx'  — y*)  donl  le 
produil  el  I»  quatienl  toient  lout  deux  det  carrit,  ou,  aulre- 
menl,  irourrr  let  tolutiout  de  ifquaHon  indettrminee: 

xy\x* —  y*).x'y  [x*  —  y  *i=«s. 
car,  *i  cetle  cqualion  e»t  «atutfaite,  le  qtiolienl  de«  deux 
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61.  LXXXVl. 


et  farili$ 


62.  LXXII.  Dt 


eoieuli  mtgulorum  m  ai 
dHur.  (T.  II,  p.  366.) 


notnbrec  «y  (as*  —  y*)  et *'  y'  (*'*  —  y'*) 
roenl  un  nombre  carre. 

rf  Determination  dec  valeurc  de  jc  qui  reduicent  1'cxprec- 
(r.  H,    cion  biquadratique 

(I)  A-+-Bx-*-Cx*-*-Dx*-*-Ex* 
a  un  carre  coraplet,  lorsque  le  developpement  de  celte 
n^rnc  expreccion  (1)  en  une  comme  de  la  forme 
(2)  (<,+bx-+-cx*)*-t-(d-4-ex-+-fx*){g-*-kx-t-ix*) 
ect  connu.  El  reriproquement ,  reduction  de  1'expreacion 
(1)  a  la  fonne  (2),  quand  on  connatt  lec  valeurc  de  *  qui 
rendent  la  formule  (I)  egale  a  un  carre.  Rechercbec 
analogucc  pour  la  formule  cubique  A-t-Bx-*-Cx*-t-Dx*. 

in       Eulcr  coccupe  danc  ce  memoire  de  la  rccolution  de 


»« -2x*y*  -  2x*x*  -  2y  V-i-2*  V-*-2yf  r* 
H-2cV-+-e«=0 
x* _».y«  .+-*«-»-*«  -  2x*y*  -  2x*  x*  -  2x*  v*  -  2yV 
_2yV-2cV=0. 

la  propriete  quellec  ont  de  pouvoir  etre  precenteec  couc 
de«  formes  trec  remarquablec;  ainci,  la  premiere  denlr- 
ellec,  ect  cucceptible  de  prendre  lec  sept  formec  coiv  antes 

i  x*y*-x*v*=j(x*-*-y*-x*-*-t*)x 

U.  x*x*-y*t*=~(x*-t-x*-y*-*-v*)' 

III  y,^'-*,r,=  i;y,-^-*,-*,-«-e»), 

IV  x*y*-t*  ^*,-^-y,)  =  j  (*,-^-y,-*,-t,), 
V .  *  *  x*  -  t*  {x*  -t-x* )  =  -i  (x*-t- x* — y*  -  t*)* 
VI  yV-  r,(y,-*-^,)  =  i-(y,-»-c,-^,-e,), 
VII.  x*y*-t-x*z*t-y*x*=  j  (x*-t-y*-t-x*-*-t*)*. 

En  se  fondant  cur  lec  formulec  I  et  II,  Euler  fait 
que  lec  indetcrmiaeec  *,  y,  x,  r  doivent  Mlicfaire 
rondilionc 

*~_(p*-*-r*)(i*  +  $*) 


*P<rp  x*  P~l~*~+->*) 

dont  il  fait  ucage  potir  dclerminer  p,  q,  r,  »  11  propoce 
deux  melbodec  pour  cetle  delerminalion:  l'une,  fondee 
cur  dec  conciderationc  aritbmetiqiiec,  et  lautre,  aur  lem- 

lne  analyce  analogue  conduit  Euler  a  la 
de  la  «econde  equalion.  c'ect-a-dire 
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x*-+-y*-t-s*-+-t* — 2x*y*  -  2xV  -  2x't' -2y,«' 

aou«  le*  A_  fbnnec  cuivantec: 

I.  2y(x,y,-wV)=x,-^-y,-*,-*^ 

II.  2j/(*V+-y,r,)=*,+-*,-y,-*t. 

III.  2l/(xV-+yV)=x,-»-e,-y'-5,t 

IV.  2  v/(x,y'-+-x' ;' -f-y'^')=x,-^-y,-^-*, — e' , 

V.  ayffY+^^+y^^^+yVt'-:', 

VI.  ^  v/;xJ;,-^x,r,-+-sIr,)=x,-«-;'-f-r,-y,) 
VII   2  V  (</ V+-  j'r'4-;1  r')=  y,-^-^'-l-r,  - x» 
VIII.  2yVxV-t-xV-HxV-HyV-i-yV-»-;V)  = 

x'-^-y,-^-2,•+-^,. 
Pour  celle  «econde  eqiiation,  on  trouve 

«f»?*  t*     pr(«'  —  «*) ' 

et  la  que«tion  se  reduil  a  trouver  le«  valeurs  de  p,  q,  r.  » 
calisfeicaiit  a  la  condilion 

__'*><•*  =  •!>_□, 
prrfl 

objet  pour  lequel  Euler  presenle  cgalcmcnt  deux  me- 
tbodec. 


b)    Determination  de  plusieurs  indeterminees ,  donnees  par  dettx  equations. 


63.  LVIII.  D»  novo  genere  qnaettionum  arithmetiearum,  pro       I)isru**ion  dec  valeurs  de  A'  pour  lcsquellea  La  re«o 
quAu$  tolctndit  ceria  methodut  adhuc  dtttdtra-    lution  «imullance  de*  deux  equations 
tur.  [T.  II.  p  190.)  A<+Hl=u\  A>-t-XB2=r\ 

e.  Le  i 


1)  a  la  detcrmination  de« 
qui  reduisenl  la  formule 

(ax,-^l)(ay,=fclj 
a  un  nombre  eolier,  el 

2)  a  la  rvrberrhc  de«  valeurs  rationnellec  de  x  et  y, 
propres  a  reduire  A  un  enlier  le  produil 

(x,dfcl.;(y,=M). 

64.  LKXVH.  De  bini»  formulit  tptriti  Sur  lec  valeurs  aimuitanees  ile  m  et  n  proprec  a  rendrc 


xx  +-  myy  H  xx-*-  nyy  resolublcs  le*  dcux  < 

letditcordibut.  {TU,p  .106.)  xM-wy^u1    et  x^-Hny^r». 

63.  LXXX.  Solutio  problematit  diffieittimi,  quo  hae  duae       Solulion  dec  deux  equalions  indrlcrminees  simultanecs 


formutat:  aV-i-bV  tt  b^x^-i-aV  qua-  a^x^-t-Py^^u'    el  6,x1-*-<i'y' 

ilrala  reddi  dtbenl.  {T.ll,  p.  425.  La  fin  du  mrmoirc,  a  partir  du  $  30,  est  consacree  a 

la  colulion  du  problrmr  «uivanl 

7rouwr  quatrt  nombrtt  earret  lelt,  qut  chacunt  det  troit 
tommet  que  lon  obtient  tn  ajoutanl  le  prodml  de  deux  £  t 
etix  au  produit  det  deux  autret,  toil  un  carri  cotnplet. 
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66.  LXXVl.  Solutio  problematit  Ftrmatiani  dt  duobut  nu- 
i,  quorum  tumma  »i(  quadratum,  quadra- 

to  tumma  biquadratum ,  ad  mtntem  ill. 
La  Grangc  adomata.  [T.  II,  p.  W3) 

67.  LXXV.  Dt  tribut  piuributre  numtrit  inrtnitndu,  quo- 

rum  tumma  til  quadratum,  quadratorum  rero 
tumma  b^mdratum.  [T.  II,  p.  397.) 


LXXXIV.  Zte  tribut  MMWrit  quadratit,  quorum  tam 
lumma.  quam  tumma  productormn  tx  binit  tit 
[T.  n,  p.  W7.) 


69  XXXI.  Sbfaffe 


En  d  autres  termea,  n  Yoo  repreaente  par  «»,  6»,  e»,  d* 
i,  on  aura  a  recoudre  ea 
i  les  troic  equations  «roultane.es 
a«  fc»  -»-f  *</»=«», 
«V-f-*«rf»=t:», 
«»</*-»-/.' «»=»». 
Celle  derniere  que«lioo,  comme  on  le  voit,  se  rapporte  a 

NN.  66.  67.  Le  premier  de  ces  memotre*  conlient  la 
•olution  dun  problcme  <le  Fermat  qui  consiste,  i  trouveT 
dcux  nombres  tels,  que  leur  «omme  soit  egale  a  un  carre, 
et  la  «omme  dc  lcurs  carres,  k  un  bi-carre. 

Dans  le  cecond  memoire  la  «olulion  e«t  etendue  au  cas 
de  trois  ou  de  plusicurs  nombres  saticfaicant  aux  memea 
conditiont»,  ou,  en  dautres  termec,  on  y  donoe  la  solution 
dec  eqtiationc  indelerrainees 

(x  -t-y  -t-z  =  w» 

|*'-»-y»-+-*,=  t,« 

l  x  -+-y  -t-z  -M  ■+-. .  .=ul 


ReaoInlioB  des  deux  equationc 
taneec 

*»-+-y'-+-5» 
x'y»-*-a-»*'-+-y»z»=r.». 


Cc  memoire  ronlient  la  eolution  dc  troic 
l  analyce  indclcrmiiiee : 

1)  I.a  resoiulion  de*  deux  equation*  simu 

[x»-+-y';(<»*»-+-«,y,)=t'r' 

(x»  -t-y')  >'*»-+-r  y';=rl 

avcc  plusieiirc  solutionc  numeriqties. 

2)  La  resolulion  dc  l'equalion  indcterminee 

x»-t-u»  y»)  >*  x»-t-/»  y»)  =  V». 

3)  La  recolution  des  deux  equatio* 

f»x»-+-t»*  y»=tP, 
0  y'-+-u'x'=r». 
La  seronde  question  se  rapporte,  comme  on  le  voit,  a  la 


c)    Determination  de  i>lu«ieurs  indeterminees ,  donnea  par  trois  equaUons. 

70.  VHI.   Solutio  probUmatit  difficiUimi  tt  Fermatio       Le  probleme,  reaolu  danscemcmoire,eon«i«teatrouver 
propotiti.  [T.  I,  p  62  i  un  triangle  rectangle  en  nombres  rationnelc  et  tel  que  cha- 

cun  de  cec  calhcle»  ctant  diminue  de  1'aire  du  trianglc,  pro- 
duise  un  nombre  carre.  Si  l'on  represente  donc  generale 
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ix  v 

ment  par  —  et  -j  le*  deux  cathetea,  1'hypoleniue  sera 
duira  A  la 


du  triangle^,  et 


<••*-       Reaolulion  dc«  troU 


71.  XVU.  Solutio  prollematit  dt 

merorum,  quorum  lam  tumma,  quam  produclum, 
nec  non  mmM  productorum  ex  binit,  tint  nu- 
meri  quadrati.  {T.  1,  p  239  ) 


72.  XXXVI.  Solutio  probtematit  de  inveniendo  trianguto.  in       Ce«  cinq  piece»  tnitent  de  la  reaolution  du  probWW 


x-t-  y  •+■  x  =  •»*, 
ry-i-xz-t-yz=  t*. 


tecantet  tint  rationalet.  (T.  I,  p.  507.; 

73.  LXXI.  Sotutio  facitior  probtematit  Diophanlei  nrcfl 

frian^u/wfn,  ii»  auo  reWa*  e.r  angulit  latera  op- 
po.ua  bitecanlet  rationaliler  exprimantur.  {T.  II, 
p.  362.) 

74.  LXIX.  Invettigalio  trianguli,  m  quo  dittanliae  angu- 

lorum  ab  ejut  centro  gratitatit  rationaliter  ex- 
primantur.  {T.U,p.  294.) 

75.  LXXXVII.  Problemt  de  giomitrie,  ritotu  par  1'analytt 

de  Diophante.  {T.  U,p.  488.) 

Lo*  §§  49,  50  ct  51  du  fragmcnl  poriant 
le  N.  4  (T.  D,  p.  649 )  Vojez  l  A 
p  LIX. 


76.  XCJII.  Rtcherchet  tur  te  probtimt  d*  Iroit  nombret 
carrit  lelt,  que  la  tomme  de  deux  quetconque*, 
moint  le  troitiime,  faue  un  nombre  carri  (*). 
{T.  II.  p.  603,  medit.) 


Trourer  uii  triangte  en  nombret  rationntlt  dt  maniire 
a  ct  que  let  troit  droitet  qui  joignent  let  tommett  dt*  Iroit 
anglet  atec  let  militux  dtt  etUit  oppotit,  toitnt  igalement 


Si  |'on  repre«ente  par  2a,  26,  2c  lea  cole«  du  trianjrle 
rherehe.  et  par  f,  g,  h  le*  troi»  droitet  dont  il  vient  d  tStre 
qticctinn  dana  Venonce,  le  probleme  se  rednira  a  reaoudre 
le«  troia  equatkma  indetenninee*  «imnllanee* 


26'_H2e*-a'=^, 

2alH-26,-c,=A'. 
Ce  meme  probleme  peul  au«si  etre  evidemment  enonce 

Trouter  un  triangle  en  nombret  rationneU  tet,  que  ttt  dit- 
tanctt  dt  eet  troit  tommett  a  ton  centrt  de  graviti,  toitnt  iga- 
lemenl  rationnelltt. 

Resolution  dec  troia  equations  indetermineea  aimul- 
lane>« 

Eulcr,  aprca  avoir  raraeite  ce  probleme  a  1a  reaolution 
de  lequation  unique 

„«-«-6«_4a,»,=rt, 


propose  qualre  methodcs  pour  en  trouver  une  infinit*  de 
«olulions.  On  trouve  auati  dan»  ce  memoire  la  demon- 
stralion  de  la  propoailion  que  tou«  lea  nombrc*  prcmiera 
8it-«-l  ct  8it-»-3  «ont  toujoura  de  la  forme  o'-i-26\  el 
eela  dune  «eule  maniere. 


(»)    Vojet  PnHmnimm,  p.  XXI. 
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l.ea     52,  53,  54  e(  53  du  frafrmenl  por-       Le«  paratTaphe*  citea  contienneni  la  resolution  de  la 
Unt  le  N.  4.  (T.  II,  p.  650.)  question  suivanle:  trovrrr  troit  nombru  rarris  teU.  qut  la 

tomme  de  deux  quelconque*  d entreux  toit  toujourt  un  earre. 
(Voyez  X ArerHuement  p.  LIXj. 

d)    Determination  de  pUisieurs  inde'termine'es ,  donnees  par  quatre  equations. 
77.  XLVI.  Problema  Diopkanteum  tingulart.  (7*.  n,  p.  53.) 


xy-*-xz=  l*,  ary-i-  yz=  u*, 
j-y  —  ri=r',    xy—  «5=«!*. 

78-  XXIX.  Sotutio  probtematit,  quo  duo  quaeruntur  numeri,       Reaolution  de«  quatre  equationa  indeterminee*  simul- 
quorum  produetum  lam  tumma,  quam  differentia 


i,  tire  auetum  tire  minutum,  fiat  quadra-  ry-»-r-»-y=  <*,       a-y  — xn-y=  r*. 

(r.  I,  p.  414.)  xy  — x  — y=«*,       xy-«-jr  — y=  w*. 

79.  LXXXH.  De  binit  numtrit,  quorum  tumma  tive  auela,       Resolulion  des  quatre  equationa  indeterminees  simul- 


ore  minuta  tam  uniut  quam  alteriut  quadrato,  taneea 

produeat  quadrata.  [T.  II.  p.  447.)  «(x+y)-*-*^!1,       s(x-r-y)  —  x*  =  r1, 

«(x-i-yi-i-y*^:!!1,      x(x-i-y)— y^ic*. 

80.  XXXII.  Prablematis  eujutdam  Diophantti  ttoluiio.       Le  premier  probleme,  traite 
(r.  I,  P.  450.)  a  la 


tanees 

x-¥-y-*-:-t-t=tr,  xy-i-x:-r-xt-*-y:-t-y*-+-zt=u', 
xy:-*-xyt-t-xu-+-yzt=t>r,  xyu=u>7, 
qui,  ellea  mimes,  donnent  lieu  a  etamlner  quelque* 
autres  formulcs  assez  rcmarquables. 

La  seeoade  queslion  se  rapporte,  par  le  nombre  dea 
equations  indetermineea  auxquelles  elle  conduit,  a  la  «ub- 
division  e).  Elle  consiste  k  trouver  dea  nombres  rationnels 
p,  q,  r,  t,  ete.  lels,  qu'en  repreaentant  par  S  lcur  somme, 
cbacun  des  produits 

p{S-p),    qS-q),    r(S-r).    t>.S-t)  elc. 
soit  egal  a  un  earre. 

Enfin.  dans  rappendiee  k  ce  memoire,  se  rapportanl 
egalement  a  la  subdivision  «),  il  sagit  de  trouver  des 


A\    B\    C1,    Dl  etc. 
quen  suppoMnt 
S=A'-i-B'+Cl-i-D,-r-. . ., 
lontes  les  dilTerenres 

S-A\    S-B\    S-C,    S-D*  etc. 
:  des  nombres  carre*. 


81.  LXXIIl.  hrtttifalio  quadrilalrri,  in  quo  tingulorum  an-        Dans  ce  memoire  rautour  commence  par  donner  la  so- 
tinut  datam  inter  te  ttntant  ratimem;    lulion  du  probleme  suivant:  Trouttr  un  quadrilatirt  tel, 

k 
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utri  nrufria  prortut  ttnauttma  tn  anahpi  Dio-  qut  tet  ihmm  de  ut  quatrt  anglt*  toient  tntrtux  daiu  une rai- 
phaniea  oreurrunt.  {T.  II,  p.  380.)  ton  rationuetle  donnie.  Lanalyse  employee  par  Euler  dan* 

celte  question  lc  conduit  immediatcment  a  la  solution 
d'un  problemc  de  Diophanle,  donl  voici  1'eJionce:  Let 
quatre  earri*  a*,  b*,  c*,  d*  iiant  donnit,  trourtr  deux 
novdiret  z  tt  v  telt.  que  chacune  dtt  qrnatrt  formulei 

z— a'v,  z— b*v,  z  —  c'v,  z — d*v 
m  riduite  a  un  earri. 

Lautpur  lermine  son  mcmoiro  par  la  recbercbe  de 
qualre  nombre*  enlier*  ffl,  b,  c,  d  teU,  qu  ayant 

«>6>c>rf, 
et  de  plua  b-*-c>a-t-d,  les  troi»  formulec 
ab—cd,  ae—bd,  be  —  ad 
se  reduucnt  a  des  carre*.  Ce  dcrnier  problemc  eondui- 
sant  a  troit  equations  iadeterminee*  simultanees,  ae  rap- 
porte  a  U  subdivision  precedente  c). 

e)    Determination  de  plusieitrs  indetenuinees ,  donnees  par  plus  de  qttalre  equatiotu. 

82.  LXXIV.  Solutio  tuccineto  et  ttegant  probttmatit,  quo 

quatruntmr  tret  numeri  lalet,  ut  trtm  tummat 
qvam  Hfferemtiae  binorum  tint  quatfrata.  (7.  II, 

p.  392.) 

83.  XC.     Contiderationet  eirca  analytin  IHophanttam. 

[T.U.p.  576,  inedit.) 
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Resolution  dea  cis  equalions  indetcnninec*  simuluraees 
TH-y=ps,  x-r-i=q\  y-*-r=r', 
x  —  y=u\  x—s=e*.  y  — 2=ir'. 


Ce  memoire  contienl  la  resoliilion  des  qualre  problemes 
suivants: 

1)  Tronter  troit  nombret  v,  x,  y  itlt,  que  chacune  det  troii 

n  +  vy  -♦-  v  -h  y .  xj-r-x-t-y 

te  riduite  a  un  carri. 

Cette  question,  comme  on  le  voit,  se  rapporte  a  la  snb- 
division  c)  de  cette  troitiemc  Seciion. 

2)  JrotMrr  quatre  nombre*  A,  B,  C.  D  telt,  que  ehacune 
det  tix  diffireneet 

AB-1.  AC-1.  AD-1,  BC-I,  BD-I.  CD-I 
*oit  un  earri. 

3)  Trourtr  qualre  nombre*  A,  B,  C,  D  teit,  que  ebacunt 
dtt  tix  tommtt 

AB-i-n,  AC-i-n,  AD-i-n,  BC-»-n,  BD-t-n,  CD-t-n 
*e  riduite  a  un  carri. 

k)  Troueer  quatrt  nombrtt  A,  B,  C.  D  ttlt.  qu*  chacun 
det  tir  doublet  produilt 

AB,  AC.  AD,  BC,  Bl).  CD. 
augmenti  de  la  tomme  A-t-B-t-C-+-D  dt  ett  mfma  nombrrt. 
jirtxtuiie  un  earre. 


LXXV 


84.  XCIV.  Rtcherchet  tur  le  problemt  de  quatrt  nombrtt 
potitifi  et  tn  proporlion  arithmetique  ttl;  que  la 
ttmme  de  detnr  qutlconqvet  toti  loujourt  un 
■  carre(>).  {T.  II,  p.  617,  inedit) 


85.  XVIII.  De  proHtmaabu*  intithrminatu ,  qune  ridtnlur 
piu,  quam  Htltrmtnala.  (T.  l,  p.  2V5.)  (a) 


Aprec  ce  probleme,  Euler  donme  une  solutinn  nume- 
rique  d  uno  qiiection  analogue,  dans  laquelle,  au  lieu  dca 
aix  sonune*  de  U  fbnne 

AB-t- A-*-B-t-C-t-D, 
il  s 'agit  de  reduire  a  un  carre  les  six  dfflerenres 
AB  —  A  —  B  —  C—D,  AC—A  —  B—C—D  etc. 

Dan»  ce  meraoire,  tre*  important  par  )'ana)yae  qui  y 
esl  employee,  Euler  resoud  les  cix  equations  indeter- 


A-t-B=p\    A-*-C=q\  A-t-D=r*, 
B-*-C=r\    B-t-D=t9,  C-*-0=t*. 
pocitils  el  entierc. 

que  cec  ax  equalions  ae  ramcnent  aux  deux 

2r?=P3-r-/,=9,-r-i' 
avec  lec  conditiona 

P<t,  9<«,  r'<p'-*-9'. 

Resolulion  des  huit  equalionc  indetei-iniiieec  siraul- 


xy-+-z=p*,  xq-*-x-*-*=  i»*, 
xz-*-y=q*,  xz-t-x~t-z=  e', 
yj-+- x=r',  yz-«-y-+-3=«c'. 

Jry-^-x4-f-ys=J,, 
-ry-t-j-*  -t-y2-H*-i-y-i-i =/' . 
Celle  question  conduit  1'auteur  a  l  cxamen  d  un  (rraiid 
nombre  de  formulec  qui,  couc  certainea  condilioiic,  repre- 
scntenl  des  nombres  carres.  En  roime  temps,  «•«  conci- 
deration*  lui  foumucent  le  moyeo  de  recoudre  plusieurc 
problemes  de  1  analysc  de  Diophante. 


f>    Protitimcs  indctermincs  qui  conduisetU  a  \>lus  d'e'quaUons  que  d'inconnues. 


tMk).   X.W.  pTvkdrfthtl 


<»h  affrrtionejt 

(T.  I,  p.  427.) 


Ce  memoire  conlienl  la  solulion  dec  trois  proMcme* 

que  voici: 

11  Tronver  neuf  nombres  qui,  elant  dis|toses  dans  un 
carre  comme  ci-dessous 

A  B  C 
D  E  F 
G    H  J 

nalihfa/wnl  aux  douze  ronditinns  suivanles 


(IJ    VojM  Prmmnium,  p.  XXI. 

(i)    Qooique  Kuler  regardV  |»  queition,  Irailce  <lau«  ce  menioirc,  rommo  apparlcnanl  *  la  ctaac 
tenl  pln*  4>quituin*  que  uNndFl<>rminrr<i,  ni>n<  atvno  rru  <ln«uir  la  faJre  entrer  «Un«  la  «ol 
uotrc  j»i»,  rliaquc  uourelfe  oquitiou  IntrtMluil  oan«  lc  problcmo  unc  nuiifell*  inuMermtnre. 


rellc*  qni  fourni*- 
r»,  parre  que.  * 
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87.  XCII.   Dt  <fuadr<ait  magiti$.  [T.  U,p.  593,  inedit. 


88.  LXX.   fltchtrcht»  tur  unt  nourtUt  tttprrt  dt  carrt* 
magiqut*.   (/'.  II,  p.  3112) 


B*-*-E}-+-lP=\, 

C -+- IP~+-  /*  =  I , 
2)  Trouver  25 
disposes  de  lacon . 


A 
F 
l. 

Q 

v 


n 
c, 

M 

n 

w 


AB-*-DE-*-GH=0, 
AC-*-DF-+-GJ=0, 
BC-*-EF-t-HJ=0, 

AD-t-BE-*-CF=0, 
AG-+-BH-t-CJ=0, 
DG-*-EH-r-FJ=0. 

A,  B,  C,  D  qiii,  etant 

le  carre  quc  ' 

C   D  E 

H   J  K 

N  O  P 

S    T  V 

X    Y  Z 


*alifcfattu»nt  aux  30  conditions  «uivajiles ■  a)  que  la  somw 
des  carres  des  nombres  aoit  «galc  a  lunite  daiM  rhacune 
des  cinq  lignes  horizonUlcs,  ainsi  que  daru  chacune  des 
rinq  \isne*  verticalcs,  ce  qui  fait  10  conditions;  b)  que  la 
somme  des  produiU  deux-a-deux  lels  que 
AF-+-BG-+-  CH-i-DJ-4-EK 
«oit  nulle  par  rapport  a  deux  \igne»  horixonUles  quel 
conques,  aussi  bien  qu "4  1'egard  de  deux  lignes  vertirale* 
arfoitraires,  ce  qui  fait  20  conditions;  en  tout  30. 
3}  Trouver  16  nombres,  inscriU  dans  un  carre. 

A    B   C  D 

E   F  G  H 


L 
P 


M 

Q 


dcs  lignes 


J  K 

N  0 

tels  que  a)  U  somme  di 
borizonUle*,  verticales  et  de  plus  < 
soit  la  ro6me,  ce  qui  fait  10  conditions;  b)  quc  U  snmuie 
des  produiu  deux-a-deux  soit  nulle,  lant  par  rapporl  aux 
nombres  formanl  dcux  lignes  horizaiilales  quelronques, 
qua  legard  de  ceux  qui  forment  deux  lipies  verticales 
arbilraires,  ce  qui  (ait  12  ronditions ;  en  tout  22  conditions. 

Les  solutiofks  do  ccji  trois  probleme*  sonl  fondees  sur 
des  considerations  tres  ingenieuses  relnlives  a  !a  doctrinc 
de  la  transformation  des  coordonnrrti;  par  ceU 
ce  mcmoire  est  d  un  inlcrct  majeur  pour  la 
analytiquc. 

L  auteur  donne  dans  cc  memoirc  une  constmction  des 
carre*  nia^iques  a  9,  16,  25  et  36  cllulcs,  fondee  sur 
un  moycn  parliculier,  consisUnt  dans  la  superposilion  dc 


Ce  memoire,  comme  )e  dit  Euler  lui  meme.  a  ete  ecril 
au  snjct  d  un  probteme  fort  curieux,  qui  a  exerrc,  pcndant 
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quplque  temps,  U  «agarite  de  plusieurs  peraonnes.  II  etait 
que*lion  d'unc  asscmblee  de  30  oflkiers  de  6  differenu 
gradcs  el  de  6  regiroenU  diffcrenU,  qu  il  sagiwail  de 
ranger  dan*  un  rarre ,  de  maniere  que  sur  cbaque  lignc 
Unl  borizonlale  que  verlirale,  il  se  trouvit  six  oflkier* 
Unt  de  diffcrcnts  prades  quc  dc  rcgimenU  differenU.  Or, 
apres  un  grand  nombre  dessais,  on  a  ete  oblige  de  recon- 
naitre  quun  tcl  arrangemcnt  etait  i 
«anc  quon  ait  pu  reprndanl  en  donner  une  < 
rigoiireuse. 

II  resulte  des  rerherebea  eontcnucs  dans  cc  mcrooire, 
que  la  question  eirt  impossiblc  loutcs  le*  fois  que  le  eole 
du  rarre ,  c"o*l-.Vdire  1e  nombre  de*  regimcnts  el  par  con- 
«pqiipnl  aussi  eelui  des  gradcs,  est  impairtmertf  pair  A 
la  verile,  ectle  impoiuiibilile  ne  se  trouve  j»a*  eUblie  en 
toute  rigueur  malhetnatique;  mais  elle  est  pourvue  dun 
tel  degre  de  probabilite  par  lcs  raiaonnemenU  dEuler, 
que  le  doute  devient  presque  impossible.  Au  conlraire, 
quand  le  cdte  du  carr£  eat  imparr  ou  pairtmeni  pair,  lc 
probleme  admct  non-seulement  une  solulion,  mais  en  ge- 
neral  un  grand  nombre.  Dans  ce  cas,  lanalvse  d  Euler 
eonduit  farilrmerU  aux  solutions  rherchees. 

En  definilive ,  ce  memoire  tres  Itendu  eontient  un  grand 
nombre  dohservation*  tres  importantes  pour  U 
des  eombinaisons,  ainsi  que  pour  la  theorie  generale  i 
carres  magiques. 

REMARQUES  SUR  LA  SECTION  TROISIEME. 
A  la  snbdivision  a)  se  rapportent: 
J  13.  Le  memoire  III  (N.  25  de  llndex)  qui  conlient  la  rcsolution  des  equalions  indet. 
degre  a  deux  inconnues. 

§14.  Lc  commencement  du  memoire  XXI  (N.  34)  qui  conlient  la  resolulion  de  l  equalion  indeterminee 

§15.  Le  second  probleme  du  memoire  XXXI  (N.  69)  qui  consiste  dans  la  redurlion  de  la  formule 
a  un  carre. 

$  16-  L«  troisieme  paragraphe  du  memoire  XLV  (N.  19}  dans  lequel  on  Irouve  la  metbode  pour  reduire  la 
formule  (~~~^  -*-(^~  *  un  carrP- 

A  la  subdivision  b)-. 

I  17.  Le  quatriemc  paragraphe  du  memoirc  XLV  (N.  19)  qui  conlienl  la  resolution  des  deux  equalions  inde- 

terminees  simullances  f+y=u\  _r*^-y*=e«. 
A  la  subdivision  e); 
§  18  La  fin  dii  meraoire  LXXIII  (N.  81)  qiii  cootient  U 

taneea  ab—cii—u^,  ac— W-=r\  bc  —  ad—rc* 
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§  19.  La  fin  du  memoire  LXXX  (N.  65)  qui  contient  la  re«olulion  de«  trou  equatioiu  indeleraiincc* 
atmnltaneec : 

§  20  .  Le  premier  probleme  du  memoirc  XC  (N.  83)  qui  consiste  a  reduirc  a  de*  carrea  le«  troi»  forniulc* 

rx-t-t-*-r.    ry-*-r-*-y,  ry-t-x-t-y. 

A  la  «nbdivicion  «}- 
J  21.  La  «ceonde  qnealion  dn  memoirc  XXXII  (X.  80)  el  lappcndice  dont  il  e*l  «uivi. 
§  22.  Le  «ccond  paragrapbe  du  inemoire  XLV  (N.  19)  qui  conlienl  la  rfaolution  de«  wi  cqualiona  i 


mn     1  =  l* 
m;m-4-*-*-2/)-t-  1  =  J-t  m* 
n>-*-n-i-20-+-l  =(/-*-«;* 
4m/(/-Hm)(/-+-«;-«-l=(2/'-»-2/m-l)1 
W(/-»-i»)(/-t-n)-+-l=(2f,-*-2/ii— r/ 
4/(m-*-n-+-2r, (/-+-m)(/-i-»;-»-  l=(»/'-+-2/m-i-2m  —  1)* 
auxqueliea  on  ect  conduit  cn  «e  proposant  dc  trouver  quatrt  nombret  lelt,  que  le  produil  de  deux  qntlconquet 
de  et$  nombret,  augmentr  dt  1'unile,  *e  redutte  toujourt  a  un  carri. 

J23.  Le  «ixieine  paragraplie  du  meme  niemoirc  XLV  (N.  19)  qui  contient  la  «olulion  du  problcmc  suivant: 
trouter  cinq  nombret  telt,  que  le  produit  de  deux  quelconque*  de  cet  nnmbrtt,  augmenti  de  luniti,  te  ridmtt  Km- 
jourt  a  un  carri.  Cctte  queslion  donnera  lieu  aux  dix  equalion*  indcterminee*  «iniulunee*: 
xy-t-i=3,    xz-*-t=D,    xu-t-l=Ot   .r  c  -+- 1  =  H  .  ys-t-i=Zi, 
¥*-+-!=□.    yc-+-l  =  □,  1  =  □ ,    st-+-  1  =□ ,    «r-+-  !  =  □, 

le  «igne  □  designanl  un  carre  complel 

89.  XXIV.  Sotution  dune  quettion  euritute  qui  *e  paratt       La  que«tion,  traitee  dan«  ce  memoirc,  con«i«le  4  fture 
toumiu  a  aucune  analyte.  [T.  I,  p.  337.)  parcourir  a  un  earalier  touttt  Itt  ctuet  dun  ichiquier ,  tant 


jamait  rtpatter  deux  foit  par  la  mtme,  et  en 
par  une  cate  donnet.  Lanalyse,  employee  par  Euler,  lui 
permet  en  outre  dc  rcsoiidre  la  queclion  non  «culemenl 
par  rapport  h  lcihiqnier  ordinairc,  compose  dc  6*  cases, 
mai«  aussi  pour  nV*  ligure*  tre*  variee»,  dont  il  donne 
des  exemple*  a  la  fin  dc  «on  mcmoire.  Cc  travail,  pour 
le  fond,  se  rapporte  A  la  geomelrie  dc  position,  ct,  par 
lanalyse  qui  y  e*t  eraployee,  a  la  tbeoric  dc«  nombre*. 


90.     LI.    Dt  tumma  teriei  ex  numerit  primit  formaiae  Sur  la  «omination  de  la  scrie  reciprnquc  de* 

i        i        i        i        i        t        i  premier* 

3       T  *~  T       11       13       17      lii  ~*~  l       1       t       t  J.  _  _L  .  1 

,         ,         |  T~T"**7"*"il      13      17  1» 

13      ifl  '  31  dan*  uquelle  le«  terme*  poaitiu  «e  rapporlent  am  deno 

ubi  nuMtri  primi  formae  \\\—i  hnbenl  tignum  minateurs  dc  la  forme  4«— l,  et  le«  termc»  ncgaliu  . 
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potitirvm,  format  auitm  4n-»- 1  tignum  ntga- 
lirum.  (r.  II,  p.  116.) 


91.  XUX.  Dt  rtiationt  inttr  ternat  plurtire  quantitatM  in- 
tHtutuda.  (7'.  II,  p.99) 


92.  XXVIII    Dt  inrrntiont  quolrunqut  mediarum  propor- 

tionalium  cilra  radicum  txtrartionem.  (T.  I, 
p.  401.) 

93.  XCI.    Theorema   arilhmeticum  ejutque  dtmonttratio. 

(T  II,  paf.  588.  medit) 


reux  de  la  forme  4«-t-l.  La  fm  du  memoire  contient 

que  lon  obticnl  en  elcvant  a  de*  pui**ance«  impaire*  W* 
terme*  «uccecsi—  de  la  «uile  primilive 


La  quealion  traitee  dan*  ce  petit  mcmoire  con*i«te  a 
troiiTer  lea  valeur*  minima  dec  troi*  nombre*  enlier*  a, 
p,  y  «aticfaicanl,  approximativement,  a  lequation  indeler- 
minee  aA=±:f}Bzf.yC,  lec  quantite*  A,  B  el  C  etant 
donneea,  et  pouvant  6lre  en  generat  de*  nombre*  irra- 
tionnel*  ou  meme  tranccendanU.  Ce  problerae,  comme  on 
le  voit,  «e  rapportera  a  la  recolution  de  1'cquation  inde- 
icrminee  du  prcmier  degru  a  trois  inronnue*,  quand  on 
aura  cxprime  rationnellement ,  par  approximalion ,  le» 
quantite*  donnee*  A,  B  et  C. 

Ce  memoirc  conlienl  dcs  reeherrhe*  d*un  haut  inl£r*t 
*ur  la  determinatinn  approximative,  en  nombrec  ration- 
nel*,  dec  moycnnes  proporlionellec.  san*  qu  on  ait  be- 
*oin  de  recourir  aux  extraction*  de  racine*. 

Ce  memoirc,  dont  la  Gn  manque,  contient  la  demon- 
■Iralion  d'ime  identite  curiciise,  dont  voici  )'6nonc£: 

Soient  m  nombrtt  htigaux  quticonquct  a,  b,  c,  d,  e,  ttc. 
Si  l  on  forme  le*  prodmlt 

;a  — b)  (a— c);'a  —  d)  fa—  e)  =  A. 

;b  —  a ;  (b  —  c)  fb  —  d)  (b — e)  =  B, 

{c— a)  (c  —  b)  (c  —  d)  (c  — e;  =C, 

(d_a)  (d-b)  (d-c)  (d-e) . . .  =  D, 


on  aura  toujourt  identiqtummt 

«»     V     <•»  tF 

 i  1  1  1-  •  ■••_:  0. 

A       B        C  I> 

n  elant  un  tntitr  infirieur  a  m—  1. 

II  e«t  aussi  que*tion  de  rr  tbenrrme  d  analr«e  danc  la 

Corretpondance  malhematique  et  phqtique  de  quelquet  ctlibrti 

giomilret  du  XVUI  tiecle  (Tome  I,  lcttre*  CLXX  et 

CI.XXll,  page*  659  et  665}. 


Digitized  by  Google 


SCRIPTA  ACADEMICA  ET  COLLECTIONES 

in  quibus  singulae  hujus  libri  dissertationes  primum  cditac  fucrunt,  adjccto,  pro  quovis  lomo, 

anno  emissionis. 


■omerii  arabici»  indicalae  reforontur  ad  prim»«  editione»;  nameri  romani  minore»  ad  locom,  qurrn  •lagnlae  eomnwnl»lionc» 

ia  noilra  CoU 

cciionc  *h  r  upajji_    ju  bua  ud  c jusjtii  j 

□  cuc«uo  lu 

mt  ropemranea  rUa  etl:  Commr  ntatioci-.  ocmpe 

1     arl         X 1 1 
1      mQ  AU 

ur  Tomo  I, 

XLIt  ad  LXXXVIII 

Tomo  II. 

Acad*  PelropoL 

i>ci*a  A 

cta       T.  I. 

1787.  p.  47.  lv. 

«..■.riu  1(1*7  ■ 

itarit     T  VI 

17^R    n    lOI    i   n    17"»  i, 

1 4 »o.  p.  ivj.  i.  p.  i  j».  n. 

IX. 

1^95  d  3  lvi 

Vtl. 

«7_,f\        t£  ... 

17*U.  p.  *b.  in. 

\ 

17*17  ii  27  Lvn  rt  62  itii 

vut. 

17*1 .  p.  1*1.  iv. 

XI 

1718  n  78  iviii 

X. 

17*7.  p.  1129.  V. 

XII. 

1801  n  22  iT  in  n  101  i  tit 

XIV. 

«7C«    •»    1^1  ... 
1751.  p.  191.  TI. 

XIII. 

1802  n  14  ltx  d  45  ltviit 

XIV. 

18n>  d  3  lx  n  11  lvi 

Nov.  Co 

mmcnt.  T.  I. 

■  7CI1    -      QA  «... 

175U.  p.  4».  VII. 

XV. 

tKiWi   ii   2*1  t  xiv 

IOWI.  |».  *»*r-  I.UV. 

U. 

»7£t     «     lCk  ..... 

I7al.  p.  *S».  viii. 

..ictimir 

p*         T  II 

Ifilfl  n  fft  ttii 

|I.     ■  V-  *-»*>J- 

111. 

17DO  p.  1-£>.  IX. 

IV. 

1813.  p.  3.  txv. 

IV. 

1758.  p.  3  xii. 

v. 

1 8 1 5  n  %  r\ vii  n  71  lv  vit  i 

V. 

1760.  p.  3.  xv.  p.  59.  «.  p.  75. 

VI. 

IKIft  n  5«tv  lvviv 

XVI. 

VII. 

18^0  n  3  ltiivh  n  10  iwxviii 

■  vdkv-  i» •                  i*>  v»  iv-  •»*-»»■    v  ui< 

VI. 

1761.  p.  85.  xvui.  p.  155.  xiv. 

VIU. 

1822.  p.  3.  lxxvu. 

p.  185.  xiii. 

IX. 

1824.  D,  3.  lxxv.  n.  14.  ixxvni 

VII 

1761.  p.  49.  xix. 

X. 

1826.  p.  3.  lxxvi. 

VUI. 

1763.  p.  64.  xvii.  p.  74.  xx. 

XI. 

1830.  p.  1.  lxxix.  p.  12.  LXXX, 

p.  105.  xxi. 

p.  31.  lxxxi.  p.  46.  lxxxu. 

IX. 

1764.  p.  3.  xxu.  p.  99.  xxv. 

p.  49.  Lxxxni.p.58.Lxxxv. 

XI. 

1767.  p  28.  xxm. 

p.  69.  lxxxvi. 

XIII. 

1769  p.  67.  xxvi. 

Opusc. 

anal.    T.  1 

1783.  p.  64.  xxxiv.  p.  121.  xxxv. 

XIV,  1. 1770  p.  168. xxvi!  p.  J88.xxvin. 

p  211  xl.  p.  268.  xui. 

XV. 

1771.  p.  29.  xxrx.  p.  75.  xxx. 

p.  296.  xun.  p.  310.  xuv. 

XVII. 

177.1.  p.  24.  xxxn.  p.  64.  xxxm. 

p.  329.  xlv. 

XVni.  177»    p  85.  mvu.  p.  171. 

II. 

1785.  p.  3.  xlviii.  p.  91.  xux. 

xxxvi.  p.  185.  xxxix. 

p.  240.  ii.  p.  275.  uv 

p.  218.  xu. 

icad. 

Berolin. 

XIX. 

1775.  p.  1 12.  xlvi.  p.  132.  xlvii. 

Mrmnire*        T.  XV. 

1766.  p.  310.  xxiv. 

XX 

177«.  p.  48.  xxxi. 

Nonv.  Mem. 

1772.  p.  35.  Arldit.  T.  1. 

1776.  p.  337.  lxvi. 

Aela 

T.  1.  2. 

1780.  p.  48.  xxxviu.  • 

Opiuc. 

var.  arg.  T.ll. 

1750.  p.  23.  x. 

II.  2. 

1781.  p.  85.  lxxii. 

/1747.  p.  267.  Addit.  T.  II.  2. 

III.  1. 

1782.  p.  30.  Lxxxrv. 

Acta  Krud.  Lip$. 

\  1773.  p.  193.  xxxvui.  * 

IV.  1.  1783.  p.  56.  l. 

Soc.  FUssing. 

IV,  2.  1784.  p.  18.  lii.  p.  38.  un. 

VerhandelingcnT.lX. 

1782.  p.  85.  ixx. 

Digitized  by  Go 


SlPPLEMENTA  PROOEMII 


I     Ad  pag  XVII,  N.  56  el  pag  XVUI,  N.  57 

Harum  duarum  comracntationuro  apograpba  die  20"10  deraum  Januarii  (ino  Februarii)  ad  me 
pervenerunt,  cura  ipsum  prooeraium  typis  jara  expressura  esset.  Quibus  curiose  perlectis, 
utraraque  in  additamcnta  tomi  secundi  recipere  censui,  nulla  earum  adhibita  contractione. 
Commentatio  de  numeris  amicabilibus  in  analysi  differt  ab  altera,  quam  exhibet  operis  nostri 
N.  X,  T.  1  pag.  102  ad  145.  Inter  taliura  numerorura  exempla  inveniuntur  paria  duo  ex 
quatuor  illis,  quae  recensus  in  Actis  Lips.  anni  1747  datus  exhibet,  sed  quae  desunt  in 
catalogo  numerorura  araicabilium  seriore  eoque  locupletiorc ,  quem  Opuscula  var.  arg.  ofTcrunt 
(Vide  1'rooem.  p.  XXVI  N.  11).  Tractatus  tinitur  tabula,  suraraas  exhibente  divisorum,  quos 
habent  numeri  primi  eorumque  potestates;  quac  tabula  ad  unguem  convenit  cum  ea,  quam 
offerl  T.  I  pag.  104  ad  109,  cura  in  ulraque  idem  numerus  primus  79  desit.  Cujus  tabulae 
repetundae  nulla  itaque  ralio  fuit. 

Commentationi  inscriptae:  DJcouverte  aVune  loi  toul  extraordinaire  des  nombres,  par  rapport 
a  la  somme  de  leurs  diviseurs,  nil  quidem  inest,  nisi  quod  melius  et  amplius  in  serioribus 
exposilum  sit  tractatibus,  quos  tomus  primus  noster  offert.  Nihilo  minus  non  caret  hic  libellus 
auctoritate  aliqua  in  historia  et  inventorum  Euleri  et  eruditionis  progredientis  recte  cognos- 
cenda.  Quara  ob  rem  lectoribus  non  ingratum  fore  speramus,  quod  brevem  hanc  comraen- 
tationera,  eamque  in  digerenda  materia  a  cognatts  diversam,  contra  priorem  nostram  opinionem, 
jamjam  Additaraentis  adjecimus.  (Vide  etiara  Prooera.  pag.  XXIV  N.  1). 

2.    Additamenli  pagg.  XXIV  ad  XXVIII  dali,  quod  opera  Euleri  bncucque 
non  conttignala  indirat,  conlinualio. 

Ad  titulos  16  ibi  datos  jarajam  17""™  licet  adjicere  libelli,  nobis  a  oel.  oollega 
Ostrogradskio  indicati,  qui  omnium  Euleri  lucubralionum  ullimam  continet,  ideoque  ex 
opposito  respondet  prirao  illi  specimini,  cujus  sub  N.  6  pag.  XXVI  mentio  est  facta.  Scilicet 
in  Actis  Parisiensibus  anni  1781  pag.  265  ad  268  tractatulus  invenilur  ita  inscriplus:  Calculs 
sitr  les  bailons  aerostaliques ,  faits  par  feu  M.  Leonard  Euler,  tels  quon  les  a  Irouves  sur 
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son  ardoise,  apres  sa  mort  arrwee  le  7  Septembre  1783,  quem  filius  Joaones  Albertus 
descriptum  Parisios  miserat.  Verba  introitus  honori  sunt  non  roinus  magno  Geometrae,  quaro 
inclytae  Academiae,  <juae  sodalem  defunctum  tali  dignata  sit  memoria.  ln  Euleri  laudatione 
a  N.  Fussio  edita  calculorum  de  aerostalis  perfectorum  mentio  quidem  facta  est  (vide 
pag.  XLVU),  qui  vero  ipsam  comraentaliunculam ,  quae  1784  demum  prodiit,  in  catalogo  A 
non  retulit,  ne  inter  Inedila  quidem,  quae,  ut  notum  est,  solos  complectebalur  traclatus 
Arademiae  Petropolitanae  traditos  et  in  ejus  tabulario  depositos.  Quidquid  seu  imperfectum , 
seu  Academiae  nondum  oblatum  supererat,  id  lum  temporis  laudationis  auctori,  cura  nondum 
fomiliae  Eulerianae  affinis  exstiterit,  prorsus  ignotum  fuisse  ex  silentio  ejus  apparet. 

3.   Ad  flnem  Prooemii  pag.  XXVII,  auper  Imeam. 

Quamquam  recensus  scriptorum  Euleri  his  nostris  sludiis  incrementum  cepit  satis  lucu- 
lentum,  cum,  Inedilis  non  respectis,  38  libri  accesserint  hucusque  non  consignati,  tantum 
tamen  abest  ut  confidamus,  catalogum  Ubrorum  editorum  nunc  penitus  absolutum  esse,  cum 
concedendum  sit,  in  Actis  Societalum  minorum ,  in  libellis  periodicis  et  colleclionibus,  nonnullas 
fortasse  etiamnum  latere  Euleri  commentationes.  Quas  ab  oblivione  vindicare  in  futurura 
quoque  curae  nobis  erit.  Jam  supra  exemplum  atlulimus  tractatus  illius  Divionem  missi, 
quem  praemium  obtinuisse  el  editum  fuisse  vix  est  quod  dubitemus.  Neque  vero  mirum  erit, 
si  aliqui  tractatus  inveniuntur,  occasione  oblata  seorsim  editi,  quorum  memoria  temporis 
decursu  interierit,  similes  opusculo,  quod  de  Revelatione  divina  tuenda  olim  composuit 
(N.  745  catalogi  B:  Heltung  der  Offenbarung  gegen  die  Einwurfe  der  Freigeister).  Verum 
enimvero  si  auctores  nonnulli  volunt,  opera  majora  Euleri  complura,  anonvme  edita,  e 
commercio  librario  ita  penitus  excidisse,  ut  in  catalogis  scriptorum  ne  mentio  quidem  fieret 
eorum:  hoc  judicio  bibliographos  in  errorem  induci  nobis  persuasum  est,  nisi  res  argumenlis 
probetur  validis. 

Ita  in  brevi  prooemio  versioni  gallicae  Arithmetices  Eulerianae  praemisso,  quam  vol.  III 
operum  Euleri  Bmxellis  editorum  (*>  exhibet,  cl.  Duboisius  nos  docet ,  huic  operi 
priora  fuisse  duo  alia  Euleri  opera  roajora,  alterum  lnslilutiones  disciplinae  mercaloriae 
(Guide  du  commerce),  duobus  voluminibus  4to  compositum,  alterum  de  calculo  svngrapharum 
tractatus  (Trairf  des  changes  et  arbitrages)  unius  vol.  4to.  liaec  opera,  si  fuerunt,  Petropoli 
prodiisse  opus  est,  ubi  Eulerus  inde  ab  aetalis  anno  vicesimo  degerat,  et  anno  1738 
ArUAmeticam  scripsit  in  usum  Gymnasii  academici  <*>.  Sed  quomodo  explicari  poterit,  talia 

(1)  Hanc  editionem  vix  fu  cril  vercionem  nuncnpare,  cum  librum  exbibeal  penilu*  retraclatnm. 

(2)  Hoc  o(mu  «acut  forUase  et  Ulitd  syatema  Phjncea,  de  quo  iupra  paf.  XIV.  XV  cermo  eal,  Eulerua 
publica  auctoritate  compoauil.  Simili  modo  G  W.  Krafftiu*  ln*tilutionea  arrin.it  geognpkicaa.  Inter 
manuacripla  Euleri  inilia  reperiuntnr  cursua  elementaria  geomeu-ici  germanice  cowtcripU.  Origo  Algc 
brae,  multo  aeriorw,  noU  cal. 
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opera  N.  Fussium  vitam  Euleri  Petropoli  scribentem  fugisse.  Nisi  Duboisius  expressis 
verbis  opera  haec  anonvme  prodiisse  dixisset,  suspicarer  nominis  mutationem  obtinere,  cum 
memoria  obscura  mihi  adsit,  Eulerum  aliquem  citari  inter  auctores  rei  mercatoriae,  cui  nil 
nisi  nomen  cura  magno  nostro  Geometra  commune  sit. 

Alia  res,  quara  idem  ille  editor  Arithmetices  Eulerianae  indicat,  majori  digna  videtur 
fide ,  quamquam  nobis  prorsus  sil  nova,  Joannem  fiernoulliura  minorem  scilicet,  qui 
primus  Algebrara  Eulerianara  fierolini  gallice  vertit,  jam  antea  ejusdera  auctoris  Aritbmelicaro 
eodem  sermone  reddidisse.  llujus  vero  versionis  exemplum  videre  nunquam  nobis  contigit, 
neque  ipse  Bernoullius  in  Algebrae  translatae  introductione  ullam  ipsius  facit  mentionem. 
Hoc  saltem  conjicere  licet,  versionera  Bernoullii,  si  re  vera  exstat,  majori  gaudere  fide, 
quam  ipsius  cl.  Duboisii  versionem  recentiorero. 

Denique  in  libro  aliquo,  qui  inscriptus  est:  J.  W.  Muller's  Auserlesene  mathematische 
Bibliothek.  Niirnberg  1820.  8°,  pag.  5  citata  invenimus  Euleri  (Leonh.)  Elcmenta  mathe- 
matica,  2  tomis  Lausannae  1748.  4to  edita,  opus  nobis  prorsus  ignotum.  At  nulli  dubitare  pos- 
sumus,  quin  hoc  citatum  originera  traxerit  ex  male  routato  titulo  operis  notissiroi  Introductionis 
in  Analysm  infinitorum ,  quae  eodem  anno  1 748,  ibidem  Lausannae,  prodiit  duobus  voluminibus 
4to;  quamquaro  mirandum  est,  libruro  hunc  suo  titulo  in  ejusdem  Mulleri  opere  citari, 
tribus  allatis  editionibus  latinis  et  una  gallica. 

Si  qui  viri  ducti  de  his  aliisque  dubiis  certiora  nos  potuerint  docere,  gralo  animo 
emendationes  accipiemus. 

M.  Februario  1849. 

P.  H.  F. 
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Observatiottes  de  theorcniate  qiiodain  Fcrmatiano,  aliisqiic  a<l 


VL  1733  -  33.  M<».) 

Notum  est  hanc  quantitatem  a"4- 1  semper  haberc  divisores ,  quoties  n  sit  numerus  impar,  vcl  per 
imparem  practer  unitatem  divisibilis.  Namque  «*""  +  *  4-  1  dividi  potest  per  «-)-!,  et  apiVa~*~u  -r  1 
per  o^-f-f ,  quicunque  etiam  numerus  loco  «  suhstituatur.  Contra  vcro,  si  n  fuerit  ejusmodi  numerus, 
qui  per  nullum  numeniin  imparem  nisi  unitatcm  dividi  possit,  id  quod  evenit,  quando  n  cst  dignitas 
binarii,  nullus  numeri  «™4-l  potest  assignari  divisor.  Qutuuobrem  si  qui  suot  numeri  primi  hujus 
formae  «"4-1,  ii  omnes  comprehendaotur  necesse  est  in  hac  forma  «*  4-  1.  Neque  tamen  ex  lioc 
potest  concludi  a*"'-}-  1  semper  exhibere  numerum  primum  quicquid  sit  «;  primo  enim  persjw  uum 
eat,  si  a  sit  numerus  impar,  istam  formam  divworcm  habituram  2.  Deindc  quoque,  etiamsi  «  dcnolct 

formula  «'+ 1  potest  dividi  per  5,  quotics  e$t  a~  56  ±  3,  et  30*-+-  1  potcst  dividi  per  17,  et 
50*4-1  per  M.  Simiii  modo  10*-+-  1  habet  divisorem  73;  6*4-  1  babet  divisorcm  17,  ct  6"* 4-  I 
est  dirisihilis  per  257.  At  hujus  formac  2*  4~*>  quantum  constat  ex  tabulis  numerorum  primorum,  quae 
quidem  noo  ultra  100000  extcnduntur ,  nullus  detcgitur  casus,  quo  divisor  aliquu  locum  habeat. 
Hac  forte  aliisque  rationibus  Fermatius  adductus  cnnnciarc  non  dubitavit  2*  '4-  1  semper  cssc  numc- 
rum  primum,  hocque  ut  exhnium  theorcroa  Wallisio  aliisque  Mathematicis  Anglis 
proposoiL  Ipse  qoidcm  fatetur  se  ejus  demonstratiouem  non  haberc,  nihilo  tamen  mi 

Utilitatem  ejus  autem  hanc  potissimum  praedicat ,  quod  ejus  opc  facilc  sit 

id  quod  aiue  hujusmodi  univcrsali  theoremate  foret  difficilli- 
mum.  Leguntur  haec  in  Wallisii  Commercio  Epittolieo  tomo  ejus  Operum  secundo  inserto,  epistoia 
penultima.  Exstant  etiam  in  ipsius  Fermatii  Operibus  p.  115  scquentia.  „Cum  autcm  numeros  a  bi- 
nario  (juadratice  in  se  ductos  et  unitate  auctos  esse  semper  numeros  primos  apud  me  constet,  et 
jam  dudum  Analystis  illiu»  theorematis  veritas  fuerit  signUicata,  nempc  esse  primos  3,  3,  17,  257, 
65537,  etc.  in  iniinit.  nuilo  negotio  etc." 

L.K.I.iiOp».  | 
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Veritas  istius  theorematis  elucet,  ut  jain  diii,  si  pro  m  ponatur  I,  2,  3  et  k;  prodeunt  enim 
hi  numeri  5,  17,  257,  et  65537,  qui  omnes  inter  numeros  priraos  in  tabula  reperiuntur.  Sed  nes- 
cio,  quo  fato  cvcniat,  ut  statim  scquens  ncmpc  2**4  1  cesset  esse  numerus  primus,  observavi  enim 
his  diebus,  longe  alia  agcns,  posse  bunc  numcrum  dividi  per  6M,  ut  cuique  tcntanU  statim  patebit. 
Est  cnim  2**4-  1  —  2"  4  1  =  V29V967297.  Ex  quo  inU-Uigi  polcst,  theorcma  hoc  etiam  in 
aliis,  qui  sequuntur,  casibus  fallere,  et  hanc  ob  rem  problema  de  inveniendo  numero  primo  quovis 
dato  majore  ctiam  nunc  non  csse  solutum. 

Considcrabo  nunc  etiam  formulam  2" — 1,  quae  quoties  n  non  est  numerus  primus,  habet  divi- 
sores,  ncquc  tantum  2" —  1  sed  etiam  a" — I.    Sed  si  n  sit  numcrus  primus,  videri  posset  etiam 

2"  f  semper  talem  exhibere:  hoc  tamen  asseverare  ncmo  est  ausus  quantum  scio,  cum  tam  facile 

potuissct  refelli.  ISamquc  2" —  I  i.  e.  20 V7  divisores  babet  23  et  89,  et  21*—  1  dividi  potest  per 
47.  Video  autem  Cel.  Wolfium  non  solum  hoc  io  Elem.  MaOieseos  ediUonc  altera  non  advertisse, 
ubi  numeros  perfectos  investigat,  atquc  20*7  inter  primos  numerat;  sed  ctiam  51  i  seu  2'—  I  pro 
tali  habet,  cum  tamen  sit  divisibilis  per  2*—  1  i.  c.  7.  Dat  autcm  2"-'  (2'*— l )  numcrum  perfectum, 
quoUes2"—  I  est  prirous,  dcbct  ergo  etiam  n  cssc  numerus  priinus.  Operae  igitur  pretium  fore  existimavi 
eos  notare  casus,  quibus  2" — I  non  cst  numerus  primus,  quamvis  «  sit  talis.  Inveni  autem  hoc  semper 
fieri,  si  sit  n~km —  1,  atque  8 m  —  1  fuerit  numerus  primus,  tum  enim  2" — 1  semper  poterit  dividi 
pcr  8  m  —  1.  Hinc  cxcludendi  sunt  casus  sequentes:  1 1, 23, 83, 131,  179,  191,  239,  etc.  qui  numeri  pro 
/i  substituti  reddunt  2"—  1  numerum  compositum.  Neque  tamen  reliqui  numeri  primi  omnes  loco  n  po- 
siti  satisfaciunt,  sed  plures  insuper  excipiuntur,  sic  observavi  2*' —  1  dividi  posse  per  223,  2'* —  1  per 
431,  2"—  1  per  1103,  2"— 1  per  439,  omnes  tamen  cxcludcre  non  est  in  potcsUte.  Attamen  asscrcrc 
audco  praeter  hos  casus  notatos,  omnes  numeros  primos  minores  quam  50,  et  forte  quam  100,  efti- 
cere  2n-'(2"— I)  esse  numerum  perfectum,  sequentibus  numeris  pro  n  positis:  1,  2,  3,  5,  7,  13, 
17,  19,  31,  H,  kl,  unde  H  proveniunt  numeri  perfecU.  Deduxi  has  observationes  ex  theorematc  quo- 
dam  non  incleganti,  cujus  quidcm  demonstrationcm  quoquc  non  habeo,  ventm  tamen  dc  ejus  vcritate 
sum  certissimus.  Theorcma  hoc  est:  a" — 6"  semper  potest  dividi  per  n-j-l,  si  n-(-l  fucritnu- 
merus  primus,  atque  a  et  b  non  possint  per  eum  dividi;  eo  autcm  difficiliorcm  puto  ejus  de- 
monstrationem  esse,  quia  non  est  verum  nisi  n  4  1  sit  numerus  primus.  Ex  hoc  statim  sequttur  2"—  I 
semper  dividi  posse  per  n  -l-  I ,  si  fuerit  n  — f-  1  numerus  primus ,  seu  cum  omnis  primus  sit  impar 
praeter  2,  hicque  ob  conditiones  tbeorematis,  quia  est  a~2,  non  possit  adhiberi,  poterit  2""  —  1 
semper  dividi  pcr  2  m  4- 1 ,  si  2m  +  1  sit  numerus  primus.  Quare  etiam  vel  2"'-(-  1  vel  2m—  1  dividi 
poterit  per  2/»  +  l.  Doprehendi  autem  2m-fl  posse  dividi,  si  fucrit  m~  Vp  -(-  1,  vcl  *»4-«,  at 
2"'— 1  habcbit  divisorem  2m  -+-  l,  si  m  =  kp,  vel  kp—  1.  Haec  persecutus  in  multa  alia  incidi 
thcorcmala  non  minus  cleganUa,  quae  co  magis  aestimanda  esse  puto,  quod  vel  dcmonstrari  prorsus 
nequeant,  vel  ex  ejusmodi  propositiombus  sequanUir,  quae  demonstrari  non  possunt;  primaria  igiUir 
hic  adjungere  visum  est. 

Theorema  I.    Si  fucrit  n  numerus  primus,  omnis  potenUa  exponentis  n — 1  per  n  divisa  vel  nihil 
vel  I  relinquit. 
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Theorema  II.  Manente  n  numero  primo,  omnis  potentia,  cujus  exponens  est  nm-'(n  — 1j,  divisa 
per  nm  vel  0  vel  1  reiinquit 

Theorema  III.  Sint  j»,  n,  p,  g,  etc.  numcri  primi  inaequales,  sitque  A  minimus  communis  dividuus 
eorum  unitate  minutorum,  puta  ipsorum  m  —  1,  n—  1,  p—  i,  9—  1,  etc.;  his  po- 
sitis  dico  omnem  potentiam  exponentis  A,  ut  a*,  divUam  per  mnpq  etc.  vel  0  vel  I 
relinquere,  nisi  a  dividi  possit  per  aliqucm  horum  numerorum,  m,  n,  p,  q,  etc. 

Theorema  IV.  Denotante  2n+t  numerum  primum,  poterit  3"4-  t  dividi  per  2«  +  1,  si  sit  veln  — 
6p  +  2,  vel  n  —  6p  -|-  3:  at  3"—  1  dividi  poterit  per  2  n  -|-  I,  si  sit  vel  n  —  6 p, 
vel  n  =:  Gp—  1. 

7Wema  V.  3w-f-2"  potest  dividi  per  2n+l,  si  sit  «=  vcl  12p  +  3,  vel  12p^5,  vel 
I  2p  -1-  6,  vel  1  2p  +  8.    Atque  3"  —  2"  potest  dividi  per  2  n  4-1,  si  sit  n  -  vel 
12p,  vel  12p  +  2,  vel  12p-f  9,  vel  I2p+ll. 
VI.  Sub  iisdem  conditionibus,  quibus  3"+  2",  poterit  etiam  6"+  1  dividi  per  2  n  +  1 ; 
atque  6"—  1  sub  iisdem,  quiius  3"— 2". 
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II. 

De  solutlone  problematum  Dlophanteomm  per  numeros  lntegros. 

(Commeut.  VL  1735  —  33.  p.  175) 

§  1.  Quotics  in  problematibus  Diophantcis  solvendis  pcrvenitur  ad  formulam,  in  qua  plus  una 
indeterminata  non  inest,  maxime  requiruntur  numeri  integri,  qui  loco  indeterminatae  positi  quaesito 
satisfaciant.  Hoc  vcro  quando  ficri  non  potest,  numcris  fractis  acquiescere  oportet.  Observatum  autem 
est,  si  in  illa  formula  indetenninatae  maxima  dimensio  fucrit  quadratum,  ct  ipsa  formula  debeat  esse 
numcrus  quadratus,  plcrumquc  infinitos  numcros  integros  problcma  solvcrc,  qui  inter  se  certa  lege 
cohacreant,  et  sericm  quandam  constituant.  Scd  si  formula  vcl  debcat  esse  cubus  aliave  altior 
potentia,  vel  si  indctcrminata  plurcs  duabus  habcat  dimensiones,  plus  effici  non  potest,  quam  ut 
saltcm  numcri  fracti  eruantur. 

§  2.  Ita  autcm  hujusmodi  problcmatum  omnium  ratio  cst  comparata,  ut  unum  numerum  satis- 
facicntem  divinalione  inveniri  oporteat,  ex  quo  deinccps  infiniti  alii  repcriri  queant.  Neque  enim 
ad  primum  dctegendum  regula  potest  tradi,  cum  casus  possint  occurrere,  qui  omnino  nullam  solu- 
tionem  admittunt,  cujusmodi  est  3x*4-2,  quae  formula  nunquam  fieri  potest  quadratum.  Quam- 
obrem  in  scquentibus  semper  poncmus,  unicum  tantum  casum  esse  cognitum,  quo  conditioni  pro- 
blematis  satisfiat,  atque  regulam  dabimus,  qua  cx  illo  innumerabiles  alii  elici  possint. 

§  3.  Proposita  igitur  sit  haec  formula  ax^-\-  bx  4  c,  quae  debeat  esse  numerus  quadratus. 
Sintque  a,  b  ct  c  numeri  integri,  et  requirantur  quoque  numcri  integri  loco  x  substituendi.  Datus 
autem  sit  numerus  n,  qui  loco  x  positus  reddat  formulam  ax*  4-  bx  -\-  c  quadratum.  Erit  ergo 
an*4-  bn  -+-  c  numcrus  quadratus,  cujus  radix  sit  m.  Jam  ad  alium  numcrum  satisfacientem  ex  hoc 
dato  n  inveniendum,  pono  eum  csse  «n  -}-  /i  4  y  V  (<"»*4  bn  4  c),  huncque  valorem  loco  x  sub- 
stitutum  reddere  oat*-f-  bx  4  c  quadratum,  cujus  radix  sit  Sn  4-  e  -+  £  V (on*4-  bn  4-  c).  Perspi- 
cuum  cnim  est  illum  numerum  loco  x  substituendum  fore  rationalcm  ob  an* -f-  bn  -+-  c  quadralum, 
numeros  autcm  integros  hoc  modo  repcriri,  si  modo  sit  n  numerus  integcr,  mox  apparebit 

§  k.  Substituatur  igitur  «n  -f  -f  y  V  (an*  -+  bn  -f  c)  loco  x  in  ax*4-  bx  -+  c ,  hocquc 
facto  prodibit 

(a«14-a1y*)«* 
4-  (2aapf  4-  abf  -j-  bu)  n 
+  ^4  acY%+b,3-\-c 
4-  (2a«y«  4  2a,iy  -+-  by)  |/(an*  +  bn  + 
Sctl   c]iiin   hujus  radicem  quadratam   ponimus   Sn  4- 1  -f  £  V(«n*  4-  bn  4-  c),   erit  hinc  etiam 
a;r»  +  ox4-c  aequalis  sequenti  quantitati: 

(3*4  a?)  n*4-  (25«  4-  K1)  "  +  **+  ^ 
4-  (2<Vn  +  2*;)  V(an*+  bn  +  c). 


Digitized  by  Google 


Solutio  problemalum  Diophantcorum  per  numeros  integros.  5 

His  duabus  formis  inter  se  aequatis,  habebuntur  sequcntes  aequationes: 

rf+aV^f+iJ1,  20*0  +  aby*+ba  =  2dt  +  b?,  a,*  +  acy*  +  b/9  +  c  =  ?  +  c?, 

2«ay_2  3£,  2a$y     by  ~  2f£. 

Ex  quibus  elicitur  et  «  — — et  valor  ipsius  3  in  prima  aequatione  substitutus  dat: 

a*£*-r-ay*£',:— aa*y*4-f*,  •foao  in  dans  resolvitur  £*_«*,  ct  Z^  —  ay*.  Harum  autem  posterior, 
nisi  sit  a  quadratum,  locum  habere  nequit  Habebimus  crgo  £  —  a,  ct  secunda  aequatio,  factis  sub- 
stitutionibus  hisce,  similiter  in  has  resolvetur  ay*_a*,  ct  ,j~  --^  quarum  iterum  posterior 
tantum  locum  habet.  His  haventis,  tertia  Undem  aequatio  dabit  a  — :  V(ay*  -+  1):  inveniri  igitur  debet 
ralor  pro  y,  quo  ay*-|-  1  fiat  quadratum. 

§  5.  Sit  p  iste  numcrus,  qui  loco  y  substitutus  reddat  ay*-\-  i  quadratum,  et  hujus  radix 
ponaturq;  ita  ut  sit  q- V(ap*+  1),  crit«z9,  y-p,  0=_£_,  £_a/)>  6  _  fz  etf_7. 
Ex*his  colligitur  sequens  theorcma: 

Si  «a?*  +  6o!-f-c  est  quadratum  casu  quo  *  — n,  erit  quoque  quadratum  casu, 
quo  ae  —  qn+ty^  +  pV(*n*+ bn  +  c)  ;  ejusquo  quadrati  radix  erit 
<*Pn  +  b{  +  qY(*n*  +  bn+c). 

Si  ergo  modo  bp  pcr  2  dividi  potcst,  radix  quadrati  crit  numerus  iuteger,  et  propteroa  quoque 
valor  ipsius  m  erit  ioteger,  scu  bq  —  6  dividi  poterit  per  2a. 

§  6.  Quemadmodum  autem  ex  n  valore  ipsiusa?  dato  invcntus  est  alius  qn  +  -^»---     pm>  posito 
m  loco  V[on*+  bn  +  c);  ita  hac  quantitate  tanquam  n  tractata,  quo  casu  loco  m  sumi  debebit 
apn  +  ^  +  qm,  cruetur  denuo  alius  valor,  qui  loco  x  substitutus  quaesito  satisfacit,  scilicet  hic: 
2ap*n  +  bp*+  2pqm,  quadrati  vero  htnc  orti  radix  erit  2 apq  +  bpq  +  2 ap*m 
+    n  -u  m. 

Consideretur  jam  illa  quantitas  ut  n  et  haec  ut  m,  habebitur  quartus  valor  ipsius  x  satisfa- 
ciens  hic: 

**op*qn-|-  2bp*q  +  kap*m 

+   <ln    -r  Jl— - -  +  3/"". 
Et  radix  quadrati  rcspondentis  crit: 

ka*p*n  +  2bp*+  kap*qm 
-j-3apn   +^j£  +  qm. 

§  7.  Valorcs  ipsius  a?  satisfacientes,  una  cum  radicibus  quadratorum  respondentium  ergo  ita  se 
babebtuit,  ut  sequitur: 
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.  ,  ■  /»(4f*-S9-t) 
*P<I  m  -t"  ■  ia   


I.  n 
II. 

III.  2<itn  +  2pqm  +  b-t£=^ 

—  n 

IV.  <Vg*n 

—  3  (jn  —  pm 

V.  8a>4-8py»M  +  4V  <**-«> 

—  8(fn—kpqm 

+  n  etc. 
jus  progressionis  haec  est  lex: 

A 


apn  + 

2apqn-\-2qlm  +  bpq 
—  m 

\aprfn  +  \q*m  +  26pg* 

apn     —  3(/m  ~ 

8apq*n  +  8q'm +  kbpq* 
lapqn  —  8q*m  —  2bpq 
+  m  etc 


lex: 


2qF  —  E. 


hunc  sequens  B 

2qB-A+b{'>-" 

Hae  igitur  progrcssiones,  quousque  lilmerit,  exiguo  labore 

§  8.  Perspicitur  cx  his  formis  alternos  ad  minimum  terminos  cfficcre  ax*+  6*  -(-  c 
atque  omnia  omnino  quadrata  ficri  numeros  integros,  si  fuerit  bp 
ipsius  x  valores  erunt  numeri  integri,  si  b(q—  1)  dividi  poterit  per  2o;  sin  vero 
boc  non  fuerit,  saltem  alterni  ipsius  x  valores  erunt  numeri  integri,  nam  qq—  1  i.  e.  ap*  semper 
dividi  poterit  per  a,  si  quidem,  ut  ponimus,  p  et  q  sint  numeri  integri.  Praeterea  notandum  est  in 
termiois  istis  ctiam  wi  negativc  accipi  posse,  qua  ratione  numerus  solutionum  quandoque  duplicatur. 

§  9.  Intelligitur  etiam,  si  a  sit  numerus  qaadratus,  solutionem  in  numeris  intcgris  exhiberi 
non  posse,  nisi  forte  ax*  +  bx  +  e  vel  Ipsum  est  quadratum,  vel  numero  quadrato  fieri  potest 
aequale.  Hanc  ob  rem  exclusimus  supra  oos  casus,  quibus  a  erat  quadratum,  quia  hic  tantum  de 
numeris  integris  problcma  solventibus  praecepta  tradere  instituimus.  ESam  si  a  est  quadratum;  nullus 
iuteger  potest  exhiberi,  qui  loco  p  positus  efficiat  ap*  +  1  quadratum,  praeter  0.  Hoc  vero 
valores  ipsius  x  manent  n,  nullusque  ergo  alius,  nisi  is,  qui  < 


§  10.  Quoties  autem  a  non  est  numcrus  quadratus,  sempcr  numerus  intcger  potest  assipnari, 
qui  loco  p  positus  efficiat  ap*+  t  quadratum.  Quamobrem  his  casibus,  si  unirum  casum  elicuerimus, 
quo  ax*4-6x  +  c  fit  quadratum,  simul  quoquc  casus  infinitos  cxhibere  poterimus,  qui  ax*-\-bx-\-e 
in  quadratum  transmutent.  Proposita  igitur  formula  ajc*-+  bx  +  c  hoc  crit  agendum:  primo 
jectura  dct*gi  debcbit  valor  ipsius  x  in  integris,  qui  reddat  a x*  -+■  bx  -r  (  quadratum.  Deinde 
quaeri  dcbet  valor  ipsius  p,  quo  ap*->r  I  cliam  fiat  quadratum.  Hisque  inventis  ope 
invpntaruin  casus  infiniti  innotesccnt. 

§  II.  Si  c  est  quadratum,  nempe  zzdd,  statim  apparet  casus,  quo  ax*+bx-\-d*  est  qua- 
dratum,  is  euim  est  si  x~0.   Ponamus  ergo  «~0,  eritquc  mzzd,  et  valores  ipsius  x  satisfa- 


cientes  conslituent  hanc  scricm:  0,  dp  +  ^ — -  ,  2dpq  + ' 


-I) 
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Quadratorum  autem,  quae  hinc  generantur,  radicea  erunt:  d,  d«4-  y>  d(2g*—  i)  +  bpq,  

E,  F,  2qF — E.  Ilarum  serierum  lex,  ut  et  priorum  (§  7)  perspicua  est;  sunt  enim  omncs  recur- 
rentes,  aeu  quiris  terminus  ex  duabus  praecedentibus  est  compositus. 

§  12.  Si  6  =  0  et  d  =  I,  ut  habeatur  haec  forma  aa5*4-  1,  ad  quam,  ut  ex  praecedentibus 
apparet,  gcncralis  aar'4  bx  4  c  maximam  partem  reducitur.   Hujus  orgo  valores  ipsius  x  respon- 

dentes  in  hac  serie  progrediontur:  0,  p,  2pq,  kpq* — p,  A,  B.  2qB  —  A.  Radices  vero  qua- 

dratorum  productorum  crunt  sequentes:  1,  q,  2o*— 1,  3q          E,  F,  2qF—E.    Si  ergo 

unicus  casus  p,  quo  ap*-f  1  Ct  quadratum  constat,  hujusmodi  numeri  infiniti  habebuntur,  qui 
in  tractatione  generalis  formulac  «r*-(-  bx-\-  e  loco  p  et  q  collocari  possunt. 

$  13.  Quo  autem  haec  methodus  ad  quosvis  casus  possit  accommodari,  videamus  primo,  quos 
numeros,  pro  quolibet  ipsius  a  valore,  literis  p  et  q  tribui  oporteat  Debet  autem  p  talis  csse  numerus, 
qui  ap*-\-  1  reddat  quadratum,  hujusque  radix  erit  q.  Perspicuum  quidem  est,  si  unicus  pro  p 
habeatur  valor  idoneus,  simul  quoque  infinitos  haberi;  attamen  hic  unicum  duntaxat  cumque  mini- 
mum  praeter  0  adhiberi  convenit.  Nam  reliqui  sequentes,  qui  sunt  2pq,  Ipq* — p,  ctc  solutioimm 
numcrum  non  multiplicant,  cum  valores  tantum  sequentes  ipsius  as  in  §  7  praebeant.  Minimus  autem 
ipsius  p  valor  dabit  onuies  numeros  ipsius  x  satisfaciontes,  quod  majores  non  faciunt. 

§  1*.  Intelligatur  igitur,  quod  si  fuerit  a  =  e1 — 1,  minimum  ipsius  p  valorem  fore  1, 
ipsiusque  q,  e.  Deinde  si  fuerit  a  =  e*4  i,  tum  esse  pz=.2e,  ct  q  =  2e*4-l.  Atque  si  sit 
a  =  e*±2,  eritp  =  «,  et  q  =  e*±l.  Hujusmodi  casus  infiniti  alii  possunt  dcfiniri,  quorum 
ingens  numerus  hoc  continetur  theoremate :  si  sit  a  =  aW* ±  2ac*~ ',  erit  p  =  e,  et  q—a^ 1  ±  i, 
ubi  pro  a  etiam  muneri  fracti  accipi  possunt,  dummodo  illi  per  efc~'  muHiplicati  in  intcgros 
transmutentur.  Simili  modo  eliam  si  sit  a  =  (ue*4  /?e*')'4-2a<>^,-,4-2/^e"•-,,  erit  p~e,  et 
q=a«fc*t +       +  '  -f  t.  Atque  etiam  si  sit  «=io»*V*±  erit  p—ke,  et  q=  4  «**«*+ 1  ±  1. 

§  15.  Quoties  igitur  a  est  numcrus,  qui  in  istis  formulis  contineatur,  statim  apparet  valor 
ipsius  p  et  q.  At  si  a  hujusmodi  fuerit  numerus,  qui  nullo  modo  ad  illas  formulas  potest  reduci, 
peculiaris  ad  invenienda  p  et  q  adliibenda  est  methodus,  qua  olim  jam  usi  sunt  Pellius  et  Fer- 
matius.  Ilaecque  methodus  est  universalis,  et  aeque  succedit,  quemcunque  numerum  denotet  a- 
Praeterea  etiam  ideo  hic  potissimum  cst  commendanda,  quod  minimum  ipsius  p  valorem,  qui  hoc 
loco  requiritur,  exhibeat. 

$  16.  Methodus  haec  exstat  descripta  in  Opcribus  Wallisii,  et  hanc  ob  rem  cam  hic  fusius 
non  expono.  Operandi  tamcn  modum  in  unico  excmplo  ostendisse  juvabit,  cujus  inspectio  ad  quae- 
que  alia  solvenda  perducct.  Oportcat  nimirum  determinari  minimum  ipsius  p  valorem,  quo  3ip*4- 1 
fit  quadratum.    Ad  hoc  efficiendum  scquens  instituitur  calculus: 

f/(3 1/>* -f~  1)  —  q.    Ergo  q  >  5p,  ponatur  itaque  q  —  5p  4  a 

6^+1  =  10«^  +  «*,  ,  =  *±*»£=S,  ,  =  .  +  *, 
5««=2rt+  66*4-1.  fl-H^i!±»>,  a  =  64-c, 
36*=86c+5c*-i,    6  =  4c+^lc'-3),    6  =  3c  +  d, 
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2c»=t0«l  +  3d3-l-i,  c  =  «£^l£±*!,  c  =  5d  +  c, 
3d»=10dc-|-2el—  1,  d  =  5'+^tcl-3>,    d  =  3e-f/; 

5c»=8cf+3r  +  ».  c-2f-3, 

r  =12^-5^+1,  /•-6o  +  l/{3io*-r-l)- 
Tamdiu  scilicet  hac  operationes  continuantur,  quoad  in  media  columna  pervcnlatur  ad  V (3ig*-\-i) 
ejusdem  formac,  quam  habuit  proposita  V{3lp%-{-  i).    Pcrspicuum  jam  est  si  ponatur  g  —  Q,  fore 
f  —  l.   ilincquc  rctrogrcdiendo  habcbitur:  e ~  2,  d~l,  c ~  37,  6=118,  a  =  155,  />  =  273, 
atque  q  =  1520. 

§  17.   Quo  autem  non  tanto  opus  sit  labore  ad  valores  ipsarum  p  et  q  invcniendos  pro  dato 


numcro 

a,  scquentcm  tabulam 

anncxcrc  visum  est, 

tn  qua  pro  singulis 

valoribus  ipsius 

a  cxhibcntur 

tniiiirni 

numcri, 

qui  loco  p  sub 

stituti 

reddant  ap%-\-  1  quadratum. 

a 

P 

7 

a 

p 

• 

q 

* 

a 

P 

9 

2 

2 

3 

26 

10 

51 

47 

7 

V8 

3 

1 

2 

27 

5 

26 

V8 

1 

7 

5 

k 

9 

28 

2V 

127 

50 

IV 

99 

6 

2 

5 

29 

1820 

9801 

51 

7 

50 

7 

i 

8 

30 

2 

11 

52 

90 

649 

8 

l 

3 

31 

273 

1520 

53 

9100 

66249 

10 

6 

19 

32 

3 

17 

5V 

66 

V85 

11 

3 

10 

33 

V 

23 

55 

12 

89 

12 

2 

7 

3V 

6 

35 

56 

2 

15 

13 

180 

6*9 

35 

1 

6 

57 

20 

151 

IV 

V 

15 

37 

12 

73 

58 

257V 

19603 

15 

i 

V 

38 

6 

37 

59 

69 

530 

17 

8 

33 

39 

V 

25 

60 

V 

31 

18 

V 

17 

V0 

3 

19 

61 

226153980 

17663190V9 

19 

39 

170 

VI 

320 

20V9 

62 

8 

63 

20 

2 

9 

42 

2 

13 

63 

1 

8 

21 

12 

55 

V3 

531 

3482 

65 

16 

129 

22 

12 

197 

VV 

30 

199 

66 

8 

65 

23 

5 

2V 

15 

24 

161 

67 

5967 

V8842 

2V 

1 

5 

V6 

3588 

2V335 

68 

V 

33 

§  18.  Ilic  statim  occurrit  modus  pcrfacilis  extrabcndi  quam  proxiinc  radicem  quadratam  ex 
numcro  quocunque  non  quadrato  a.  Quia  enim  est  ap1  -fl-^  erit  Va  —  y^~^f  et,  si  q  sit 
numerus  valde  magnus,  erit  V a~—  quam  proxime.    Sed  loco  p  possunt  poni  singuli  Uirmini  scriei 


Digitized  by  Google 


Solulio  problematum  Diophanleorum  per  mimcros  inlegros. 


0,  p,  2pq,  kpq* —  p,  A,  B,  2qB —  A,  et  loco  9  singuli  tcrmini  respondcnt«s  scriei  hujus 

1,  9,  2gl—  1,  kq*—  3y, ....E,  F,  2qF—E  (§  12).  Sit  bujus  seriei  terminus  indicis  i—Q,  et 
illius  tcrminus,  cujus  index  etiam  t  cst  ~  P,  erit  ]/ar=y>  <}u»a  vero,  quo  magis  continuantur 
ha*  series,  majores  quoque  (iunt  termini  Q;  eo  propior  rcpcrietur  V  a  sumendis  terminis  serierum  a 
primo  longius  distantibus.  Sit  exempli  gratia  «  ~  6 ,  erit  p  ~  2  et  q  ~  5 ,  scriesque  sibi  invicem 
subscribantur  ut  scquitur,  posteriore  loco  superiorc  posita: 

1,  5,  49,  4S3.  4H01,  47523  ,  470449,  4«569«.V,  Hc 
0,  2.20,  I9H,  ISKiO.  19402,  192060.  I90H9N,  t.c. 

Sumtis  igitur  ultimis  tcnninis,  erit  iu«  propinquum  radici  quadrntac  ex  6,  ut  plus  eam  non 

excedat,  quam  hac  fractione  — (— ^ ^  —  •   Simili  modo  patet  radicem  i|uadratam  ex  61  fore  pro- 

1 7GK34  0049 

xime  aequalem  ^^^,'  Quac  quidem  radix  vera  aliquantulum  major  est,  scd  exccsstis  cst  minor 
1—m  StiStttsi»»»)*»  01 " 

§  19.  Quaerantur  omnes  numeri  triangulares ,  qui  sint  simul  quadrati;  dehebit  J  ■^"'*  esse  qua- 
dratum.  Quadratum  igilur  quoque  erit  2xl  -f-  2x,  ex  quo  lit,  collatione  cum  formuJa  ax*+  bx  4-  d1 
(§  II)  instituta  a~2,  b~  2,  d  —  0.  Sed  quia  est  a~2,  crit  ex  tabnln  superiore  p~2  el 
o= .3.  Unde  loco  x  substitui  debebunt  sequentes  valores  0,  1,8,  Y9,  288,  1681,  9800,  etc.  quo 
g  ■  uat  quadratum.  Quadratorum  autem  hinc  ortorum  radices  tenehunt  hanc  seriem,  0,  1,  6, 
35,  20V,  1189,  6930,  etc.  Vel  quadrata,  quorum  radieos  contineulur  in  hac  seric,  erunt  numeri 
triangularcs.  Seriei  quidem  hujus  posterioris  termini  liunt  duplo  majores,  si  formentur  cx  scrie 
gcnerah  rf,  Jy-f  -|»  d  (2 f/1—  1)  -+- /./w/  etc;  sed  quia  hi  termini  sunt  nidices  ex  2x*-|~2x,  debe- 
bunt  dividi  per  2,  quo  habcantur  radices  cx  — i^. 

§  20.  INumcri  polygonales  l  laterum  exprimuntur  hac  formula  generali  — — —  >  in 
qua  x  dcnotat  radicem  numeri  polygonalis.  Quo  ergo  hujusuiodi  numerus  polygonalis  sil  quadratum, 
oportet  2(/  —  2ix*—  2(1  —  k)x  esse  quadratum.  Statim  autem  unus  casus  apparet,  quo  quaesito 
satisGt,  scilicet  si  x~r  0;  fit  enim  ipsa  formula  —0.  Quam  ob  rem  habehimus  n~  0  et  m— .0, 
et  formula  cum  generali  ax*  bx  -f  c  com|>arata  prodit  a~  2<J —  2)  ct  b  — —  2(1  —  V),  atquc 
<•  —  0.  Fiat  igitur  2(1  —  2)px^  t—</\  eruut  ipsius  x  valores,  quihus  2  (/ .—  2)  x1—  2  (/  —  \  x 
scu  hujus  paxs  quarui  ('~  i)x'~Sl~.A'.x  i  c.  jpSC  numerus  polygonalis  lit  quadratum,  sequentes: 

°«  jjnEr!ti-V'  T^^-i), 4>  B>  29«-^-(!Z^('/-0.  Qui  quidemnumeri 
omnes,  si  />  i,  sunt  negativi,  attamen  afflrmativi  habcbuntur  valores  ipsius  x  sumto  9  negativo, 
tum  enim  alterni  trrmini  erunt  afQrmativi.  Deinde  etiam  si  inventus  sit  numerus  negativus  pro  x, 
qui  sit  — k,  pnterit  numerus  aflirmativus  dari,  qui  eundem  numerum  polygonaiem  producal,  erit 
nempe  x~k  -j  [  *,  sed  nisi  sit  j  *  numerus  integer,  hi  numeri  afUnnativi  fiunt  fracti,  quos  hic 
excludimus.  Hanc  oh  rem  alternis  tcrmiuis  supcrioris  seriei,  posito  — 9  loco  9,  contenti  essc  del>cmus. 
Radiccs  vero  quadratorum  2(/ —  2)  x1 —  2  (/ — k)  x  his  casibus  rcsullantium  tcncbunt  hanc  pro- 
gressionem:  0,  (/ — V) p,  2(1  —  k)pq,  E,  F,  2qF — E. 
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§21.   Quo  autem  non  alii  numeri,  nisi  affirmalivi  et  integri  reperiantur,  alium  casum,  quo 
2(/ —  2)x* — 2(1 —  V;  x  fit  quadraUnn,  erui  0|>ortet,  qui  erit,  si  x~l;  prodibit  enim  k.  Hanc 
ob  rem  ponatur  n—i  ct  m  —  2,  quo  facto  habebuntur  pro  x  valores  sequentes: 
I,  q  +  Ip-V^fq- i),  29*-l  +  kpq-(^{f-l).....J,  B,  2qB-A-(^(q-\). 
Radices  autem  qundratae  ex  (<— progredicntur  in  hac  scric: 

i,  'f  +  -,  lM  +  2g*-l,  £,  F,  2qF-E. 

Quo  autcm  omnes  ipsius  x  valores  sint  numeri  integTi,  non  quidem  loco  q  minimum  valorem,  sed 
cum,  qui  rcddat  ^jzr^  (9  — •  0  numerum  integrum  scligi  convenit,  id  quod  semper  fieri  poterit.  Ut 
si  quaerantur  numeri  pentagonales  quadrati,  erit  /  zz  5  et  a  =  6,  atque  q  erit  numerus  ex  hac 
serie  I,  5,  W,  etc.  et  ipsius  p  valores  respondcntes  crunt  0,  2,  20,  etc.  Qno  igitur  ^_*^{q—  1) 
—  {  (q —  t)  sit  numerus  integer,  sumi  dcbct  q—  W,  et  p  —  20.  Radiccs  ergo  numerorum  penta- 

gonalium,  qui  sunt  quadrati,  erunt:  I,  81,  7921,  A,  B,  98  B  —  A — 16,  qui  numcri  etiam 

in  superiore  seric  (§  20)  continentur,  si  accipiatur  q  ~  —  5;  erunt  enim  termini  alterai  affirmativi. 
Horum  autem  numerorum  pentagonalium  radices  quadratae  erunt  1,  99,  9701,....  E,  F,  98  F — E. 

%  22.  Quia  cst  2  (1  —  2)  />*-)-  1  —  q1,  manifestum  est  ex  praecedentibus,  si  fuerit  2/  —  \  qua- 
dratum,  nulJum  numenun  integrum  loco  p  substitui  posse.  Hanc  ob  rem  vel  omnes  numeri  poly- 
gonales  crunt  quadrali,  vel  tantum  nonnulli.  Prius  evcnit,  si  l  —  \;  nam  omnes  numeri  tctrago- 
nalcs  sunt  simul  quadrati.  Posterius  vero  si  sit  21  —  16  scu  36,  seu  6%  etc.  his  enim  casibus 
alii  non  crunt  quadrati,  nisi  0  ct  1.  Si  2/  —  4  =  16,  erit  1=10,  ideoque  numeri  polygonales 
erunt  dccagonales,  quorum  forma  cst  tx*  —  3a?.  Nullusque  numerus  decagooalis  est  quadratus 
praeter  0  et  1  in  integris. 
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Problemala  circa  retidua  ex  dwisione  orla.  1 1 

Solutio  problcmatis  arithmeticl  dc  luveniendo  niunero,  qui  per 
datos  nnmeros  divisns,  rellnquat  data  rcsidua. 

(Commeut.  VIL  1734  -  35.  p.  46.) 

§  I.  Reperiontur  in  vulgaribus  arithmeticorum  libris  passim  hujusmodi  problemata,  ad  quae 
perfecte  resolvenda  plus  studii  et  sollertiae  requiritur  quam  quidem  videatur.  Quamvis  enim  plerum- 
que  regula  sit  adjecta,  cujus  ope  solutio  obtincri  queat,  tamcn  ea  vel  cst  insufficiens  solique  casui 
proposito  convenit,  iUi  ut  circumstantiis  quaestionis  parum  immutatis,  ea  nullius  amplius  sit  usus; 
vel  subinde  etiam  solet  esse  falsa.  Ita  quadratorum  magicorum  constructio  jam  pridem  ab  arithme- 
tkis  esl  tradita;  quae  aulcm  cum  essct  insufficicns  majora  ingenia  Lahirii  et  Sauvcurii  ad 
rcquisivit.  Simili  quoquc  modo  ubique  fcre  occurrit  istud  problcma,  ut  invcniatur 
j,  qui  per  2,  3,  fc,  5  et  6  divisus  relinquat  unitatcm,  pcr  7  vero  dividi  qucat  sinc  residuo: 
methodus  vero  idonea  ad  hujusmodi  problemata  solvcnda  nusquam  exbibetur;  solutio  enim  ibi 
adjecta  in  hunc  tantum  casum  coinpctit,  atquc  tcntando  potius  absolvitur. 

§  2.  Si  quidem  numcri,  pcr  quos  quaesitus  numcrus  dividi  debet,  sunt  parvi,  prout  in  hoc 
exemplo,  tcntando  non  difficulter  quaesitus  numcrus  invcnitur;  difficillima  autem  forct  istiusmodi 
solutto,  si  divisores  propositi  essent  valde  magni.  Cum  itaque  ad  hujus  gcoeris  problcmata  solvenda 
nnum  habcatur  nulla  genuina,  quae  ad  magnos  divisores  aeque  patcat,  ac  ad  parvos; 
inutiliter  opcram  mcam  collocatam  csse  confido,  dum  in  hujusmodi  methodum  inquisivi,  qua 
sine  tentatione  pro  ma\imis  ctiam  divisoribus  talia  problcmata  resolvi  qucaot. 

§  3.  Quo  igitur,  quac  hac  de  rc  sum  mcditatus,  distincte  exponam,  a  casu  incipio  simplicissimo, 
quo  unicus  tantum  datur  divisor,  numerusque  quaeritur,  qui  per  illum  divisus  datum  relinquat 
residuum.  Requiratur  scilicet  numcrus  z,  qui  pcr  numcrum  a  divisus  relinquat  p  pro  rcsiduo.  Hujus 
quidcm  quaestionis  solulio  est  facillima,  erit  cnim  z  —  iua  +  p,  denotante  m 
integrum;  interim  tamen  observari  convenit  banc  solutionem  cssc  miivcrsalem , 
satisfacicntcs  complcctj.  Practcrca  ex  ea  quoque  intclligilur,  si  unus  habeatur 
cx  eo  innumcrabilcs  alios  satlsfacicntes  quoque  posse  invcniri,  dum  ille  numcrw 
ipsius  a  vcl  augeatur,  vcl  si  ficri  potest,  minuatur.  Erit  autem  p  seu  0 «-+-/>  mioimus  numcrus  satis- 
faciens,  hunc  excipit  a  p,  quem  porro  sequuntur  2a-\-  p,  3n-)-p,  %a  -f-  p,  etc.  qui  numeri  omnes 
constituunt  progressionem  aritlimeticam  diffcrcntiam  constantcm  habentem  a. 

JJ  \.  Iloc  cxposito  sequitur  casus,  quo  duo  divisores  cum  suis  residuls  proponuntur,  qui  est 
praecipuus,  ct  scquentcs  omnes  in  se  complectitur.  rVam  quotcunque  propositi  fucrint  divisores, 
quaestio  sempcr  ad  hunc  casum,  quo  duo  tantum  proponuntur,  reduci  potcrit,  quemadmodum  in 
sequentibus  monstrabo.  Quacri  igitur  oporteat  numerum  z,  qui  per  a  divisus  relinquat  p,  pcr  6 
vero  divisus  relinquat  q;  sitque  numerus  a  major  numero  6.  Cum  crgo  numcrus  quaesitus  z  ita 
dcbeat  esse  comparatus,  ut  pcr  a  divisus  relinquat  p,  necessario  in  hac  forma  ma  -j-  p  continebitur, 
eritque  idcirco  z  —  ma  -f  -  p.    Dcindc  cx  altera  conditione ,  qua  r  per  6  divisus  rcUnqucre  debcal 
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7,  crit  :  ~nb+-  q.  Quamobrcm,  cum  sit  ma-^p—.nb  -f  7,  detcrminari  debebunt  numcri  intcgri 
loco  m  et  n  subslituendi ,  ut  sit  ma  +  p  —  nb  +  7,  quibus  inventis  erit  ma  +  p  scu  nb  +  7 
numenis  quacsitns  t. 

§  5.  Quin  ergo  est  ma-\-p—nb-\~q,  erit  n=  ""'~'"fc/'--'>  tnu  posito  p — q  —  v,  erit  n  =  — r— • 
Hanc  ob  rem  definiri  oporlet  numcrum  m,  ut  m<i-f-i/  dividi  possit  sine  residuo  pcr  6.  Quia  est 
<t>6,  ponalur  a~ub  +  c;  crit  n  —  mu  +>—j-^- ;  oportct  crgo  ut  mc  +  v  divisionem  per  b  ad- 
mittat;  sunt  autem  u  ct  c  numcri  cogniti,  qui  repcriuntur  ex  divisione  ipsius  a  per  b;  erit  enim  « 
quotus  et  r  residuum.    Ponatur  porro  — A,  erit  w  =  Al "~"  ;  quare  numcmm  //  invcniri 

oportct,  ut  //6 — dividi  qucat  pcr  r.  Si  eveniat,  ut  v  pcr  c  dividi  possit,  operatio  jam  poterit 
finiri ;  sumto  cniin  ./  =  0,  erit  m  ~  —  y  ct  z  —  —  "  -I-  p,  quae  cxpressio,  etiamsi  evadat  negativa, 
tamcn  ad  infiuitos  numcros  alYirinativos  pro  :  inveniendos  est  idonea. 


§  C.  Sin  autem  v  per  c  non  potcst  dividi,  quo  - 


Ab  —  v 


fiat  numerus  integer,  pono  b~  /3c-\-d, 

Ab  —  v  _    j  ,   ,    ^rf—  t 

c 

_  B*  +  v 


scu  divido  b  pcr  r,  dicoquc  quotiun  =     et  residuum  —  d.  Quo  fcicto  erit  — — - -  ~  A/3  -\  — -  =  m , 

debebitque  Ad~  *  essc  numerus  integer;  sit  is  —  B,  fiet  A~ :  —j^-  Si  nunc  v  per  d  dividi  poterit, 
facio  ff—lO,  eritquc  A  =-^  et  "•^^j*  Sin  autem  v  pcr  d  non  cst  divisibile,  pono  porro  c  —  ytf  -f- c; 
critque  A  —  By\-*^~-v.  Atquc  pono  *  j"  =  C,  ut  sit  B  =  ^Lll.  Si  nunc  */  per  e  dividi  potcrit, 
pono  C=  0  eritque  B~-  ~  et  A~z^7~  atque  m  =  —  £"  -  ^ ;  sin  nondum  fuerit  integcr 
numerus,  pono  d~Sc  +  f,  eritque  B~  C8 +  Cf^ ;  atque  facio  ^-"  =  D,  ut  sit  C—^~, 
ubi  vidcndum  est  utnun  1/  per  f  dividi  possit  an  secus,  atque  in  utroque  casu  ut  supra  operalio 
delK>t  institui. 

§  7.  Quia  autcm  <i>6,  atquc  6  >  c  ct  c  >  d  etc  hac  scrie  a,  6,  c,  d,  e,  f,  etc.  continuanda 
pcrpctuo  ad  minorcs  numeros  devcnitur,  ila  ut  tandem  ad  tam  parvum  pcrvcniri  oportcat,  qui  sit 
pars  aliquota  scu  divisor  ipsius  v.  Sunt  autem  c,  d,  e,  f,  etc.  continua  rcsidua  ordinariae  opcra- 
tionis,  qua  inaximus  communis  divisor  ipsarum  a  ct  b  investigari  solct,  quam  operationem  hic  appono 

a~ab+  c 


n 
n 
1 

B 

C  : 

D 

E 

F 

G 


tna  4- »    ,  I 
-.—  b    a  « 


c 

Bc  +  v 

C.l-  v 
e 

U.-  +  * 

/ 
KT-__ 

e 

__±_ 
b 

ni,  -  v 
t 

/fi+v 


b  \  /3 


9\f\S 


h  9\  '/ 


1  '  /1  f> 
k 


b-/3c+d 
c  —  yd+  c 
d  —  be  +  f 
e  —  tf^-g 

g  —  rih^-i 

h-m  +  k 
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§  8.  Hacc  ergo  operatio,  qua  ad  maximum  communem  dirisorem  numerorum  a  et  6  uti  sole- 
mus,  eousque  est  continuanda,  donec  ad  residuum  perveniatur,  quod  dividat  v.  Quo  invento  sequenti 
modo  invesligabimus  numerum  m.  Si  v  jam  per  6  dividi  poterit,  fict  m_  0.  Si  v  pcr  e  divisionem 
admittat,  fiet  A~Q  ct  m  _  Si  t/  per  d  dividatur,  fiet  fi_0  et  A  —-^,  atquc  m  _  ^ —  ~  —  ^j 
ob  &  _/?c  +  °**  Qu°  autem  valores  ipsius  m  facilius  reperiantur,  primo  valor  ip&ius  A  per  B,  tum 
valor  ipsius  B  per  C  et  ita  porro  esprimi  debet,  unde  nata  est  ista  tabula: 

Ab-v 

1.  m  —  — - — , 

~  c»-M*  +  Jr) 

J.  m  —  -  » 

i   J>i'  +  H«  +  M  +  >1) 

».  m  —  -j.   > 

5.  m__   , 

6.  m  —  rt>+*i*<s+W't+?n  +  ?y:+t+*+w+?)  ac 

h 

Dc  bis  valoribus  cst  notandum,  signa  ipsius  v  alternari  boc  modo  1  1  1-  etc.  Detndc 

coefficicntes  ipsius  v  hanc  tcncnt  lcgem: 

i,      /?y  +  «,  flyt  +  t  +  fl*  y*y3e+-<$«  +  /?«  +  ^y  +  1,  ctc. 

cujus  progressionis  quisquc  tcrminus  est  aggrcgatum  ex  termino  praecedente  in  indiccm  supra  se 
scriptum  multiplicato  ct  tcrmino  hunc  praecedente. 


§  9.  Si  igitur  t-  pcr  6  dividi  poterit,  erit  m  _  0;  si  v  pcr  c  dividi  potest,  crit  m  —  — *  proptcr 
A=.0;  si  i/  pcr  d  dividi  poterit,  fiat  B  =  0;  eritque  m—^J.  Unde  sequcns  oritur  Iex: 

Si  est 

erit 
m  =  0 


r 
<■ 


v 

/ 

» 

T 


=  -  i     + 1) 


Si 


m_-l{;^f  +  ^  +  ^+^y+  1) 

m_  +  ^  c^£-M«;  +  ,i£f         +  £y3+-S +  *  +  <*)  ctc. 

hi  ipsius  m  valores  in  aequatione  t  —  ma-^-  \>  substituantur,  rcpcrietur  ut  scquitur: 
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Si  est  integer 


tr 
< 

T7 
i' 

T 
i 

7 
«' 

7 


erit 

z=«+£l=«+* 

5  =  0   " 

z  =  a  +  ^(«£+  li 

z  =  «-£(«/»r  +  «  +  r) 

z  =7  4-  j  («/*/<*  -f  a/i  +  «3  -f-  y<3  -f  i) 


z  =  q  -  -  ;«/*y3«  +  u/?y  +  e/*f  +  aHf  -4-  y<5f  +  «  4.  y  -j-  t)  «tc. 
§  10.    Ad  invenicndum  ergo  numerum  z,  qui  pcr  a  divisus  relinquat  p,  ct  per  6  divisus 


relinquat  q,  posito  /> — «  =  f,  sequentem  habcbimus  regulam:  instituatur  operatio  ad 
communem  divisorem  inter  a  et  b  inveniendum,  eaque  eousque  producatur,  donec  ad  residuum  per- 
veniatur,  quod  sit  divisor  ipsius  1»,  tcncaturque  (|uotus  ex  divisione  ipsius  v  per  illud  residuum 
resultans,  qui  sit  Q,  ubi  operatio  abrumpatur.  Deinde  in  serie  scribantur  quoti  u,  /?,  y,  etc.  in 
luic  divisione  orti,  c.t  iisque  construatur  nova  series  1,  «,  a-3~ti,  aji?  4-  « -+-  y ,  ctc.  quae  ei 
illa  quotorum  scrie  formatur,  atque  eousque  continuari  debet,  quousquc  per  illam  scricm  fieri  potest 

Sub  hac  nova  serie  scribantur  signa  alternantia  -|  (  ctc.  ultimusque  terminus  cum  suo 

signo  multiplicelur  per  Q,  atquc  etiam  per  minorcm  divisorem  propositum  6,  ad  factum  addatur 
residuum  q  divisori  b  respondcns.  Quo  facto  erit  aggrcgatum  numcrus  quacsitus. 

$  II.  Invcnto  hoc  modo  uno  numero  satisfaciente  z ,  ex  co  statim  innumerahiles  alii  numeri 
satisfacientes  reperiuntur.  iVam  si  :  |>cr  a  divisum  p  rclinquit,  et  per  6  divisum  q;  candem  proprie- 
tatem  habcbunt  quoquc  numeri  a6 z,  2a6  +  z,  et  mab  +  z.  Multiplum  quidem  facti  ab  conUnuo 
adjici  vel  auferri  potcst,  si  «  et  b  fucrint  intcr  sc  numcri  primi;  at  si  a  ct  b  fuerint  numeri  com- 
positi,  tum  etiam  sufficit  corum  minimum  communem  dividuum  sumsissc;  cujus  multiplum  quodque 
adjectum  vel  ablatum  a  z  dabit  numeros  satisfacientes;  ut  si  minimus  communis  dividuus  fuerit  M, 
comprchendet  mM  +  z  omnes  omnino  numeros  quaestioni  satisfacientes.  Quare  etiamsi  hoc  modo 
sacpe  numeri  negativi  pro  z  inveniantur,  tamcn  adjiciendo  ad  eos  M  vel  ejus  muitiplum  obtinebuntur 
numeri  affirmativi.  Hac  crgo  opcrationc  scmper  minimus  numerus  satisfaciens  invenietur,  siquidem 
minimus  communis  dividuus  M  toties  subtrahatur,  quoties  fieri  potest. 

§  12.  Quia  exemplis  haec  operatio  maximc  illustrabitur,  quaeramus  numerum,  qui  per  103 
divisus  relinquat  87,  et  per  57  divisus  rclinquat  25.  Erit  crgo  a  =  103,  6  =  57,  p=87  et  g=25, 
atquc  i/  =  62;  quare  operationem  ita  instituo: 

57 


1  103 

1 

57 

57 

1 

'»0 

II 

46 

^=31  =  0- 
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1,  i,  * 

I,  I,  2, 

+  -  + 

INunc  est  — 9.  31  = —  279;  atque  numerus  quaesitus  =  25  —  57.  279,  qui  cuni  Gat  negativus, 
addo  ad  eum  3.  57.  103  seu  57.  309,  unde  iarenitur  25  -\-  57.  30=  1735,  qui  est  minimus  nu- 
merus  quaesitus;  omnes  vero  satisfacientes  continentur  in  bac  forma  m.  103.  57  -f-  1735. 

§  13.  Quaeramus  porro  numenun,  qui  per  M  divisus  relinquat  10,  ct  per  29  divisus  relinquat 
28.  In  boc  exemplo  compendium  adhibebo,  quod  in  aliis  similibus  computationibus  magnam  habcbit 
otilitatem;  nam  cum  in  divisione  per  29  residuum  sit  28,  restare  quoque  poterit  in  eadem  divisione 
—  1,  si  quotus  unitate  major  accipiatur.  Sumo  ergo  — I  pro  residuo  divisoris  29,  eritque  a  —  M, 
b  —  29,  p—  10  et  q  —  —  1 ;  unde  erit  v—  11.    Operationem  ergo  ut  ante  instituo  ita 


29 


ki 

29 

1 

12 

2y" 

2k 

2 

5 

12 
10 

2 

9 

u 

1 


I. 

4- 


2, 
1, 


2,  2. 

3,  7, 
+  - 
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1  -1-29.  187.  Subtrahatur  29.  k.  H, 
in  bac  forma 


Erit  crgo  — t-  1 7-  11  —  187;  atquc  numcrus  quaesitus  = 
erit  is  =  —  I  -r  29.  23  =  666.    SaUsfacient  ergo  quaestioni 
m.  VI.  29 -t-  666  contenU. 

§  tk.  Compendium  hinc  se  prodit  ad  supra  datam  regulam  adjiciendum,  quod  in  hoc  constat, 
ut,  postquam  numerus  Q  per  ultimum  seriei  formatae  terminum  est  muJtiplicatus ,  factum  per  mnjo- 
rem  divisorem  «  dividatur,  atque  residuum  loco  ipsius  facti  adhibeatur.  Scilicet  hoc  residuum  per 
minorcm  divisorem  b  multiplicatum  atque  residuo  q  auctum  dabit  numerum  quaesitum.  Atque  iste 
numerus  hoc  pacto  inventus  erit  minimus,  qui  salisfacit.  Praeterea  bac  divisione  efiici  potest  ut 
residuum  prodeat  affirmativum,  etiamsi  dividcndus  fuerit  ncgativus.  Ita  in  primo  cxemplo  §  12 
habebatur  — 279,  qui  numerus  per  103  divisus,  sumto  quoto  =3  relinquit  4-30.  Ex  quo  nu- 
merus  quacsitus  minimus  est  =25  +  57.  30  =  1735. 

%  15.  Fieri  deinde  cUam  potest,  nt  hujusmodi  excmpla  proponantur,  quae  sotutioncm  omnino 
non  admittant,  uti  si  quaeratur  numerus  qui  pcr  2*  divisus  relinquat  13,  per  15  vero  divisus 
relinquat  9;  talis  enim  numcrus  per  alteram  conditionem  debcret  esse  per  3  divisibilis,  pcr  alteram 
secus.  Idem  vero  etiam  ipsa  regula  ostendit,  nunquam  enim  ad  tale  rcsiduum,  excepto  0,  deve- 
nictur,  quod  dividat  v  seu       uU  ex  ipsa  operationc  videre  est. 
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15 

2V 

1 

15 

9 

15 

9 

6  ,  9 
3 


Hujusmodi  vero  excmpla  exhibcri  non  possunt,  nisi  divisores  a  et  6  sint  numeri  compositi  inter  se; 
nam  si  fuerint  inter  se  primi,  scmper  numeri  quaesiti  exhiberi  possunt.  Sin  autenn  divisores  c  et  6 
fuerint  numeri  compositi,  atque  v  non  dividi  potuerit  per  maxiuium  i|»orum  a  ct  6  divisorem,  tum 
semper  problema  ad  absurdum  dcducit.  Hocque  est  criterium,  ex  quo,  num  problema  solutionem 
admiltat,  dijudicari  potest,  aotcqtiam  operatio  instituatur. 

§  16.  Exposita  bac  methodo  uuiversali,  qua  omnis  generis  hujus  problemata  facilc  resolvi 
possunt,  ex  ca  alia  rcgula  potest  fonnari,  qime  quidcm  ad  usum  non  esl  tam  facilis,  at  simplicitatis 
plus  in  se  habct.  Oritur  ea  autem,  si  in  valoribus  supra  inventis  ipsius  z  (§9),  loco  a,  j3,  y, 
etc.  eorum  valores  ex  acquationibus  <i  =  «fc  -j-  c,  b  — ,  ~>c  -t-  d  etc.  substituantur.  Nam  si  instituatur 
opcratio  ad  maximum  commuucm  divisoreni  inter  n  et  6  inveniendum,  ex  caque  innotescaut  continua 
residua  c,  d,  e,  ctc.  dico  forc  numerum  i  —  </  •+-  abv  ( -.-  —  ,—  -}-', — I  -+- \ —  etc.i,  cousquc 

*  \ah       bc        cd       rfe       tf  » 

hac  seric  continuanda,  donec  v  per  factorem  atiquem  dcnominatoris  dividi  qucat.  Utt  si  quaeratur 
numcrus,  qui  pcr  16  divisus  relinquat  1,  et  per  9  divisus  rclinquat  7,  erit  «—16,  6  =  9,  p—i, 
7  =  7,  et  v— — 6.  Quare 

9 


j  16 

1 

7 

1 

7 

2 

7  i 

Ai 

Hinc  ergo  erit  t  =  7  -  6. 9.  16  ( 9  -  ^  +  ±)  =  7-6  +  %16  -  *  -  1  -  3.  16  =  -  47. 
Satisfaciunl  crgo  omnes  numeri  w.  IH  —  V7  seu  m.  IVV  -f  97;  eorumque  minimus  est  97.  Su- 
perior  formula  gencralis  ipsius  i  etiam  in  hunc  modum  potcst  exprimi 

z-p-  abv  {-b-  --^ -c  -  ~  +  ctc.) 
quae  serics  fractionum  eousquc  continuari  debct,  donec  valor  ipsius  ;  fiat  nnmerus  integer. 

§  17.  Cnnsiderabo  nunc  quosdam  casus  particulares,  in  quibus  a  ad  b  datam  habeat  rclationcm; 
et  primn  >]iti<lem  sit  b~a — 1,  seu  <i=6-j-  1,  rcsidua  vcro  ex  divisionc  numeri  quaesiti  per  a 
ct  b  orta  sint  ut  antc  p  ct  </.  Erit  ei  go  c  =  1 ;  ideoquc  per  rcgulam  postremam  i  =  p  —  av  — 
p  —  ap-\-aq.  Quae  expressio  si  <u/  -\-  />  >  ap,  dal  miuimum  numerum  quaesito  satisfacientcm :  at 
si  aq  -f- p  <  ap,  tum  minimus  numerus  salisfaciens  erit  a7 —  a+p  —  ap     aq.  Omncs  vero  numcri 
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satisfacientes  In  hac  formula  generaK  ma* — ma-\-p —  ap  +  aq  comprehenduntur,  seu  etiam  io  ista 
mb*+mb  —  bp-\-bq-\-q.    Quicquid  nunc  sit  m,  si  haec  quantitas  dividatur  per6*4  6,  residuum 

§  18.  Quemadmodum  hac  ratione  ope  residuorum  datorum,  quae  post  divisioncm  numeri 
incogniti  per  divisores  b  et  6  4-1  remanent,  ipse  numerus  iucognitus  sit  inveniendus,  docuit 
Stifelius  in  Conunentario  ad  Rudolfi  artem  Cossicam.  Regula  ejus  ita  se  habet:  si  fuerit  resi- 
duum  numeri  incogniu*  per  b  -\-  t  divisi  p,  et  residuum  ejusdem  per  b  divisi  q,  jubet  q  multipli- 
care  per  b  -}-  1,  et  p  per  61,  horumque  factorum  apgrcg;itum  per  6*-)- 6  dividcre;  quod  restat  post 
divisionem,  id  pronunciat  esse  numerum  quaesitum.  Fluit  autem  haec  rcgula  cx  nostra  generaJi 
formula,  si  ponatur  m  —  p,  tum  enim  habetur  6*/>-f-(6-|-  i)q,  quod  pcr  6*4-6  divisum  relinquit 

§  19.  Interim  tamen  minori  opera  minimus  numerus  satisfaciens  reperietur  sequenti  modo: 
Residuum  q,  quod  ex  divisione  quaesiti  numeri  per  6  oritur,  multiplicetur  per  6  -)-  1 ,  factumque 
addatur  ad  numerum  pronicum  ipsius  6,  puta  ad  6*46,  hinc  subtrahatur  factum  ex  residuo  p, 
quod  ex  divisione  numeri  quaesiti  per  6  4-  1  remanet,  ducto  in  6;  si  id  quod  restat  fuerit  <6*4-6, 
erit  id  ipse  numerus  quaesitus,  sin  vero  fuerit  >  6*4-6,  subtrahatur  6*4  6,  eritque  residuum  nu- 
merus  quaesitus.  Ut  si  quacratur  numerus,  qui  per  100  divisus  rclinquat  75,  et  per  101  divisus  37; 
tum  addatur  10100  ad  factum  ex  75  io  101  seu  7575,  ut  habeatur  17675,  hinc  subtrabatur  factum 
ex  37  in  100  seu  3700,  rcmanebit  13975,  a  quo  si  10100  auferatur,  prodibit  3875,  qui  est  mini- 
mus  numems  quaesitus. 

§  20.  Si  quaeratur  numerus,  qui  per  6  divisus  relinquat  q,  et  per  n&4/  1  divisus  p;  erit  iterum 
C  —  i,  atque  numerus  quaesitus  z—p  —  av  —  p  —  ap  -\-  aq~  (n6  -\-  i)  q  —  nbp,  ob  a  —  nb  -j-  1 . 
Atque  omnes  numeri  satisfarienh>s  continrlnmtur  in  hac  expressione  mnb* -\- mb -\- {tib -\- i)  q  —  n6p, 
ex  qua  sumto  pro  m  numcro  quocunque,  invenietur  minimus  numerus  satisfaciens,  si  ea  expressio 
dividatur  per  n6*4  6;  rcsiduum  cnim  erit  minimus  numerus  satisfaciens. 

§  21.  Casus  porro  notari  meretur,  quo  residua  p  et  7,  quae  oriuntur  ex  divisione  quaesiti 
numeri  per  datos  divisores  a  et  6,  sunt  inter  se  aequalia,  seu  p  —  q-  Hoc  enim  casu  lit  v  —  0, 
ideoque  invenitur  numerus  quaesitus  z  —  p.  Si  igitur  sit  M  minimus  communis  dividuus  numerorum 
a  et  6,  omnes  numeri  satisfacientes  continebunlur  in  hac  formula  mtf^  p.  Eadem  plane  formula 
quoque  satisfacit  ,  si  quotcunquc  fucrint  divisores  a,  6,  c,  d,  etc.  per  quos  singulos  numerus  quae- 
situs  divisus  retinquat  p,  si  quidem  M  denotel  omnium  divisorum  minimum  communem  dividuum. 
Omnes  ergo  numeri  hujusmodi  quaestionibus  satisfacientes  ita  sunt  comparati,  ut  per  M  divisi  re- 
linquant  p. 

%  22.  Ilinc  satis  tritum  prohlnma,  quo  quaerilur  numerus,  qui  per  2,  3,  k,  5,  6  divisus  re- 
linquat  1 ,  per  7  vero  nihil  relinquat,  solvi  potest.  Omnes  cnim  numeri  qui  per  2,  3,  %,  5,  6  divisi 
relinquunt  1 ,  hanc  habent  proprielatem  ut  per  60 ,  qui  numerus  est  minimus  communis  dividuus 
oumerorum  2,  3,  \,  5  et  6,  divisi  relinquant  I.    Problema  ergo  huc  redit  ut  inveniatur  numerus, 

I».  I°<«ri  upr*.  3 
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qui  per  60  divisus  rclinquat  1,  per  7  Ycro  sit  divisibilis;  erit  ergoa=  60,  6=7,  p=l,  q=0, 
ett/=l.    Facta  ergo  opcraliooe: 


8 

|2 

{  =  ■=<?• 

fc 

7 

t 

k 

8,     I,  1. 

3 

1 

t,     8,     9,  17. 

3 

+     -    +  - 

Ergo    i  =  0—  119+  WOm, 
et  si   m—  1,  erit  i  =  301. 

%  23.  Majorcm  difficultatem  habcre  vidctor  hoc  problcma,  quo  quaeritur  numerus,  qui  pcr  nu- 
meros  2,  3,  V,  5,  6,  divisus  respective  relinquat  numrros  1,  2,  3,  fc,  5,  at  per  7  dividi  queat, 
proptcr  rcsidua  proposita  iuaequalia.  Sed  haec  quaestio  congruit  cum  hac:  invenire  numerum,  qui 
per  2,  3,  k,  5,  6  divisus  relinquat  —  1  et  per  7  nihil.  llli  jam  conditioni  satisfacit  forma 
60  m  —  1;  quare  numerus  quaeritur  qui  pcr  60  divisus  —I,  at  per  7  nihil  rclinquat;  fit  itaque 
a  =  60,  &=7,  p  —  —  1,  7=0,  et  i>  = —  1,  atque  opcratione  ut  ante  instituta  cst  Q— — I 
quod  in  — 17  ductum  dat  +17,  hocque  per  6  multiplicatum  dat  119  numerum  quaesitum. 

§.  2\.  Ex  liis  duobus  exemplis  apparet,  quomodo  hujusmodi  quaestioncs,  in  quibus  quotcunque 
divisores  proponuntiu-,  quibus  autem  duo  tantum  residua  rcspondent,  per  supra  datas  regulas  solvi 
queant;  statim  cnim  quaestio  ad  quacstionem  duorum  divisorum  rcducitur:  uli  si  omnia  rcsidua  sunt 
aequaUa,  quaestio  pcrinde  solvitur,  ac  si  unicus  divisor  fuisset  propositus.  At  si  rcsidua  sunt  in- 
aequalia,  tum  nibilominus  repetendis  his  operationibus,  quibus  pro  duobus  divisoribus  usi  sumus, 
solutio  poterit  obtineri.  Prinio  euiin  duobus  divisoribus  satisficri  dcbet,  tum  tertius  assumitur, 
deinde  quartus,  doncc  omnibus  erit  satisfactum.    Uoc  vero  commodissime  exemplis  eiplicabitur. 

§  25.  Quaeramus  igitur  numerum,  qui  per  7  divisus  relinquat  6,  per  9  rclinquat  7,  per  11 
relinquat  8,  et  pcr  17  relinqual  1.  Ex  his  jam  quatuor  condHionibus  sumamus  duas  quasque,  ut 
duas  priores,  et  investigemus  omnes  numcros  iis  satisfacientes  Erit  crgo  a  =  9,  6  =  7,  p  =  7, 
9  =  6  et  v  =  1 ,  quare  operatio  instituetur  uti  sequitur: 

1 


7  I  9 

LL 

2 


1 


3  <?=.. 


fietque  z  =  6  +■  1.  V.  7  =  3*. 


1,  3. 

I,   t,  * 

+  h 

Omnes  ergo  numeri  his  duabus  conditionibus  satisfacientes  continentur  in  hac  forma  63m-|-3fc, 
seu  ita  erunt  comparati,  ut  pcr  63  divisi  rclinquanl  3^. 

%  26.  Problema  crgo  huc  cst  rcduclum,  ut  inveniatur  numerus,  qui  divisus  per  63  relinquat 
3V,  |>er  II  relinquat  8,  ct  per  17  rclinquat  1.  Harum  trium  conditionum  sumantur  duac  priorcs 
eritque  a  =  63,  6=11,  />  =  3fc,  7  =  8,  et  t/  =  26,  unde  fluit  sequens  operatio: 
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I  63 

5 

1  55 

8 

11 

1 

8 

3 

H 

•  1 

0  =  ^=13. 


5,    I,  2. 

1,    5,    6,    17.    Ergo  z  =  m. 63. 11 +  8  — 13.17.11. 
+   -  +  - 

satisfaciens  roperiatur ,  ponatur  m  =  % ;  crit  r  —  8  ^  3 1 . 1 1  —  349.  Omncs 
satisfacieutcs  in  bac  continentur  forma  693m-|-3v9,  seu  hanc  babebunt  proprtetatem, 
ut  per  693  divisi  relinquant  3V9. 


Quo 


§  27.  Problema  crgo  tandem  huc  est  reductum,  ut  definiatur  numerus,  qui  per  693  divisus 
relinquat  3*9,  et  per  17  divisus  relinquat  1.  Facio  ergo  a  =  693,  fc  =  17,  />  =  3V9,  q—  1,  et 
v  =  3*8 ,  sequentemque  juxta  data  praecepta  instituo  operationem : 


17 


41. 


693 
697 


U  0  =  ^  =  -87. 


—  V 


1,    M.       r  =  693.17.m-fl -r-il.87.17. 


Quo  minimus  numerus  satisfaciens  prodcat,  pono  m  =  — 5,  eritque  s  =  1  -f-  102.17  =  1735,  qui 
est  minimus  numerus  quatuor  pracscriptis  conditionibus  satisfacicns.  Omnes  autcm  qui  satisfaciunl, 
bac  contuoentur  formula  1 1781  m -|-  1735.  Ex  hoc  exemplo  crgo  abunde  intelligitur,  quomodo 
omnes  hujusmodi  quaestiones  sint  resolvendae. 

§  28.  Pertinet  huc  solutio  problematis  chronologici  satis  cogniti,  quam,  prout  ex  his  regulis 
inveni,  apponam,  in  quo  annus  a  Christo  nato  quaeritur,  ex  datis  cyclis  solis  et  lunae  una  cum 
indictione  Romana  illius  anni.  Cum  enim  cyclus  solis  sit  residuum,  quod  oritur  divisione  numcri 
anni  novcnario  aucti  per  28;  cyclus  vcro  Itinae  sit  residuum,  quod  oritur  divisione  nnmcri  anni 
unitatc  aucti  per  19;  indictio  vero  Romana  sit  residuum,  quod  oritur,  si  numerus  anni  tcrnario 
auctus  pcr  15  dividatur,  scqucns  prodiit  solutio.  Sit  p  cyclus  solis,  q  cyclus  lunae,  et  r  indictio 
Romana;  multiplicetur  p  per  48V5;  <j  per  V200,  ct  r  pcr  6916,  hacc  tria  producta  cum  numero 
3267  in  unam  summam  conjiciantur,  caque  dividatur  per  7980;  qtiod  rcmanebit  residuuin  erit 
numcrus  auni  qtiacsiti.  Si  annus  periodi  Julianae  requiratur,  tum  operatio  eodem  modo  institualur, 
nisi  quod  numerus  3267  ncgligi  dcbet;  quae  est  regula  jam  passim  tradita. 

§  29.  Multam  quidem  operam  rcquirit  solutio  pro  pluribus  divisoribus,  si  quidem  problema 
continuo  ad  casum,  quo  divisorum  numerus  unitate  minuitur,  ut  in  pracccdcnte  cxemplo  fecimus, 
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rcducitur;  at  ex  ea  ipsa  operatione  facilior  multoque  brcvior  via  sese  prodit,  qua  statim  proposita 
quaestio,  quotcunque  etiam  fueriot  divisores,  ad  casum  duonun  divisorum  reduci  potest;  quac  regula 
ita  se  habet:  iDveoiendus  sit  numerus,  qui  per  divisores  a,  b,  c,  d,  t,  quos  numeros  intcr  se 
primos  esse  pono,  divisus  relinquat  respective  liaec  residua  p,  q,  r,  $,  t.  Huic  quaestioni  satisfacit 
iste  numerus  Ap-\-  Bq  -\-  Cr  -j-  Dt  -{-Et  -\-  mabede,  in  qua  cxpressione  A  est  numcrus,  qui  per 
factum  bcde  divisus  nihil  relinquat,  per  a  vero  divisus  relinquat  unitatem;  B  est  numerus,  qui  per 
acde  divisus  relinquat  nihil,  per  6  vero  unitatem;  C  est  oumerus,  qui  per  abde  divisus  nihil  relin- 
quat,  per  c  vero  unttatem;  D  cst  numerus,  qui  per  a6cc  divisus  nihil  relinquat,  per  d  vero  uni- 
tatem;  atque  E  est  numerus,  qui  per  abcd  divisus  nihil  relinquat,  per  t  vero  unitatem;  qui  ergo 
numeri  per  regulam  pro  duobus  divisoribus  datam  inveniri  possunt. 


i 
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IV. 


Theoreiuatiim  qiiortmdam  ad  numcros  prlmos  spectantiiiin  de- 
monstratlo. 

(Commenl.  VHL  1736.  p.  141.) 

§  I.  Plurima  quondam  a  Fcrmatio  theoremata  arithmetica  sed  sine  demonstrationibus  in 
medium  sunt  prolata,  in  quibus,  si  vera  esscnt,  non  solum  eximiae  numerorum  proprietates  oontine- 
rentur,  verum  etiam  ipsa  numerorum  scientia,  quae  plerumque  analyseos  limites  eicedere  videtur, 
vehementer  esset  promota.    QuamvU  autem  iste  insignis  Geometra  de  plurihus,  quae  proposuit, 

se  ea  vel  demonstrare  posse,  vel  saltem  de  eorum  veritate  esse  certum:  tamen 
mihi  constat,  deinonstrationes  exposuit.  Quin  polius  Fcrmatius  videtur  maii- 
partem  per  inductioncm  csse  assecutus,  quippe  quae  via 
fere  unica  ad  hujusmodi  proprietates  eruendas  patcre  vidcatur.  At  vcro  quam  parum  inductionibus 
in  hoc  negotio  tribui  possit,  phuibus  exemplis  possem  declararc;  cx  quibus  autem  unicum  ab  ipso 
Fermatio  desumtum  attulisse  sufCciat.  Loquor  nimirum  dc  illo  theoremate,  cujus  falsitatem  jam 
aliquot  ab  hinc  annis  ostcndi,  quo  Fermatius  asserit  omnes  numcros  hac  forma  2*  -\-  1  compre- 
hensos  esse  numeros  primos»).  Ad  verilatem  autem  hujus  propositionis  evinccridam  inductio  omnino 
sufGcere  videatur.  Nam  praetcrquam  quod  omnes  isti  numeri  minores  quam  100000  sint  revcra 
primi,  demonstrari  etiam  facile  potest  nullum  numerum  primum,  600  non  cxcedentcm  hanc  formu- 
lam  2*"-(-  1 ,  quantumvis  magnus  eliam  numerus  pro  n  substituatur,  metiri.  Cum  tamcn  nihilominus 
constet  hanc  propositionem  veritati  non  esse  consentaneam,  facile  intelligitur,  quantum  inductio  in 
hujusmodi  speculationibus  valeat. 

§  2.  Hanc  ob  rationem  omnes  hujusmodi  numerorum  proprietates,  quae  sola  inductione  ni- 
tuntur,  tam  diu  pro  inccrtis  iiahendas  essc  arbitror,  donec  illae  vel  apodicticis  dcmonstrationibus 
muniantur,  vel  omnino  rcfellantur.  Non  plus  etiam  illis  theoremalibus,  quae  cgo  ipse  illi  schedias- 
mati,  in  quo  de  memorato  theoremate  Fermatiano  numcrisque  perfeclis  tractavi,  subjcci,  fidcndum 
esse  censerem,  si  tantum  inductionibus,  qua  via  quidem  sola  tum  tcmporis  ad  corum  cognitioncm 
pcrveni,  niterentur.  Nunc  vcro,  postquam  peculiari  methodo  demonstrationes  horum  theorematum 
firmissimas  sum  adeptus,  de  veritate  eorum  non  amplius  est  dubitandum.  Quocirca  lam  ad  vcrita- 
tem  illorum  theorematum  ostendcndam,  quam  ad  mcthodum  ipsam,  quac  forte  etiam  in  aliis  nume- 
rorum  investigationibus  utilitatem  aflcrre  poterit,  in  hac  dissertatione  meas  demonstrationes  eiplicarc 
constitui. 

§  J.    Propositio  autem,  quam  hic  demonstrandum  suscepi,  est  sequens: 

Significante  p  numerum  primum,  formula  ap~ ' —  1  scmper  pcr  p  dividi 
poterit,  nisi  a  per  p  dividi  queat. 
£x  hac  enim  propositione  demonstrata  spontc  reliquorum  tbeorematum  veritas  fluil.    Casum  quidcm 
fonnulae  propositae,  quo  est  a—'2,  jam  ab  aliquo  tcmporc  dcmonstratum  dedi*»):  attamen  tum  dc- 

•)  Conf.  commenL  1.  pag.  1  cl  feq.         **)  I.  c  pag.  S 
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ad  gencralem  forraularo  extendcre  non  licuil.  Quaroobrcm  primo  hujus  casus  proba- 
tioncm  affcrre  convcnict,  quo  transitus  ad  gencraliora  co  facilior  reddatur.  Demonstranda  igitur 
erit  sequcns  propositio: 

Significante  p  numerum  priinum  imparem  quemcunquc,  formula  2P~ x —  i 
scmpcr  pcr  p  dividi  potcrit. 
Demoiutratlo.    Loco  2  ponatur  1+1,  critquc 

(l-f-iy-  _i+-r  -4-—,- — a—  -+-  -,    s.— 3  ~  +       sT-y  4--t-««-» 

cujus  scrici  terminorum  numenis  cst  —pct  proinde  impar.  Praetcrea  quilibct  terminus,  quamvis 
habcat  fractionis  speciem,  dabit  numcrum  integrum;  quisque  enim  numerator,  uti  satis  constat,  per 
suum  dcnominatorem  dividi  potest,    Demto  igitur  scriei  termino  primo  I,  erit 

a  u  i  ,/■-«_  i  —  •*>—_  i  —       l  </'-«'</'-*>  j_  (/>-!)( ^i)(/'-3)  ,  (f-i)(y-a)(y-a)(|t-4)  , 

^     '    —    11.       2      '       l.       2.       3     ~     I.       2.       3.       4      '  * 

quorum  numcrus  est  _p —  I  et  propterca  par.  Colligantur  igitur  Itini  quique  termini  in  unam 
summam,  quo  tcrminorum  numerus  Oat  duplo  minor,  erit 

of-i     i  _  /*</•—'>  _■_ r<r- iHp-SKp— 3)  ,  {nP — iHp-Dip-ZHr-Qir—' *>  ,  „,„ 

cujus  serici  ullimus  .erminus,  ob  ,  numcmm  imparcm,  erit  ^^^^'.^  Apparet 
autcm  singulos  tcrminos  pcr  p  esse  divisibiles,  nam,  cum  />  sit  numcrus  primus  el  major 
iillus  dcnominatorum  factor,  nusquam  divisionc  tolli  potcrit.  Quamobrem  si  fuerit  p 
impar,  per  illum  scmpcr  2p~l —  I  dividi  potcrit.  Q.  K.  D. 

itliter.    Si  2r~x — I   pcr  numcruro  primum  p  dividi  potest,  dividi  quoque  poterit  ejus  du- 

plum  2^—2  ct  vicissim.  At  est  2>_  (I  -+-  lf  =  I  -+-  ~-  +  '^"-^  -t-^(/'~ 'H/'~ 9>  +  I. 

Quae  scries  tcrminis  primo  ct  ultimo  tnincala  dal 

f   ,  /^),  piHKH^  ,  fCf -0,         y  2 

1  ~  1     2      ^  I.    2-        3  ~  I.    2  — 

Pcrspicuum  autem  est  istius  scrici  quemvis  tcrminum  pcr  p  csse  divisibilcm,  si  quidem  p  fuerit 
mimcrus  primus.  Quamobrcm  ctiam  semper  2P — 2  pcr  p,  et  proptcrca  quoquc  2/,~'— 1  per  p 
dividi  poterit,  nisi  sit  p  —  2.    Q.  E.  D. 

§  %.  Cum  igitur  2"-l—i  pcr  numcrum  primum  imparem  p  dividi  queat,  facile  intclligitur 
pcr  p  quoque  dividi  possc  hanc  formulam  2"'"'-"—  1,  dcnotante  m  numerum  quemcunquc  integnun. 
Quarc  sequentes  formulac  quoque  omncs  V'-'—  |,  o^-'—  I ,  IG/'-,—  1  etc.  pcr  numerum  primum 
p  dividi  poterunL  Demonstrata  igikir  cst  vcritas  theorematis  generalis  pro  omnibus  casibus,  quibus 
a  est  quacvis  binarii  potcstas,  ct  p  quicunquc  numerus  primus  praetcr  binarium. 

§  5.    Demonstrato  nunc  hoc  thcorcmatc,  cjus  ope  scquens  quoquc  dcmonstrabiraus 
Tlteorcma.    Denotantc  p  numerum  primum  qucmcunque  praeter  3,  per  illum 
scmpcr  hacc  formula  y~* — 1  dividi  poterit. 

Denioii»«ratlo.  Si  V~l — I  per  numcrum  primum  p  excepto  3  dividi  potest,  tum  Zp — 3 
per  p  dividi  potcrit,  quotics  p  fuerit  numcrus  primus  quicunquc,  ct  vicissim.    Est  vcro 

y_ ( i  +  ay  =  i  +  £ . 2  +  ;'tei> .  t  +  f0^0^ -8  +2: .  2*-  •  + 
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cujus  seriei  singuli  termini,  practer  primum  et  ultimum,  pcr  p  diridi  poterunt,  si  quidem  p  fucrit 
numerus  primus.  Per  p  igitur  dividi  potest  ista  formula  V — 2P — 1,  quae  acqualis  cst  huic 
3^  —  3  —  2f  -j-  2.  At  2/* —  2  semper  per  p  numerum  primum  dividi  potest;  crgo  ctiam  $p  —  3. 
Quare  2P~ 1 — t  scmpcr  per  p  dividi  potest,  quoties  p  fuerit  numerus  primus  exccpto  3.  Q.  E.  D. 

§  6.  Eodcm  modo  ulterius  progredi  liccret  ab  hoc  ipsius  a  valore  ad  sequentcm  unitate  majo- 
rem.  Sed  quo  dcmonstrationem  generalis  theorematis  magis  concinnam  magisquc  gcnuinam  efiiciam, 
sequens  pracmitto 

Tbeorema.  Denotante  p  numcrum  primum,  si  ap — a  pcr  p  dividi  potcst,  tum 
per  idera  p  quoque  formula  (fl+l)'' — o — t  dividi  potcrit. 

DemoiuMrratlo.   Rcsolvatur  (I  -(-  aY  consucto  more  in  soriem,  crit 

I  +  aY-z  1  +  {  a  +  *  + f  l"*- •'  o»  +  +  i^-.-r„/'; 

cujus  seriei  singuli  termini  per  p  dividi  possuut,  praeter  primum  et  ultimum,  si  quidcm  p  fuerit 
numerus  pritnus.  Quamobrcm  (1  -j-a)p — «'' — I  divisioncm  pcr  p  admittet;  haec  autcm  formula 
congruit  cum  hac  (I  ay — a  —  1 — <r"H-a.  At  a? — a  per  h)polbesin  pcr  p  dividi  potest, 
ergo  et  (1  +  af  —  a  —  I.    Q.  E.  D. 

§  7.  Cum  igitur,  posito  quod  a? — a  per  p  numerum  primum  dividi  qucat,  per  p  quoque  haic 
formula  («+iy_«  — 1  divisioncm  admittat;  sequitur  etiam  («  +  2)*—«— 2,  item  (0  +  3/'— «—  3, 
et  gcncraliter  (a  +  6/'—  a  —  6  per  p  dividi  possc.  Posito  autem  a~2t  quia  2*— 2,  uti  jam 
demonstravirous,  pcr  p  dividi  potcst,  perspicuum  cst  formulam  (6  +  2)^—6  —  2  divisioncm  per  p 
admittere  debere,  quicunque  integer  numcrus  loco  6  substituatur.  Metietur  crgo  p  formulam 
af-1 — I  ,  nisi  fucrit  a  —  p  vcl  multiplo  ipsius  p.  Atque  bacc  est  demonstratio  generaiis  thcorc- 
matis,  ipuam  tradere  suscepi. 
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V. 

Theorcmatnni  quorundam  arlthmeticorum  demonstratlones. 

(Co.n.W„(.  X.  173«.  p.125.) 

Theoremata  arithmetica,  cujusmodi  Fermatius  aliique  plurima  detcxerunt,  eo  majore  attentione 
sunt  digna,  quo  magis  corum  vcritas  est  abscondita,  et  demonstratu  difficilis.  Fermatius  quidem 
satis  magnam  talium  theorematum  copiam  reliquit,  nusquam  autem  demonstratioaes  exposuit,  etiamsi 
firmitcr  asscrat,  sihi  de  eorum  veritatc  certissimc  constarc.  Maximc  igitur  dolendum  est  ejus  scripta 
adeo  periissc,  ut  ctiamnum  omnes  demonstrationes  ignorcntur.  Similis  quoque  est  ratio  propositio- 
num  in  vulgus  notaruin,  quibus  neque  summam  neque  diffcrentiam  duorum  btquadratorum  quadra- 
tum  constituere  posse  asseritur;  quamvis  enim  de  carum  veritat*  nemo  dubitet,  tamen  nusquam 
cxstat  demonstratio,  quantum  mihi  quidem  constat,  rigida,  praeter  libellum  quemdam  a  Freniclio 
olim  editum,  cujus  titulus  est  Traite  des  triangles  rectangUs  en  nombres.  Demonstrat  autem  hic 
autor,  inter  alia,  in  nullo  triangulo  rcctangulo,  cujus  latera  rationalibus  exprimtintur  numeris,  aream 

undc  facile  veritas  memoratarum  propositionum  dc  summa  et  differentia 
dcducitur.  Scd  isla  demonstratio  tantopere  proprietatibus  triangulorum  eat 
involuta,  ut  nisi  summa  attentio  adhibcatur,  vix  perspicue  intelligi  possit.  Hanc  ob  rem  operae 
pretium  fore  arbitror,  si  harhm  pro|K>sitionum  demonstrationcs  a  triangulis  rectangulis  abstraxero, 
easquc  analytice  ct  clarc  proposuero.  Ko  majorcm  autem  hoc  mcum  instttutum  afferret  utilitatem, 
quo  plura  alia  tbeoremata  multo  difficitiora  cx  iis  elici  possunt.  Huc  scilicct  pertinet  theorema 
illud  celebre  Fermatii,  quo  statuit,  nullum  numertim  trigonalein  essc  posse  biquadrttum  praeter 
uniUttem,  cujus  demonstrationem  cx  illis  formarc  mihi  contigit.  Eo  difGcilior  autcm  ista  demon- 
stratio  videtur,  cum  propositio  exccutioni  sit  ohnoxia,  atque  tantum  ad  numcros  integros  pertineat; 

tim  fraclis  infinitis  modis  cffici  potcst,  ut  —t^  fiat  biquadratum.  Ad  hoc  igitur  aliaque 

erit  lemmata  quaedam  praemittere,  quibus  scquentes 
antc  autcm  monuisse  oportet,  perpetuo  omnes  litteras  mihi 


\  1.   Factum  ex  duobus  pluribusvc  numeris  inter  se  primis  nec  quadratum  nec 
nec  ulla  alia  potcstas  esse  potest,  nisi  singuli  factores  sint  quadrala  vel  cubi  vel  ejusmodi  ahae 
potestates. 

Dcmonstratio  hujus  lemmatis  facilis  est  atque  ab  Euclide  jam  est  tradita,  ita  ut  suporfluum 
foret  eam  hic  exponcre. 

Leimiui  9.    Si  fueril  quadratum,  atque  a  et  b  siut  numeri  inter  se  primt,  erit 

a—pp  —  qq  et  b  —  2pq,  existcntibus  p  et  q  numeris  inter  sc  primis,  altero  pari  altero  impari. 

Quia  est  a*  \  6*  quatlratum,  ponatur  ejus  radix  =a  -f  ~f  "•>•  fracUonero 
pono  expressam,  ita  ut  p  et  q  sint  numeri  inter  sc  priroi.    Facta  autem 
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aequationc  crit  «*  -J-  6»  =z  «*  -j-         -+-  unde  fit  a  :  b  —  pp—qq  :  2pq.  Numeri  autem  pp—qq 

ct  2/>o  inter  se  vel  primi  sunt,  vel  rommuncm  habent  divisorem  2.  Illo  igitur  easu,  quo  pp  —  qq 
ct  2pq  sunt  muneri  inter  se  primi,  quod  accidit,  si  numerorum  p  et  q  alter  fucrit  par,  alter  impar, 
necesse  est  ut  sit  a~pp —  qq  ct  b~2pq:  quia  a  et  6  numeri  ponuntur  intcr  se  primi.  Casu 
autem,  quo  numeri  pp  —  qq  et  2pq  comniunein  divisorcm  hahent  2;  quod  erit,  si  niimerorum  p 
el  q  uterquc  fuerit  impar,  (ulcrque  enim  par  essc  nequit,  quia  inlcr  se  ponuntur  primii,  erit 
«  — pp  2  v?  et  b~pq.  Ponatur  autem  p  -\-  q~  2r  et  p  —  q~2s,  erunt  r  et  *  numcri  inter 
sc  primi,  corumque  alter  par  altcr  impar,  unde  fit  azz2rs  et  b~rr —  ss;  quac  cxpressio,  quia 
cum  priori  congruit,  indicat  si  aa  -j-  bh  fuerit  quadratum,  ct  numcri  a  et  b  siut  intcr  se  primi, 
altcrum  eorum  esse  diuerentiam  dtiorum  quadratorum  inter  se  primorum,  quorum  altcr  par  est,  alter 
impar,  alterum  vcro  numerum  aequari  duplici  facto  ex  rndicihus  istorum  quadratorum.  Iloc  est  esse 
a  —  pp—qq  et  b~2pq,  existentibus  p  et  q  numeris  intcr  se  primis,  altero  pari  altero  impari.  Q.  E.  D. 

CoroU.  1.  Si  ergo  summa  duorum  quadralorum  inter  se  primorum  fiieril  quadrntum,  altcrum 
quadratum  par  sit  necesse  cst,  altcrum  vero  iinpar:  ex  quo  sequitur  summam  duorum  quadratorum 
imparium  non  possc  esse  quadratum. 

CoroIL  3.  Si  ergo  aa  -f  66  csl  quadratum,  numerorum  a  et  6  altcr,  puta  a,  crit  impar,  alter 
6  vero  par.    lmpar  vcro  a  crit  —  pp —  qq,  et  par  b~2pq. 

Coroll.  a.  Quia  porro  numerorum  p  et  q  alter  cst  par  alter  impar,  erit  6  numerus  paritcr 
par,  seu  per  k  divisihilis.  Deiude  si  nec  p  nec  q  fuerit  per  3  divisibilis,  necesse  cst  ut  vel  p  —  r/, 
vcl  p  divisionem  per  3  admittat.  Undc  sequitur  altcrum  numcrorum  o  et  6,  quorum  quadra- 
torum  summa  facit  quadratum,  esse  per  3  divisibilem. 

CoroU*  4.  Cum  sit  azzzpp —  qq  et  bzz2pq,  si  aa  4-  66  constituat  quadratum,  facile 
inteiligitur  uumeros  p  ct  q  minores  esse  quam  a  ct  6.  Quoniam  enim  cst  a~(p  -f  q)  {p  —  q),  erit 
a  ;>  p  ■+  q  ,  nisi  p  —  q  sit  ~  l ;  atque  oh  b~2pq,  erit  6  major  quam  p  vel  q.  Potiori  crgo 
ralione  numcri  a  ct  6  majores  erunt  quam  numeri  p  et  q.  Ficret  quidem  azrO,  si  foret  p  —  q, 
sed  hic  casus  locum  non  hahet,  quia  p  ct  q  ponuntur  numcri  inter  sc  primi,  corumque  alter  par 
alter  impar. 

SehoUon.  ]n  demonslratione  hujus  lcmmalis  ex  analogia  a:b~pp —  qq-2pq  ideo  sequi- 
tur  esse  a  —  pp  —  qq  et  b~2pq,  quia  a  et  6  sunt  numcri  inter  se  primi,  pariterquc  numeri 
VP  —  H*!  °t  ^PH'  cn'm  fucrit  «  :  6  ~  c :  d,  atque  Uim  numcri  a  et  6  quam  numcri  c  et  d  sint 
primi  inter  se,  ncccsse  est  ut  sit  azzc  et  b~d;  prout  faeile  cx  natura  proportionum  constat. 

Lemina  3.  Si  fuerit  aa  —  66  quadralum,  existentihus  a  et  6  numeris  inlcr  se  primis,  crit 
a—pp-\-qq  et  vcl  b~pp  —  qq  vel  b~2pt\,  uhi  numeri  p  ct  q  sunt  inter  sc  primi,  eorumque 
alter  par  alter  impar. 

Demoiuitratio.  Quia  aa—bb  est  quadratum,  ponatur  a1 — 61  —  c\  eritquc  u*  =  6* -f  c*. 
atquc  6  et  t  ntimeri  intcr  sc  primi.  Cum  igitur,  per  coroll.  1  lcmmatis  praecedentis,  numcrorum  6 
et  c  alter  par  sit  altcr  impar,  ncccsse  est  ut  a  sit  numerus  impar;  6  vero  vel  par  erit  vel  impar. 

Sit  primo  6  impar  et  c  par,  crit  per  lemma  praecedcns,  b~pp —  qq  et  c  —  2pq,  cxistcntibus 
p  ct  q  numeris  inter  se  primis  altero  pari  allero  impari.    Ilinc  aulem  lit  a~pp  +  qq.    At  si  6 

L.E.IartOpn.  ^ 
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fuerit  par  et  c  impar,  crit  b~2pq  et  c  =  pp —  qq,  uudc  denuo  fit  a~pp-\-qq.  Quoctrca  si 
aa  —  bb  fuerit  quadratum,  erit  a  —  pp-\-qq,  atquc  vcl  b-zzpp  —  qq  vel  b~2pq.    Q.  E.  D. 

Coroll.  1.  Si  ergo  differentia  duorum  quudratorum  est  numerus  quadratus,  majus  quadratum 
dcbet  esse  numerus  impar,  si  quidcm  iila  quadrata  inter  se  fuerint  numeri  primi. 

Coroll.  9.  Simili  porro  modo  iotclligitur  numeros  p  et  q  miuores  esse  quam  numeros  a  et 
b,  cum  sit  az=ipp-\-qq  atque  b  vel  —  pp —  qq  vel  =  2pq. 

CoroU.  S.  Si  fuerit  aa  —  bb~cc,  unus  numerorum  a,  b,  c  scmpcr  per  5  divisibilis  existiL 
Nam  cum  sit  a  —  pp  -\-  qq,  b  —  pp  —  qq  et  c~2pq;  vel  altcr  numeromm  p  et  q  per  5  divisi- 
bilis  est  vel  neuter;  illo  autem  casu  fit  c  divisihile  pcr  5.  Iloc  vcro  casu  erunt  pp  et  qq  numeri 
ejusmodi  formae  5n  ±  I,  ergo  vel  pp  —  qq  vel  pp-\-qq  pcr  5  divisibilc  crit. 

Theorema  I.  Summa  duorum  biquadratorum  ut  a*  -f  b*  non  polest  csse  qua- 
dratum,  uisi  altcrum  biquadratum  cvancscat. 

Demoiutradn.  lu  tbeorcmate  boc  dcmonstrando  ita  versabor,  ut  ostendam,  si  uno  casu 
fuerit  a*-\-b*  quadratum,  quantumvis  ctiam  magni  fuerint  nuineri  a  ct  b,  tum  continuo  minores 
numeros  loco  a  et  6  assignari  posse,  atque  tandcm  ad  minimos  numcros  integros  pervcniri  oportere. 
Cum  autem  in  minimis  numcris  tales  non  dcntur,  quoriun  biquadratorum  summa  quadratum  consti- 
tuerct,  concludcndum  crit  nec  intcr  maximos  numcros  tales  exstarc.  Ponamus  ergo  a*  -\~  tV  essc 
quadratum,  atquc  a  et  b  intcr  sc  esse  numcros  primos;  nisi  cnim  primi  forent,  |ier  divisionem  ad 
primos  reduci  possetit.  Sil  a  numerus  impar,  b  vcro  par,  quia  ncccssario  altcr  par  alter  impar  essc 
dcbet.  Erit  crgo  aa  —  pp  —  qq  et  bb~2pq,  numoriquc  p  ct  q  inter  se  erunt  primi,  eorumque 
alter  par  altcr  impar.  Cum  autem  sit  aa—pp  —  qq,  nccesse  cst  ut  p  sit  numerus  impar,  quia 
alias  pp  —  qq  quadratum  csse  non  posset.  Erit  crgo  p  numerus  impar  et  q  numerus  par.  Quia 
porro  2pq  quadratum  csse  debet,  ncccsse  est,  ut  tam  p  quam  2q  sit  quadratum,  quia  p  ct  2q 
sunl  numeri  inter  se  primi.  Ut  vero  pp  —  qq  sit  quadratum,  necesse  est,  ut  sit  p  —  mm-\-nn  et 
7—  2  mn;  cxistcntihus  iterum  m  ct  «  numeris  inter  se  priinis  eorumque  allero  pari  altcro  impari. 
Sed  quoniam  2q  quadratum  est,  erit  hmn  seu  mn  quadratum;  unde  tam  »1  qunm  n  quadrata  erunt. 
Posito  ergo  mz^xx  ct  «~yr,  erit  p  ~  «1*  +-  n1  ~x*  -4-y*,  quod  quadralum  pariter  esse  dcbcrct. 
Ilinc  ergo  sequitur  si  a*  -\-  b*  foret  quadratum,  tum  quoquc  r'  -\-  y4  fore  quadratum;  manifestum 
autem  est  numcros  x  ct  y  longe  minores  fore  quam  a  et  b.  Pari  igitur  via  ex  biquadratis  x'-|-y* 
dcnuo  minora  oricntur,  quorum  summa  esset  quadratum,  atque  pergendo  ad  minima  tandem  biqua- 
clrata  in  intcgris  pcrvenirctur.  Cum  crgo  non  dcntur  minima  biquadrata,  quorum  summa  eflicerct 
quadrntum,  palam  est  nec  in  maximis  numeris  talia  dari.  Si  autem  in  uno  biquadratonun  pari 
allerum  sit  =0,  in  omnibus  rcliquis  paribus  altcnim  evanesret,  ita  ut  hinc  nulli  novi  casus 
oriantur.    Q.  E.  D. 

CoroU.  I.  Cum  igitur  stunma  duonim  hiquadratoruin  non  posset  esse  quadratum,  multo 
minus  duo  biquadrata  conjuncta  biquadratum  etlicere  |>otcrunt. 

Coroll.  9.  Quamquam  dcmonstratio  Itacc  tantum  ad  numeros  intcgros  pertinct,  tamen  ctiam 
per  eam  conficitur,  nc  iu  fractis  quidcm  duo  biquadrala  exbibert  posse,  quorum  suouna  esset  qua- 
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dratum.  Nam  si  ^-(-^  foret  quadratum,  tum  quoque  in  intcgris  esset  a*n*  +  b*m*  quatlralum, 
quod  Geri  nequit,  per  ipsam  demonstrationcm. 

CoroO.  8.  Ex  eadem  demonstratione  colligcrc  licet,  non  dari  ejusmodi  numeros  p  ct  q,  ut 
p,  2q  et  pp  —  qq  sint  quadrata,  si  enim  tales  cxisterent,  tum  haberentur  valores  pro  a  et  b,  qui 
redderent  a*  +  b*  quadratum,  foret  namque  a=.Y{pp —  qq)  et  b~Y2pq. 

CorolL  4.  Positis  ergo  p—xx  et  2q  —  \yy,  erit  pp  —  qq  —  x* —  ky*.  Fieri  ergo 
omnino  nequit  ut  x* — ky*  sit  quadratum.  Neque  igitur  kx* — y*  quadratum  esse  poterit,  foret  enim 
quadratum  16**  —  ky*,  qui  casus  ob  16*'  biquadratum  ad  priorem  recidiL 

Coroll.  5.  Sequitur  hinc  etiam  a  b  (o*  +  61)  quadratum  nunquam  esse  posse.  Ob  factores 
enim  o,  6,  af+b*  inter  sc  |>rimos,  singulos  quadrata  esse  oporterct,  quod  fieri  nequit. 

Coroll.  6.  Similiter  tales  etiam  numeri  inter  sc  primi  a  et  6  non  dabuntur,  qui  producerent 
2a6  (aa  —  bb)  quadratum.  Sequitur  boc  ex  coroll.  3,  ubi  monstratiun  est  non  dari  numeros  p  et 
q,  ut  esscnt  p,  2q,  pp  —  qq  quadrata.  liaec  omnia  autem  quoque  valent  pro  numeris  inter  se 
non  primis  atquc  adeo  fractis,  per  coroll.  2. 

Theoroma.  a.  Differentia  duorum  biquadratorum  ut  a*  —  6'  non  potest  csse 
quadratum,  nisi  sit  vel  6  —  0  vel  6  =  a. 

Demomtratfo.  Theorema  hoc  pari  modo  demonstrabo  quo  praeccdens.  Sint  igitur  biqua- 
drata  jam  ad  minores  terminos  red-icta,  atquc  ponamus  a* — 6*  esse  quadratum:  erit  a  numerus 
impar,  6  vero  vel  par  erit  vel  impar. 

Casus  I.  Sit  primo  6  nnmerus  par,  erit  a*—pp  +  qq  ct  b*~2pq,  cxistentibus  p  et  q 
inter  se  primis,  eorumque  altero  p  pari  altero  q  impari.  Ob  b*~2pq,  debcbunt  crgo  2p  et  q  esse 
quadrata.  Quia  porro  pp  -\-qq  ipsi  a*  aequatur,  erit  q~mm —  nn  et  p~2mn,  existentibus  m 
et  n  numeris  inter  se  primis.  Cum  autem  2p  sit  quadratum,  erit  kmn,  hoc  est  mn  quadratum; 
adeoque  m  et  n  sigillatim  quadrata.  Factis  ergo  m—x*  et  n  —  y*,  fict  q~x* —  y*,  ubi  cuio 
numerorum  m  et  n  alter  sit  par  alter  impar,  erit  quoque  numerorum  x  et  y  alter  par  alter  impar. 
At  ob  q  quadratum,  quadratum  erit  x* — y*,  ubi  x  crit  numerus  impar,  y  vero  par.  Quocirca  si 
fuerit  a*—b*  quadratum,  quadratum  quoque  erit  x*—y*,  cxistentibus  x  et  y  longe  minoribus  quam 
a  et  6.  Cum  ergo  in  minimis  numeris  non  dentur  duo  biquadrata,  diffcrentiam  quadratam  habentu, 
nec  in  maximis  dabuntur,  saltem  casu,  quo  minus  biquadratum  est  numerus  par,  Q.  K.  unum  — 

Casus  II.  Sit  nunc  6  numerus  impar,  critque  aa~pp  -{-  qq  et  bb—pp  —  qq;  existentibus 
p  et  q  numeris  inter  se  primis,  eorumque  altcro  pari  altero  impari.  Quia  vero  pp  —  qq  esl  qua- 
dratum,  erit  p  numerus  impar,  ct  proptcrea  q  par.  Ductis  autem  a1  et  61  in  se  invicem,  prodibit 
tfb%-—p* — q*,  quae  expressio,  per  casum  primum,  quadratum  esse,  ideoquc  ipsi  a*b%  aequari  non 
potest.  Differentia  ergo  duorum  biquadratoTum  nullo  modo  esse  potest  quadratum,  nisi  vel  ambo 
sint  aequalia,  vel  minus  =  0.  Q.  E.  aKerum  D. 

CoroH.  I.  Cum  sit  a*—pp-\-qq  et  b*—lpq  itemquc  q  —  mm  —  nn  et  p  —  2mn,  atque 
porro  m  —  x*  et  n  —  y%,  erit  a*—  {x*  +y*)*  et  6*=  kx*y*{x*  —  y*\.  Ex  quo  babebitur 
a  =  x*+y*  et  6  =  2xy  V{x*  —  y*). 
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CorolL  Si  crpo  iu  nuineris  exigiiis  x  et  y  darcntur  tales,  qiiorum  biquadratorum  diffc- 
rentia  constitueret  quadratum;  tum  ex  iis  sUitim  multo  majores  numeri  eadem  proprietatc  gaudentcs 
«  et  6  invcniri  possent. 

CorolL  3.  ilinc  clarius  pcrspicitur  casum ,  quo  biquadrata  vel  sint  acqualia,  vel  alterum 
—  0,  novos  casus  non  praebere,  faclo  enim  vel  x—y  vel  >•  —  0,  fit  simul  6  =  0,  unde  vis 
demonstrationis  eo  magis  percipitur. 

CoroU.  4.  Ex  demonstrationc  porro  scquitur  non  dari  numcros  p  et  «  ejus  indolis,  ut  essent 
2p,  q  et  pp  -)-  qq  quadrata.  Posilo  ergo  2p=.\xx  et  q—yy,  non  poterit  csse  quadratum  isU 
forma  kx*  -*  y*. 

CoroU.  5.  Ex  bis  formulis  quoque  sequitur,  nec  abiaa  —  bb)  nec  2«6(aa-j~66)  unquam 
ficri  posse  quadrata,  id  quod  non  solum  valet,  si  a  et  b  sint  numcri  inter  se  primi,  sed  etiam  si 
compositi  atque  adeo  fracti.  Fractiones  cuim  ejusmodi  facile  ad  inlegros,  atque  integri  ad  numeros 
inter  se  primos  rcducuntur. 

CorolL  <*.  In  his  igitur  duabus  propositionibus  evictum  est,  sequentes  novem  etprcssioncs 
nunquam  fieri  posse  quadrata : 

I.  a*  -i-  6»  VI.  a*  —  b* 


II.  a*  —  \b 


VII.        ka*  4-  b* 


III.  Va4  — 64  VIII.    ab(aa  —  66; 

IV.  ab(aa^bb)       j     IX.  2ab  {aa  +  bb) 


V.  2a6(««  —  bb)       \      \.         2a*  2b* 
expressionem  ideo  adjeci,  quia  ejus  vcritas  mox  demonstrabitur. 

Tlieorcma  3.  Summa  duorum  biquadratoruin  bis  sumta,  ut  2<i*-t--  26*  quadratum 
esse  ncquit  nisi  sit  a  =  6. 

Dentoiutratto.  Pono  primo  a  ct  6  numeros  csse  inter  se  primos,  nam  nisi  tales  essent, 
formula  per  divisionem  co  reduci  posset.  Facilc  autcm  perspicitur,  utrumque  numerum  a  et  6  essc 
debere  imparem,  si  enim  alter  par  esset,  tum  ficret  2a*j-2b*  numerus  impariter  |»ar,  qui  qua- 
dratum  esse  nequit.  Porro  baec  forma  congniit  cum  ista  («a -j-  66)1  -t-  (aa —  66)*,  quam  ideo 
demonstrari  oportct  quadratum  esse  non  posse,  nisi  sit  a  —  6.  At  ob  a  et  6  numeros  impares, 
erunt  o^-f-61  et.  a1— b*  numeri  pares,  ille  quidem  impariter,  hic  vero  pariter  par.    Pervcnlum  crgo 

,   ,  r  ,  a a  4- 1) l>\ 1  aa  —  bb\*     .  *  n  4-  bh     .  u «  —  /''>.   .  .   .   .  .  . 

est  ad  hanc  formam  — )  — -j—  )  >  «n  qua  ■ — ^ —  et  —  - —  sint  numeri  intcr  se  pnmi, 
ille  im|»ar,  isle  vero  par;  quamobrem  si  forma  proposiUi  esset  quadratiun,  foret  aa  +  <'/'  —  pp  —  qq 
et  -  "  ~—  —  2pq,  unde  reperitur  a1  —  pp  -+-2pq — qq  ct  61  —  pp  —  2pq  —  qq,  quarum 


est  \pq  —  aa  —  66;    ideoquc  erit  a  -\-  6  ~  et  a  — 6  —  unde 
a  —  m/'  4      ct  6  =  "^-     "J-.    Facla  autem  hac  suhstiUitione  erit 

n  m  n  rn 

mm        '       nn                                               iw         n  n  |m  m  4-  n  n)  nn(n*  —  m*) 

 /'/'  H —     qq  —  PP  —  qq  atque  —  —  1  —  —  r,- 

nn  *'           mm  *'        rr         ''        '        nti        mm[nn —  mm;  mm(nn — mmy 

Oportcret  ergo  esse  quadratum  n*  —  m*,  quod  per  praecedens  thcorema  fieri  nequit  Q.  E.  D. 
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Coroll.  E.  Si  crgo  a  et  6  fueriot  numeri  impares,  etiam  2ab  (aa  \  66)  nequit  esse  quadra- 
tum;  deberent  cnim  a,  6  et  2aa-f-266  essc  quadrata,  quod  per  hoc  thcorcma  fieri  nequit. 

CoroU.  *.  Dcmonstratio  ergo  etiam  formari  potuissct  ex  formula  nona  2ab  (aa  4-  66),  scd 
ibi  numerorum  a  et  6  alter  positus  erat  par,  alter  impar,  quod  etiam  si  uihil  impcdiret,  tamen 
pracstabat  peculiarcm  dare  demonslrationem. 

CoroU.  8.  Hac  igitur  demonstratione  ipsa  formulae  nonae  veritas  magis  confirmatur,  cum 
hinc  jam  constet  2ab  (aa  bb)  quadratum  esse  non  possc,  etiamsi  numeri  a  et  b  ambo  sint 
impares. 

CoroU.  4.  Brcvius  vcro  eliam  veritas  hujus  theorematis  ostendi  potest,  ex  forma 
(fl*4-6Y4-  (a»-6')\  quae  ideo  quadratum  esse  ncquit,  quia  («*  +  6»)1  —  (a1  —  6V  est  qua- 
dratum.  Fieri  autem  ne<|uit,  ut  siunma  duorum  quadratorum  sit  quadratum,  si  eorundcm  quadra- 
turum  dilTcrcntia  fuerit  quadratum  ,  si  cnim  tam  pp  -)-  qq,  quam  pp  —  qq  forct  quadratum,  qua- 
dratum  esset  p*  —  q* ,  quod  ficri  ncquit. 

Coroll.  5.   Simili  modo  a'  —  6aa66-f-6*  quadratum  esse  nequit.    Est  enim 
a'  —  Gaabb  -j-  6'  ~  (aa  —  66)*  —  \aabb, 
quae  est  diflerenUa  cjusmodi  quadratorum,  quorum  summa  facit  quadralum. 

CoroU.  0.  Atque  pari  modo  a*-j-6a*6*  4-6'  quadrntum  cssc  nequit,  quia  cst  —  (a*-\-  6*)  4-  t»«a66, 
quorum  quadratorum  summa  quadratum  esse  nequit,  quia  eorundem  diflerentia  (a*-f  61)*  —  kaabb 
est  quadratum. 

Theorema  4.  Duplum  diffcrcntiae  duorum  biquadratorum,  ut  2a* — 26'  qua- 
dratum  cssc  nequit,  nisi  sit  a  =  6. 

Demoiiftfrado.  Ponamus  a  et  6  numeros  inler  se  primos  et  2a*  —  26*  esse  quadratum; 
erunt  a  et  6  numeri  impares.    Foret  ergo  2  (u  —  6)  (a  4-  6)  (aa  -f  66)  quadratum,  ideoque  eliam 

ejus  pars  decima  sexta,  seu  Q-^)  )  C "  "2  *  *) '  "*ctores  cum  sinl  int*r  **  P""1'»  singuli 
essc  deberent  quadrata.  Sit  ergo  —  pp  et         =  qq,  erit  a  —  pp  -|~  qq  et  h=.qq  —  pp, 

uude  fit  ^±^  =  />*  +  7\    Cum  igitur  />*  -f  -  o*  quadratum  esse  nequcat,  ctiam  >  ideoque 

2a'  — 26*  quadratum  esse  nequif.  Q.  E.  D. 

Tiworeuu  5.   Ncque  wa*  —  m*6*  ncquc  2n»a*  —  2m*6*  potest  esse  quadratum. 

Deinonstratlo.  Ponamus  a  ct  6  esse  numeros  inter  se  primos,  atque  m  numenun  esse  ncc 
quadratum  ncc  per  qiiadralum  divisibilcm:  si  cnim  m  cssct  divisibilis  per  quadratum,  tum  factor 
quadratus  pcr  divisionem  tolli  possct.  Ponatur  porro  m  esse  numerum  tam  ad  a  quam  6  primum, 
erunt  ob  ma*  —  m*6*  —  m  {aa  —  m66  (aa  -f-  m66)  toti  factoros  inter  se  primi,  ideoque  singuli  csse 
deberent  quadrata.  Faclo  ergo  m  —  pp,  debcrct  (aa —  ppbb)  (aa-\-ppbb)  esse  quadralum,  quod 
fieri  ncquit.  Simili  modo  ob  2ma*  —  2m*6*  =  2m  (aa  —  m66)  a a  {-  mbb),  atquc  faclores  inler  se 
vel  primos  vel  binarium  pro  communi  mensura  habcntcs,  erit  vel  2m  vel  m  quadratum:  priori  vero 
casu  facto  2nt  —  \pp,  oportcrct  esse  a*— Vp*6*  quadratum,  quod  pariter  ficri  nequit.  Sin  autem 
m=.pp,  tum  foret  2a*— 2/>*6*  quadratum,  quod  per  theorema  praecedens  fieri  nequit  At  si  m 
non  fuerit  primus  respectu  ipsius  a,  ponamus  m  =  rs  atquc  «  =  rc,  ubi  notnndum  cst  r  et  s  nu- 
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uicros  csse  inter  se  primos,  quia  ra  nullum  factorem  quadratum  habere  pouitur.  Quadrata  ergo  esse 
debereot  istae  formae  rJ*c*-rV6*  et  2r'<c*-2rV6*  seu  r»*e*-ri*6*  ct  2r*sc*- 2rs*b*. 

Ob  factores  autem  barum  formularum  intcr  se  primos,  vel  rs  vel  2r*  debereut  esse  quadrata, 
adeoque  r  et  s  vel  2«  siogulatim,  unde  formulae  orircutur,  quas  quadrata  esse  non  posse  jam  est 
ostensum.    Q.  E.  D. 

Coroll»  I.  Ilujusmodi  igitur  formae  mn(m*o* —  n*6*)  et  2mn(m*a* —  n*6*)  quadrata  esse 
non  possunt,  quicunquc  ctiam  numeri  loco  m,  n,  a  et  6  accipiantur. 

CoroU.  2.  Si  igitur  maa-\-nbb  fucrit  quadratum,  nec  m*naa —  mn*66  nec  2m*naa — 2mn*66 
quadrata  esse  potcrunt.  Atque  si  maa  —  «66  fuerit  quadratum,  nec  ra* naa  -f-  «n*66  nec 
2 m*n aa  -f-  2m n*bb  quadrata  esse  poterunt. 

Coroll.  3.   Ponamus  maa -f-  »66  —  cc ;  crit  ra  ~  cc  quadratum  ergo  csse  neque 

n(cc —  n66)(cc  —  2n66)  neque  2n(cc —  nbb)(cc —  2n66)  poterit.  Atque  si  fuerit  m~cc"^*"&S 
tum  neutra  istarum  formularum  » (cc  -f-  «66;  (ec  -f-  2«66)  et  2n  (cc-(-  n66)  (cc  -f-  2n66)  poterit 
csse  quadratum. 

CoroU.  4.  Si  ponatur  c  —  ±pp  +  nqq  et  b~2pq,  sequentes  obtinebuntur  formulae 
nfp"  ±  Gnpp^g-f-n^o*)  et  2n(p'±  6nppqq  -f  n*q*),  quae  nullo  modo  quadrata  efDci  poterunt. 

Thc>4ircma  6.   IVcque  ma*  -\-  m*b*  ncque  2mo*  -f-  2ra*6*  potest  essc  quadratum. 

DemoiMtratlo.  Dico  primo,  si  fuerit  mp*  +  mq*  quadratum,  tum  nec  mp*-|-ma*  nec 
2mp*-\-2mq*  quadratum  ullo  modo  esse  posse:  Geret  enim  vel  ra*  (p* —  q*)  vel  2m*  (p*  —  q*) 
quadratum  contra  jam  demonstrata.    Faciamus  autem  rap*  —  mq*  quadratum  poncndo  radicem  cjus 

—  'SLZJ^.,  erit  mp+mq—  "'^^,  unde  reperitur  q  —  p^*~^'  Sit  igitur  p  =  o»  +  «6*, 
erit  7  —  a*  —  mb*  adeoque  p*-\-  q*  —  2a*  -f-  2«*6*.  Quadratum  ergo  essc  non  poterit  primo 
mp*^mq*  —  2ma*  +  2msb*;  deinde  2mp* +  2mq*  =  \ma*  +\m*b*.  Ex  his  colligitur  neque 
wo'-f  m»6«  neque  2raa'+  2mlb*  quadratum  esse  posse.    Q.  E.  D. 

CorolL  In  Itis  igitur  duobus  tlieorematibus  cvictum  est,  nullos  numeros  in  istisformis  ma*  ±  ra*6* 
et  2ma*  ±  2w*6*  possc  essc  quadratos.    In  his  autem  formulis  pracccdcntes  omnes  continentur. 

Theorenui  7.  Fertmliamm.  (Vullus  numerus  trigonalis  in  integris  potest  esse 
biquadratum  praeter  unitatem. 

Dcmoiutratio.  Omnis  numcrus  trigonalis  hac  forma  *<r^"^  continetur.  Demonstrandum 
ergo  hanc  formulam  *  §)  nunquam  essc  posse  biquadratum,  siquidem  loco  x  numeri  integri  sub- 
stituantur,  cxccpto  casu  x  —  1.  Notandum  autem  cst  vcl  x  cssc  numcrum  parem  vcl  imparem;  priori 
igitur  casu  \(x+\),  posteriori  vero  ac(x~*"!)  csse  debcrc  biquadratum;  in  quorum  factorum 
utroque  bini  factores  sunt  intcr  se  primi,  ideoque  uterquc  esae  debcret  Inqiiadratum.  Sit  igitur 
priori  casu  -*-  —  »«*,  seu  x~2m*,  debebitquc  x -j-  1  =  2ra*-|-l  esse  biquadratum.  Posteriori  vcro 
casu  sit         —  m*,  ut  sit  x~  2m* — I,  quod  itidem  oportct  sit  biquadratum.    Hanc  ob  rem 
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deberet  2**  ±  1.  Ponatur  2m*±l=n*,  erit  Vm*=2n*:p2;  deherct  crgo 
2n*^:2  esse  Km*,  boc  est  quadratum.  Supra  autem  demonstratum  eat  2a*±26*,  adeoquc  ctiam 
2n*±  2  nunquam  quadratum  esse  posse,  praeter  casum  n~  I.  Posito  autem  n~  i,  Gt  m  vel  "  0 
▼cl  =1;  atque  x  vel  =0  vel  =1.  Nullus  igitur  numcrus  integer  datur,  qui  loco  x  substitutus 
redderet  f  biquadratum ,  praetcr  casus  x  =  0  et  x  ~  t .  Quamobrem  in  integris  nullus  cxstat 
Dumerus  trigonalis,  qui  essct  biquadratus  praetcr  unitatem  et  cjphram.    Q.  E.  D. 

Coroll.  I.  Si  ponatur  "^ry4,  erit  kxx-\-hx-\-  1  =  8  y*  -j-  1  —  (2x  -f-  1*.  E\  quo 
sequitur,  numcris  integris  loco  y  substituendis,  banc  formam  Sy*-\- 1  nunquam  cssc  posse  quadratum, 
praetcr  casus  y~0  et  y  —  t. 

CorolL  9.  Si  ponatur  8}*-f-l=x',  fiet  idy*~2z* —  2.  Quocirca  2x*—  2  nunquam  csse 
potest  biquadratum,  quicunque  numerus  inleger  loco  s  substituatur,  praeter  casus  r  ~  1  ct  r  ~  3. 

Thforcma  9»  Summa  trium  biquadratorum,  quorum  duo  sunt  aequalia  inter  se. 
seu  istiusmodi  forma  a*-j-  26*,  quadratum  esse  nequit,  nisi  sit  6  =  0. 

DemiHMtratlo.  Ponamus  a*4-26*  esse  quadratum,  ejusque  radicem  a*-f-  —  6*;  ubi  tam  a 
et  6  quam  m  et  n  nuineri  crunt  ioter  se  primi.  Facta  autem  aequattone  erit  2n*6*=  2mna*-f-  «1*6% 
atque  ^7  —  -T^-i nuae  fractio  vel  simplicissimnm  jam  habct  formam,  vel  divisione  per  2  ad  simpli- 

*      a'       2i  — n       *  w 

cissimam  crit  reducibtlis.  Ponamus  primo  2mn  et  2n* —  m*  numeros  esse  inter  se  primos,  quod  evenit, 
si  m  sit  numcms  impar;  eritque  6*=2mneta*rr2n* — m*;  bic  duo  evolvendl  sunt  casus,  quorum 
alter  est  si  n  est  numerus  impar,  alter  si  n  cst  par;  illo  casu,  quo  n  est  impar,  manifestum  est  ob 
m  eliam  tmparem,  2mn  Geri  non  posse  quadratum;  boc  vcro  casu,  quo  n  est  numerus  par,  fieri 
nequit  a*=2nl  —  w*  seu  a*-|-m*=2n*,  ob  a  et  m  numeros  impares,  et  2n*  numerum  pariter 
parem.  Ilabeant  igitur  2mn  et  2n* — m*  communcm  divisorem  2,  quod  accidit  si  m  sit  numerus 
par,  puta  m~2k,  critque  n  numerus  impar;  habebitur  crgo  ~*  =  ^-S*^.—  -^""^,  ubi 
2kn  ct  nn  —  2kk  numeri  erunt  inter  se  primi.  Hinc  tgitur  ob  6*  et  a*  paritcr  intcr  se  primos,  crit 
6*=2ftn  et  a*=nn —  2kk.  At  hic  2kn  Geri  nequit  quadratum,  nisi  sit  k  numerus  par.  Sit  ergo  k 
numerus  par,  atque  tam  n  quam  2A-  dcbebunt  esse  quadrata;  Gat  igitur  n~cc  et  2k—\dd,  ubi  erit  c 
numcrus  impar,  hocque  facto  babebitur  a*=c* —  8d*.  Quo  igitur  investigemus  an  c*  —  8o"  possit  csse 
quadratum,  ponamus  cjus  radicem  esse  cc  —  dd,  eritque  ^q^cP—pqc* — p*d*;  seu^—^-^—y 
ubi  iterum  tam  c  et  d  quam  p  et  q  sunt  ntuneri  intcr  se  primi.  Ilic  denuo  duo  casus  sunt  notandi,  sive  p 
sit  numerus  impar  sive  par.  Sil  ergo  primo  p  numerus  impar;  habebitur  ob  pq  ct  pp  -f-  2qq  numeros 
inter  se  primos,  dd  —  pq  ct  cc~pp  -f-  2qq;  necesse  ergo  est  ut  tam  p  quam  q  sit  quadratum; 
quamobrcm  pono  p=x*  ct  q~yx,  prodibitque  cc~.x*+  2y*;  quare  si  a*4-26*  esset  quadratum, 
tum  quoque  foret  a;*-f-2y*  quadratum,  numerique  x  et  y  vehementer  erunt  minores  quam  a  et  6; 

inveniri  possent,  quod  in  integris  Geri  nequit.    Pro  secundo  easu,  quo  p 

inter  sc  primi.    Erit  ergo  dd=.qr  et  cc  =  2rr-f- a;o,  quare  numcrorum 
q  et  r  uterque  debet  esse  quadratus;  positis  itaque  qzzxx  ct  r-=yy,  Gct  ec-~2y*-\-  x*;  unde 
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patet,  si  «'+26*  esset  quadratum,  tum  quoque  iu  numeris  longe  minoribus  fore  similem  formam 
x*+2y*  quadratum.    Quocirca  a* -f  26*  quadratum  esse  nequit,  nisi  sit  6  —  0.    Q.  E.  D. 

CorolL,  I.  Quoniam  invcnimus  ^  =  4-'-^y  posito  a*  -f  26*  quadrato,  sequitur  2wi«(2n*— m") 
quadratum  essc  non  possc;  quicuuque  etiam  numeri  loco  m  et  n  substituantur. 

Coroll.  a.  Factis  orgo  mzzzx*  ct  «  — y1,  quadralum  non  crit  liacc  forma  ky* — 2x*. 
Simili  modo  posito  2wi  —  Kx1  ct  »  — y*,  quadratum  non  erit  hacc  forma  2y* — kx*.  Atquc  facto 
m  zzzx*  ct  inzzz.Ky1,  bacc  formula  8y' —  x*  quadratum  cssc  ncquit. 

CorolL  3.  Si  gvneraliter  fiat  m  —  ux1  et  nzzzzjy1,  prodibit  haec  formula  2«/?(2/i*y* — u*x*) 
scu  \ut1sy* —  2«*/Vx',  quac  nullo  modo  quadratum  csse  potcrit. 

Thcorema  9.  Si  hacc  forma  a* -{  kb*  quadratum  essc  non  potcst,  tum  etiam  haec 
forma  2kuj*y* — 2u*t3x*  nullo  pacto  quadratum  cffici  poterit. 

DemowUratlo.  Ponamus  formam  pro|K>sitam  a*-\-  kb*  essc  quadratum,  ejusque  radicem 
—  a'  4  ™  b*  erit  kn1  b1  zzz2  mna1  -\-  mtb1  atque  jj-t  zzz  ^i^j'^-  Quia  crgo  a*4-  kb*  quadratum  esse 
nequit,  lum  etiam  ^ --f  t  seu  2mn!7rn* — i«*j  quadratum  csse  non  poterit.  Fiat  et 
n  =  ,>'yl,  prodibit  2«,i  (/:,^*y* — «*x*,i  seu  2/c«/i*y* — 2«*,Vx*,  quac  formula  propterea  quadratum 
esse  non  potcst,  quicunquc  numeri  sive  affirinativi  sivc  ncgativi  loco  «  et  /?  substituantur.  Q.  E.  D. 

Coroll.  i.  Fiat  sive  «  sivc  negativiun,  ut  prodcat  hacc  forma  2«',^*  —  2/c«.i*y*,  atque 
ponatur  ^«V^in1,  crit  .■)zzz^i,  unde  illa  forma  transit  iu  lianc  p*x*  —  *^y*.  Quadratum  ergo 
cssc  ncquit  haec  formula  x'  —  k/cy*  posito  Vy*  pro  ^y*-  Ex  liac  ergo  formula  ulterius  sequitur 
hanc  exprcssionem  2«Vx*  +  8/c«,iJ*y*  quadratum  fieri  non  posse. 

Coroll.  3.  1'ouatur  in  formula  invenla  2ku^3y*  —  2«*,ix*,  2kufll  zzzpp,  ut  sit  azzz~L- 
transibil  illa  in  luinc  p*y* —  ^  x* »  ex  1ua  sequilur  a* — \kb*  quadratum  cssc  non  posse;  undc 
ut  ante  2«Vx*  -f  8/c«/f*y*  quadratum  essc  non  potcrit. 

CoroU.  3.  Si  crgo  a*-\-kb*  quadratum  cssc  nequit,  tum  nec  haec  formula  2/ta,<i*y* — 2«%?x* 
ncc  hacc  «*,!**  +■  ku-Py*  quadratum  esse  potcrit,  quae  posterior  ex  corollariis  praeccdcntibus 
scquilur  scribcudo  2«  loco  «. 

CoroU.  4.  Cum  igitur  a*  -\-  6*  non  possil  csse  quadralum,  sequcntcs  binae  formuJac 

«Vx*  +  apy*  et  2«,i*y*  —  2«Vx* 
quadrata  esse  omnino  non  potcrunl. 

CorolL  5.  Atquc  quia  a*— 6*  quadratum  cssc  non  |>olcst,  oricntur  liae  duae  novac  formulac 
,t\-ix*—u,Jxy*  ct  2«\rf-e44-  2«;*V,  quae  nullo  modo  quadrala  ruddi  possunt, 

CorolL  6.    Quoniam  dcnique  a*  -4-  26*  quadratuin  cssc  nequil,  istae  quoque  formulac 

«Vx*4-2«/?*y*  ct  XufPr*  —  2u\ix* 

non  potcmnt  cffici  quadrata. 

ftehollon.  Ex  iis  igitur,  quae  haclcnus  dcmonstravi,  prodicrunt  scx  scqucntcs  formulae  gene- 
raliores,  quae  nullo  modo  in  quadrata  transmutari  possunt: 
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I.  u>/}x*  +  ap*y* 
II.  „»,?*«_«/?»/ 


IV.  2«»,_*— 2«;f»r* 

V.  2«»/f*4  +  2«.rf»r' 
VI.  2«*^x«  —  \ufisy* 

Atque  in  his  sex  formulia  omncs  contineotur,  quas  in  praccedcntibus  formulis  tractavimus.  Ex 
his  autcm  formulis  possent,  ut  jam  ante  feci,  formulae  Irinominalcs  elici,  quas  acquc  certum  esset 
quadrata  neuti(|uam  rcddi  posse;  sed  iis  exhibendis  supersedeo,  ad  alia  nonnulla  thcoremata  pro- 
gressurus,  quae  circa  cubos  versaotur,  atque  ex  tstis  formulis  cxpediri  nequcunt. 

Theorcma  lO.  iNullus  cubus,  ne  quidem  numcris  fractis  exceptis,  unitate  auc- 
tus  quadratum  cfficerc  potest,  praeter  unicum  casum,  quo  cuhus  cst  8. 

a* 

Dcmon»(ratio.  Proposilio  ergo  huc  redit,  ut  ^  +  1  nunquam  csse  possit  quadratum,  praetcr 
casuin  quo  ~  —  2.  Quocirca  demonstrandum  erit  lianc  formulam  a*6-|-64  nunquam  fieri  possc  qua- 
i,  nisi  sit  «=26. 

Haec  autem  expressio  resolvitur  in  istos  tres  factores  b(a  +  b){aa  —  «6  +  66),  qui  primo 

t,  si  esse  posset  b  (a  -f  h)  =  aa  —  ab  66,  unde  prodit  «  =  26,  qui 
erit  casus,  quem  excepimus.  Pono  autem,  ut  ulterius  pergam,  a-{-b  —  c,  seu  a  =  c  —  6,  qua 
facta  substitutione  habebitur  6c(ce  —  36c-r-366),  quam  demonstrandum  est  quadratum  esse  non 
posse,  nisi  sit  c  =  36;  sunt  autcm  6  et  c  numeri  intcr  sc  primi.  Ilic  autem  duo  occurrunt  casus 
considerandi,  prout  c  vel  multiplum  cst  ternarii  vel  secus:  illo  cnim  casu  factores  c  et  cc — 36c-f-366 
communcm  divisorem  habebimt  3,  hoc  vero  omnes  tres  intcr  se  erunt  primi.  Sit  primo  c  non 
divisibilc  per  3,  necesse  erit,  ut  smguli  illi  tres  factores  sint  quadrata,  scilicet,  6,  et  c,  et 
ec  — 36c  +  366  seorsim.    Fiat  ergo 

„,      i    -iii         , ™  ,  .«  ..    b        Stnn—imn  .    I>        imn  —  3nn 

cc — 36c  +  366  =  {—  6  —  c)  ,  enl     =  }   vel  —  = — - — - — > 

'  '  c         3nn  —  mm  c         »i  m  —  3nn 

cujus  fractionis  termini  erunt  primi  inter  sc ,  nisi  m  sit  multiplum  ternarii ;  sit  crgo  m  pcr 
3  non  divisibilc,  erit  vel  c  —  3nn —  mm,  vel  c  —  mm  —  3nn;  et  vel  6  =  3nn— 2wt«,  vcl 
6  =  2wn  — 3n«.  At  cum  3«n  —  mm  quadrattim  esse  ncqucat,  ponatur  c  =  mm  —  3nn,  quod 
quadratum  fiat  radicis  m  —    n,  hincque  oritur 

m  _  »_  H__,  aw  ±  -  _      3  _  *iijz_*M+pr. 

n  2/>?  ^      nn  n  /iy 

Quadratum  ergo  esset  haec  formula  pq("iqq —  3/>g +ppj,  (|»ae  omnino  similis  est  propositae 
6c  (366  —  3 6c  -fce)  et  ex  multo  minoribus  numeris  constat.  At  sit  m  multiplum  tcrnarii, 
puta  m  =  3k,  erit 

/>           nn  —  Hn 

c         nn — 3Ak ' 

unde  erit  vel  c_nn  —  3kk,  vel  cz=  3/cit  —  nn;  quia  autem  2kk  —  nn  quadralum  esse  nequit, 
ponatur   c  —  nn  —  3kk,   cjusque  radix  n  —     k,  undc  fict 

__„___.   wu   A  —  .  **"»     ;    atquc    i_  i  _^-"^v_Vv. 
k~    *PH    '  wu   n  —*ii-rvp      ^      '"•  «  *ii+pp 

h.  Iiletl  Ofm.  5 
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Quadratum  ergo  esse  deb«r«t  (pp  -f-  3qq)  (p  —  q)(p  —  3</).  Ponatur  p  —  q  —  t  et  p  —  3q  —  u, 
erit  9  =         tt  p  —  illaque  fonnula  abit  in  hanc  tu (3ff  —  3f  «-)-«»«)>  quae  iterum 

similis  est  priori  6c(366 — 36c-{-  cc).  Restat  erpo  posterior  casus,  quo  est  c  multiplum  temarii, 
puta  c~3d;  atque  quadratum  esse  debct  6d(66 —  36d-|-3dd),  quae  cum  iterum  similis 
sit  priori ,  manifestum  est  utroque  casu  evenire  non  posse,  ut  formula  proposita  sit  quadratum. 
Quamobrem  praeter  cubum  8,  alius  ne  in  fractis  quidem  datur,  qui  cum  unitate  faciat  quadra- 
tum.    Q.  E.  D. 

CoroIL  L  Simili  modo  demonstrari  potcst  nullum  cubum  unitate  minutum  essr  posse  qua- 
dratum;  hocque  ne  quidem  in  fractis. 

CoroH.  %.  Hinc  sequitur  nec  x*-\-y*  nec  x* —  y*  esse  posse  quadrata:  atque  nullum 
numerum  trigonalem 
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VI. 

Theoremata  clrca  dlvlsorcs  imiucrorum  ln  hac  forma  paa  ±  qbb 
contcntorum. 

(Co.mne.it.  XIV.  1744-46.  p.  151.) 

In  sequentibus  theofematibus  ItUerae  «  et  6  designant  nunwros  quoscunque  integros,  primos 
inter  sc,  seu  qui  praeter  unHatom  nullum  alium  habeant  divisorem  communcm. 

Theorema  I.  Numerorum  in  bac  fortna  «a-f-66  contentorum  divisores  primi  omnes  sunt 
vel  2,  vel  bujus  formae  U-fl  numeri. 

Theorcma  3.  Omnes  numeri  primi  hujus  formae  Vm  -f-  1  vicissim  in  hac  numerorum  for- 
mula  aa-\-bb  continentur. 

Theorema  S.  Summa  ergo  duorum  quadratorum  seu  numcrus  hujus  formae  aa  -f-  bb  dividi 
nequit  per  ullum  numerum  hujus  formae  4m — I. 

Theorema  -i.  Numerorum  in  bac  forma  aa  -f-  266  contentorum  divisores  primi  omnes  sunt 
vel  2,  vel  numeri  in  hac  forma  8«  -f-  1 ,  vel  in  hac  8m  -f-  3  contenti. 

Theorema  5.  Omnes  numeri  primi  in  hac  8m  -f  1,  vel  hac  8m  -f-  3  forma  contenti  vicissim 
sunt  numeri  hujus  formae  aa  -\-  266. 

Theorema  O.  Nullus  numerus  hujus  formae  aa  -+-  266  dividi  potest  per  ullum  numerum 
hujus  8m —  I,  vel  hujus  8m  —  3  formae. 

Theorema  7.  Numerorum  in  hac  forma  aa-j-  366  contentorum  divisores  primi  omnes  sunt 
vel  2,  vel  3,  vel  in  una  harum  formularum  12m-f  1,  l2m-f-7  contenti. 

Theorema  S.  Omnes  numeri  primi  in  alterutra  harum  formularum  12m  -+  1,  vel  12m -f- 7, 
sive  in  hac  una  6m  -{-  1  contenti  simul  sunt  numeri  hujus  formae  aa  -\-  366. 

Theorema  O.  Nullus  numerus  sive  hujus  I2m  —  1,  sive  hujus  12m  —  7  formae,  hoc  est 
nullus  numerus  hujus  formae  6m  —  1  est  divisor  ullius  numeri  in  hac  forma  aa  -f-  366  contenti. 

Theorema  lO.  Numerorum  in  hac  forma  aa-f-566  contentorum  divisores  primi  omnes  sunt 
vel  2,  vel  5,  vcl  in  una  harum     formanun  20m-f-  I,  20m-}-3,  20m-f-7,  20m-f-9  contenti. 

Theorema  U.  Si  fuerint  nuroeri  20m-|-  1,  20m-(-3,  20m  -f-  9,  20m  -f  7  primi,  tum  crit 
ut  sequitur 

20m-f-  1  =««  +  566;  2  ( 20  m  -f-  3}  —  aa  -f-  566 
20m-f-9  =  a«-f-566;  2  (20  m  -f  7)  =  aa  -f  566. 
Theorema  ISt.  ^Vullits  numerus  in  una  sequentium  fnrnuilaruin  contentus  20m  —  1 ,  20m  —  3, 
20  m  —  9,  20 m  —  7  potest  esse  divisor  ullius  numcri  hujus  formae  aa  -f-  566. 

Theorema  1S*  Numerorum  in  hac  forma  aa  -j-  766  contentorum  divisores  primi  omnes  sunt 
vel  2,  vel  7,  vel  in  una  sequentium  sex  formularum 
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seu  in  uaa  harum  trium 

28«  +   I       28« -|-  II  IVm-f-  1 

28«-}-   9       28«+  15  n«+  9 

•28«  -f  25       28«  +  23  1  Vm  +  1 1 

sunt  contenti. 

Theorema  14.  Si  fuerint  numeri  in  istis  formulis  IVm  +  t,  tV«  +  9,  IVm+ll  contenti 
primi,  tum  simul  in  hac  forma  aa  4-  766  contincntur. 

Theorema  15.  Nullus  numcrus  hujus  formae  aa+ 766  potest  dividi  per  ullum  nuineruin, 
qui  in  una  sequentium  sex  formularuoi 


28«+   3       28«+  5  IV«i  3 

28«  r  13       28«  +  17  IVm  -\-  5 

28«  -f-  19       28«  +  27  I Vm  +  13 

contincaUir. 

Theorema  10.  iNumerorum  in  hac  forma  aa  + 1166  contcntorum  omncs  divisores  primi 
sunl  vel  2,  vcl  II,  vel  continentur  in  una  sequenlium 

1»  fortnularum  seu  5  formularum 

Wm  +   I       Wm  +   3  22m  +  1 

Wm  +  9       Wm  +  27  22«  +  3 

Wm  +  37       Wm  +  23  22m  +  9 

Wm  +  25       Wm+31  22«+  5 

Wm  +   5       Wm  +  15  22«+  15 

17.  Si  fuerint  numeri  in  his  sive  decem,  sive  quinque  formulis  contenti  primi, 

vel  ipsi  vel  corum  quadnipli  numeri  bujus  formae  aa  +  1166. 
TlM>orema  IS.  Nullus  numerus  hujus  formae  aa  4  H<»6  potcst  dividi  per  ullum  uumerum, 
qui  contineatur  in  una  scquentium 

sive  10  formularum  sive  5  formularum 

Wm  +   7       U«  +  29  22«+  7 

U«  +  1 3       U «  +  35  22«  -t-  1 3 

U«+17       Um+  39  22«  +  17 

Umr  19       Wm  +  Vl  22m+l9 

U«  +  21       U«  +  V3  22«  +  21 

Thcorcma  19.  INumcrorum  in  hac  forma  aa  ~  1366  conlentorum  omnes  divisores  primi 
sunt  vcl  2,  vel  13,  vel  continentur  in  una  scquontium  12  formuUmm: 

52«-»-  1  5.'m-t-  7 

52«  +  '»9  52«  4  31 

52«  4  9  52«  4  1 1 

52«  +  25  52«  -4-  19 
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52/M  +  29  52« +  W 

52«  +  17  52m+15 
Theoroma  2©.    Omnes  numeri  primi,  qui  in  priori  fonnulanun  istarum  columna  continentur, 
simul  sunt  numeri  hujus  formae  aa  +  1366.    Numerorum  autcm  primorum,  qui  in  altera  formula- 
rum  columna  continentur,  dupla  sunt  numeri  fonnae  aa  +  13  66. 

TbeorenM  91.  Nullus  numerus  hujus  formae  aa  +  1366  dividi  potest  per  ullum  numerum, 
qui  contincatur  in  una  sequentium  formularum 

52m  +  3  52m  +  35 

52m  +  5  52m+37 

52m  +  21  52m  +  M 

52m  +  23  52m  +  W 

52m  +  27  52m  +  *5 

52m  +  33  52m-f-51. 

Theorema  99.  Numerorum  in  hac  forma  aa+1766  contentorum  omnes  divisores  primi 
sunt  vcl  2,  vel  17,  vel  in  una  sequentiura  formularum  conttnentur: 

68m+   1  68m+  3 

68m  +  9  68m  +  27 

68m  +  l3  68« +  39 

68m  +  *9  68m+ll 

68m  +  33  68m  +  31 

68m  +  25  68m+  7 

68m+21  68m  +  63 

68m  +  53  68m  +  23. 

Theorema  98.  Omnes  numeri  primi ,  qui  in  priori  harum  formularum  columna  continentur, 
ad  quos  2  referri  debet,  sunt  formae  aa  +  17  66,  vel  ipsi  quidem,  vel  eorum  noncupla.  Numerorum 
autem  primorum  in  altera  columna  contentorum  tripla  sunt  numeri  formae  aa+  1766. 

Tlieorenw  94.  Nullus  numerus  hujus  formae  <w+  1766  dividi  potest  per  ullum  numerum, 
qui  cootineatur  in  aliqua  sequentium  formularum 


68m  —  t 

68m—  3 

68m—  9 

68m  —  27 

68m  —  13 

68m— 39 

68m  —  h9 

68m  —  1 1 

68  m  —  33 

68m  —  31 

68m  —  25 

68m—  7 

68m  —  21 

68m  —  63 

68m  —  53 

68m  —  23 

Theorema  94.  Numerorum  in  hac  forma  aa  +  1966  contentorum  omnes  divisores  primi 
sunt  vel  2,  vel  19,  vel  continentur  in  una  sequentium 
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18  formularum  vel  harum  9 

76«  -f-  |  76«  -1-  5  38«  4-  I 

76«  -f-  25  76«  +  *9  38«  +  5 

76«  +  17  76«  -|-  9  38«  +  7 

76«+*5  76w-t-  73  38«-)-  9 

76«  +61  76«  +  7  38« +  11 

76«  +35  76« +23  38«  +  17 

76«  +  39  76«  +  W  38«  +  23 

76«  +63  76« +  11  38« +25 

76«  +  55  76«  +  V7  38«  +  35. 

primi,  qui  io 
hujus  formae  aa  +  1966. 

htijus  formae  aa  +  1966  dividi  potest  per 
9  formularum: 

38;«  -  9  38«  —23 

38«  — 11  38«  — 25 

38«  —  17  38«  —  35. 

Ilis  igitur  thcorcmatibus  coQtinetur  indoles  formularum  aa  +  766,  si  q  fuerit 
primum  quidem  vidimus  omnes  divisores  primos  hujusmodi  formularum  esse  vcl  2,  vel  q,  vel  in 
talibus  expressionibus  kqm  +  «  ita  comprehcndi  posse,  ut  nullus  divisor  in  iis  non  contineatur,  tum 
vero,  ut  omnis  numcrus  primus  \qm  +  u  simul  sit  divisor  formulac  cujusdam  aa  + 766.  Deinde 
etiam  hoc  colligere  licet,  si  numerus  primus  formae  kqm  -f-  a  fuerit  divisor  cujusquam  numeri 
aa-\-qbb,  tum  nullum  numcrum  formae  \qm  —  «  divisorem  csse  posse  ejusdem  exprcssionis  oa+ 766. 
Cum  igitur  inter  formas  divisorum  formulac  aa  +  966  semper  contineatur  haec  Kmq+  1, 
esl  nullum  numemm  aa  +  766  dividi  posse  per  ullum  numerum  formae  kmq  —  1.  Denique 
denli  manifestum  Get,  si  7  fucrit  numcrus  primus  formae  %n  —  1,  tum  divisorum  formas  ad  nume- 
rum  duplo  minorcm  rcdifi  possc,  ita  ut  ad  formulas  2g«  +  a  revocari  queant,  quod  fleri  nequit, 
si  7  sit  numerus  primus  formac  k  11  +  1 .  Si  igitur  pro  hac  forma  aa  +  (k  n  +  I )  66  divisor  fuerit 
fc(Vn+l)«  +  «,  tum  nullus  numerus  formac  islius  k  (kn  +  1)  «  4  2  (kn  +  1)  +  «  poterit  esse 
divisor  ejusdem  expressionis  aa  +  (Vn  +  1)66.  Plures  annotationes  faciemus,  cum  etiam  formulas 
aa  +  qbft,  quando  7  non  est  numerus  primus,  fucrimus  contemplati. 

Tneorema  98.  Numerorum  in  hac  forma  aa  +  666,  vcl  hac  2aa  +  366  contentorum  divi- 
primi  omnes  sunt  vel  2,  vcl  3,  vcl  in  una 


2Vm+l  2Vm  +  7 

2Vm  +  5  2V«  +  11. 


!©.  Omnes  numeri  primi  formae  vel  2'»«+  1,  vel  2Vm-j-7 
cxpressione  aa  +  666 ;  at  numeri  primi   istam  fonnam  2V«  +  5  et  2V«-t-ll  habentes  con- 
in  expressione  3aa  +  266. 
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Theorema  S«.    Nullus  numerus  sive  aa  +  6fc6,  sive  2aa  +  3  W  dividi 
,  qui  contineatur  in  aliqua  harum  formularum 

2Vm  — 1  2V/n  —  5 

2Vw  —  7  2Vm  —  II. 

81.  Numerortim  in  hac  aa  +  1066,  vel  hac  forma  2aa  +  566  contentorum  divi- 
primi  omnes  sunt  vel  2,  vel  5,  vel  in  una  sequentium  formularum  continentur 

VOm  -(-   I  VOm  +  7 

V0m+   9  V0m  +  23 

V0m  +  ll  V0m+37 
V0m  +  19  V0m  +  I3. 

Theorema  39.  Numeri  primi  in  priori  harum  formularum  columna  contenti  simul  sunt 
numeri  hujus  formae  aa  +  10  66,  et  numeri  primi  in  altera  columna  contenti  sunt  hujus  formae 
2aa  +  566. 

Theorema  33.  Nullus  numerus  sive  hujus  aa  +  1066,  sive  hujus  2oa  +  566  formae  dividi 

VOm  —  1  VOm  —  7 

Wm  —  9  VOm— 23 

VOm  —  1 1  VOm  —  37 

VOm  —  19  VOm  —  13. 

Theorema  34.  Numcrorum  in  hac  aa  +  1V66,  vcl  hac  2aa  +  766  forma  contentorum  divi- 
sorcs  primi  omnes  sunt  vel  2,  vel  7,  vel  in  una  seqoentium  fonnularum  continentur 

56«  +1  56m  +  3 

56«+  9  56« +27 

56«  +  25  56«  +  19 

56«  +  15  56«  -(-  5 

56«  +  23  56«  +  V5 

56« +39  56« +13. 

Theorema  3.5.  Numeri  primi  in  priori  harum  formularum  columna  contenti  simul  sunt  nu- 
meri  vel  hujus  aa  +  1V66,  vel  2aa  +  766  formae;  qui  autem  in  altera  columna  continentur,  eorum 
tripla  demum  in  altera  istarum  formularum  comprehenduntur. 

in  istis  formulis  contentus  divisor  erit  vel  formae  aa  +  1V66,  vel  2aa  +  766. 
Theorcma  87.  Numerorum  in  hac  aa  +  1566,  vel  hac  3oa  +  566  forma  contentorum  divi- 
primi  omnes  sunt  vcl  2,  vel  3,  vel  5,  vel  in  una  sequentium  formularum 

vcl  harum  V 

60« -f- 31       60«+  1  30m+  1 

60«  4- 17       60«  +  V7  30«+  17 

60«+  19       60«  +  V9  30« +19 

G0m  +  23       60«+  53  30« +  23. 
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Tbcorrma  38.  Numcrorum  in  hac  a«  +  2l66,  vel  hac  3aa  -4-  766  forma  contentorum  divi- 
sores  primi  oiuncs  sunt  vel  2,  vel  3,  vel  7,  vel  in  una  sequentium  formularum  contineutur : 

8*«  +    1  8Vm  4-  5 

8*« +25  8ln»  4-  *1 

8*«  4  37  8*1«  + 17 

8*«  4  35  8*«4H 

8*«  4  31  8*1« -}-23 

8*«  4  19  8*«4?1- 
Tbeorema  SO>  INuracrorum  in  hac  aa  4  3566,  vel  hac  5«a-4-7W»  fonna  contentorum  di- 
visores  primi  omnes  sunt  vel  2,  vel  5,  vel  7,  vel  in  una  sequentium  formularum  continentur: 


vel  harum 

1*0«  4  1 

1*0«  4  3 

70«  4  1 

1*0« -f  9 

1*0«  4  27 

70«  4  3 

1*0«  4-  81 

1*0«  4- 103 

70«  4  9 

1*0«  4  29 

1*0«  4  87 

70« +  11 

1*0«  4  121 

1*0«  4  83 

70«  4-  13 

1V0«4  109 

1*0«-^-  *7 

70«  4  17 

1*0«  4  11 

1*0«  4  33 

70«  4  27 

1*0«+  99 

1*0«  4  17 

70«  4  29 

1*0«  4  51 

1*0«  4  13 

70«  4-33 

1*0«  4  39 

1*0«  4  117 

70«  4  39 

1*0«  4  71 

1*0«  4  73 

70«  4  « 

1*0«+  79 

1*0«  4  97 

70«  +  51. 

in  aliqua  harum  formuh 

««4  3066;    2aa  +  1566 
3a«+  1066;    5aa  +  666 
divisores  primi  omncs  sunt  vel  2,  vcl  3,  vcl  5,  vel  in  una  sequentium  formularum  continentur: 

120«+     1  120«+ 11 

120«+   13  120« +  23 

120«  +   *9  120«  +  59 

120«+  37  120«  4*7 

120«+   17  120« +  67 

120«  4  101  120«  4  31 

120«  4  113  120«  4*3 

120«  4   29  120«  4  79. 

Theoremata  haec  suQlciunt  ad  sequentes  annotationes  formandas,  ex  quibus  natura  diviaorum  hujus- 
modi  formularuin  paa  4  966  penitius  perspicictur. 

Anitotado  1.  Formula  paa  +  966  nullum  habet  divisorem ,  quin  sit  simul  divisor  formulae 
aa  +/»966.    Cujus  quidem  rci  ratio  factfe  patet;  nam  qui  numerus  est  divisor  formulae  paa-\-  966, 
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Idem  dividet  hanc  formam  ppaa-\-  pqbb,  hoc  est  banc  aa  +  pqbb,  posito  a  loco  pa.  Hanc  ob  rem 
«ufliciet  istam  unicam  fonnam  aa-\-  Nbb  considerasse ,  quippe  quae  ratione  divisorum  hanc  paa-\-qbb 
in  se  complectitur 

Annototto  %*  Inter  numeros  primos,  qui  ullum  numerum  in  hac  formula  aa  -f  Nbb  contentum 
dividunt,  primum  occurrit  binarius.  Si  enim  N  sit  numerus  impar,  sumendis  pro  a  et  6  numeris 
imparibus,  formula  aa  -f-  Nbb  fiet  per  2  divisibilis;  at  si  AT  sit  numerus  par,  sumto  a  pari,  formula 
quoque  per  2  fit  divisibilis.  Deinde  vero  ipse  numerus  N  vcl  quaelibet  ejus  pars  aliquota  poterit 
esse  divisor  formulae  aa-\-Nbb,  quod  sumendo  a  =  N  est  perspicuum. 

Annotndo  3.  Reliqui  divisores  primi  omnes  formulae  aa  +  Nbb  in  istiusmodi  eipressionibus 
kNm  comprehendi  possunt  ita,  ut  etiam  vicissim  omnes  numeri  primi  in  formis  istis  KNm-\-a 
contenti  simul  sint  divisores  formulae  aa  -\- Nbb.  Praeterea  si  expressio  kNm  4-  «  praebeat  divisores 
formulae  aa-\-Nbb,  tum  nullus  numerus  hujusmodi  KNm — «  poterit  esse  divisor  ullius  numeri  in 
formula  aa -\- Nbb  contenti. 

Annotatio  4.  Ilabebit  autem  o  certos  quosdam  vaiorcs,  qui  ab  indole  numeri  N  pendebunt; 
ac  semper  quidem  uoitas  erit  imus  ex  valoribus  ipsius  u.  Tum  vero,  quia  dc  numeris  primis  in 
formula  KNm  -\- a  contentis  quaestio  est,  perspicuum  est  neque  ullum  numerum  parem,  neque  ullum 
numerum,  qui  cum  N  communem  habeat  divisorem,  valorem  ipsius  a  constituere  possc. 

tnnotatio  A.  Valores  autcm  ipsius  «  omnes  erunt  minores  quam  KN,  si  enim  qui  essent 
majores,  per  diminutionem  numeri  m  minores  quam  KN  reddi  possent.  Uinc  valores  ipsius  «  erunt 
numeri  impares  minores  quam  KN,  atquc  ad  N  primi.  Neque  vero  omnes  istiusmodi  nuroeri  impa- 
res  ad  N  primi  idoneos  pro  u  valores  exhibcbunt,  sed  eonun  scmissis  ab  hoc  oIGcio  excluditur, 
quoniam,  si  x  fuerit  valor  ipsius  u,  tum  —  x  seu  KN  —  x  cjus  valor  esse  nequit;  vicissiroque  si  x 
non  fuerit  valor  ipsius  «,  tum  KN — x  certo  ejus  valor  sit  futurus. 

Annotatfto  0.  Numerus  ijritur  valorum  ipsius  «,  ita  ul  k  Nm  -f  «  contineat  omnes  divisores 
primos  formulae  aa  -\-Nbb,  sequenti  modo  definietur.  Sint  p,  q,  r,  s,  etc.  numeri  primi  inter  se 
diversi,  excepto  binario,  qui  seorsim  est  considerandus;  atque 


si  fuerit 

erit  valorum  ipsius  «  numerus 

A'=l 

1 

JV_2 

2 

N=p 

p-1 

JV=2p 

2(p-l) 

N=pq 

(p_l)(g-i) 

tf  =  2f7 

2(p-i)(q-i) 

N  =  pqr 

(p-i)(q-i)(r-i) 

ff=2pqr 

2(p_i)(g-i)(r— 1) 

etc. 

Annotailo  7.  Queinadmodum  autem  unitas  scmper  reperitur  inter  valores  ipsius  «,  ita  etiam 
quivis  numerus  quadratus  impar  et  primus  ad  N  locum  habere  debet  in  valoribus  ipsius  «.  Posito 

L.  BaUtl  Of-r.  6 
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enim  h  oumero  pari  2c,  forniula  Get  aa  \Ncc,  quae,  si  sit  numerus  primus,  contineri  debet  in 
ex|>rcssione  \Nm-\-u.  Ergo  a  erit  aa,  vvl  rcsklutun,  quod  ex  divisione  ipsius  aa  per  \N  reinaurt. 
Siinili  modo  inler  valores  ipsius  u  rrperiri  delient  omues  numeri  aa  -j-  N,   vel  quae  ex  eorum  per 

\  N  divisione  supererunt  rcsidua;  posito  enim  b  —  2c  -f-  I,  fiel  aa  4-  A'46  aa  -\-  N -\-  \  N  (cc  -\-  c), 
qui ,  si  fuerit  numems  primus ,  dcbcbit  aa  -\-  N  esse  valor  ipsius  u. 

limotatio  8.  lntelligitur  etiam,  si  x  fuerit  vaJor  ipsius  a,  tum  quoque  xx  (quod  quidcm  ex 
praccedente  patct)  ct  omncs  omnino  polestates  ipsius  x,  puta  x",  inter  valores  ipsius  «  locum  liaberc 
debero.  Peinde,  si  practcr  x  quoque  v  fuerit  valor  ipsius  u,  Uim  quoque  srr  et  generaltter  x?-f 
dabit  quoquc  valorcm  ipsius  «.  Scilicet  si  a?V  majus  fuerit  quam  \N,  pcr  hoc  dividatur,  et 
duum  erit  valor  ipsius  u.  Simili  modo,  si  insuper  i  fuerit  valor  ipsius  u,  tum  etiam 
valor  ipsius  u.  Ilincquc  cx  coguito  uno  vel  aliquot  valoribus  ipsius  a  facili  negoUo  omne 
cjus  valorcs  invcniuntur. 

Anuotatlo  0.  Sit  x  quicunque  numerus  prirnus  ad  \N,  coque  minor,  atque  vel  -\-  x,  vel 
—  x  yalor  erit  ipsius  «.    Si  igitur  fuerit  x  numerus  primus,  ex  sequcnti  tabula  intclligetur,  quibus 
-\-x,  quibusque  — x  valorem  ipsius  m  praebeat: 


«  =  -r  fl 


Si 

erit 

.v= 

3n—  1 

«  =  +  3 

N  — 

3n4-  1 

«  =  —3 

N-{  5"+  1 
-  \  5n-|- V 

«=4-5 

*=. 

5n  4-  2 
,  5n  4-  3 

«  =  —5 

7«  +  3 

• 

V  =  < 

7»+  5 
7n  +  G 
7n  +  1 

«  =  +7 

7n-(-2 
7n4- V 

«  =  —  7 

N- 


tt—  —  \i 


Si  propositus  sit  numerus  quicunque  primus,  qni  utrum  signo  +  an  —  affectus  valorem  ipsius  a 
praebeal,  iUi  iuvestigabilur.  Bini  casns  debent  evolvi,  alter,  quo  propositus  numerus  primus  est 
formae  ku  -\-  1  ,  alter  quo  est  formac  \u  —  1.  Priori  casu  erit  a  —  -{-  (\u  -\-  t) ,  si  fuerit 
V  =  <\u  4-  I) n  +  «,  at  «  =  -  (>u  +  1),  si  fucrit  flfa;  (V«  4-  I)  «  +  «.  Posteriori  casu  autem 
erit  «  =  +(*«  —  1),  si  sit  .Vrn  (*«  —  1)  n  -t-  «,  at  «  =  — (Vu— I),  si  A  =  (Va  —  I )  n  +  tt. 
Tbi  notandum  cst,  quemadmodum  signum  =  apqualilatem  denotal,  ita  sigmnn  =  aequalitaUs  impos- 
sibilitalcm  dcsignarc.  Qnod  si  aulcm  fuorit  pro  utroquc  casu  V=(Vtt±  l)n+j,  erit  quoque 
A  =  (V«  ±  1)»  +  *",  denotante  v  numerum  quemcunquc  integrum,  unde  ista  tabclia  pro  quibusvis 
numeris  primis  sine  negotio  construilur. 
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O.  Qooniam  inter  formas  divisorum  primorum  ipsius  aa  -f-  JV66  habetur  KNm  +  l, 
eadem  eipressio  «  4  Nbb  per  nullum  numerum  dividi  poterit,  qui  conUneatur  in  hac  forma  KNm—  1. 
Simili  modo  cum  \Nm  +  tt  exhibeat  formam  divisorum  expressionis  aa-\-Nbb,  sequitur  nullum 
uumerum  hujusmodi  iNm—tt  posse  esse  divisorem  ullius  numeri  in  hac  forma  aa  -\  -  Nbb  contenti, 
si  quidem,  quod  semper  pono,  a  et  6  sint  numeri  inter  se  primi.  Ilanc  ob  rcm  impossibilis  erit  ista 
aequatio  f  Vfflm  —  tt)  u  —  aa  -j-  IN66  ,  ideoque  erit  Nmu  —  ttu  —  Nbbpz  aa ,  si  quidem  fuerint 
kNmu  —  ttu  et  Nbb  numeri  inter  se  primi,  quod  cum  certo  eveniat,  si  b~  1  et  /=1,  nancis- 


Nullus  numenis  hac  formula  kabe  —  6  —  c  contentus  unquam  esse  potest 
quadratus. 

Annotatlo  U.  Si  fueril  N  numcms  hujus  formae  Vn  —  1 ,  tum  formae  divisorum  ad  nume- 
rum  duplo  minorcm  rediguntur,  ita  ut  in  formulis  hujusmudi  2Nm  -f-  u  comprehendantur.  Scilicel 
si  fuerit  kNm-\-  u  divisomm  forma,  tum  quoque  kNm  -f  2:V4  «  erit  forma  divisorum.  Quare  cum* 
2Nm-\-tt  sit  forma  divisorum,  sequitur  nullum  numenim  2Nm~  U  divisorem  cssc  posse  formae 
aa  4  Nbb.    Hinc  erit  (2Nm  —  «)  «  =n  aa  4  Nbb ,  existent*  A*=  Kn  —  1 ,  unde  oritur  hoc 

Connectartuin.  Nullus  numerus  hujus  formae  2a6c —  6  —  c,  si  vel  b  vcl  c  fuerit  numerus 

Innotaiio  1«.  Si  fuerit  N  numenis  impar  hujusmodi  *nf  1,  vel  etiam  nuroerus  impariter 
par,  tum  divisorum  formac  ad  numcrum  duplo  minorem  redigi  non  possunt.  Scilicct  si  KNm-\-u 
fuerit  divisor  fonnac  aa  4  JV66,  tum  \Nm  -\-2.X  -\-a  ejusdem  furmae  divisor  cssc  non  potcrit.  Hinc 
2  (2w  4-  1)  iV-f  tt  non  erit  divisor  formae  aa  —  Nbb,  ideoque  haec  acquatio 

(2  \2m  -f  1 J  N  -f  U)  u  —  aa  +  Nbb 
erit  aequatio  impossibilis,  si  quidem  sint  a  et  b  numeri  primi  inter  se,  et  N  sit  vel  numerus  impar 
fonuae  V«4      vp'  numerus  impariter  par.    Ex  quo  scquitur  istud 

ConN4K*turiuin*  IVullus  numcrus  hujus  formae  2abc  —  b  \-c,  existcntc  a  numcro  impari,  ct 
6  vel  impariter  pari  vel  impari  formae  \n  4  '»  unquam  esse  potcst  quadratus. 

ttcholion  1.  Quae  hic  sunt  allata  sufficienter  declaraut  indolcm  divisorum  hujusmodi  formu- 
lanim  aa  4  Nbb,  simulque  inserviunt  ad  omnes  divisorum  formas  expedite  invcniendas,  quibus  cog- 
nitis  quoque  eae  numerorum  formae  innotes<:unt,  quae  nunquam  praebcre  queant  divisores  formulac 
«a4A'66.  Cum  igitur  haec  patcant  ad  omnes  valores  ipsius  N,  sive  sint  numeri  primi,  sive  com- 
positi,  reliquum  est,  ut  etiam  casus  cvolvamus,  quibus  .V  denotet  numeros  negativos  Um  primos 
quam  compositos;  pcrspicuum  autcm  cst  formulam  paa—qbb  nullum  divisorem  habcre  possc,  quin  sit 
divisor  hujus  aa—pqbb  seu  pqaa  —  bb,  unde  sufficiet  hujusmodi  tantum  formas  aa  —  Nbb  evolvissc. 

Theorema  41.  Numerorum  in  liac  forma  aa  —  bb  contentorum  divisores  primi  omnes  sunt 
vcl  2,  vel  \m±  1;  nullus  scilicct  datur  numerus,  qui  non  sit  divisor  diOerentiac  duorum  quadra- 
torum.  Vicissim  autem  omncs  numeri,  praetcr  imparitcr  pares,  ipsi  sunt  dilfcrentiac  duorum  qua- 
dratorum. 
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IS.  Numerorum  in  hac  fonna  aa  —  266  contentorum  omnes  divisores  primi  sunt 
vel  2,  vel  hujus  formae  8m  ±  1.  Omnesqae  numeri  primi  hujus  fornue  8m  ±  I  ipm  infinitis  modis 
in  formula  oa  —  266  continentur. 

Thforema  43.  iVumcrorum  in  hac  forma  contentorum  aa  —  366  omnes  divisores  primi  sunt 
vel  2,  vel  3,  vel  hujus  fonnae  12m±  1.  Atque  vicissim  omnes  hujusmodi  numeri  primi  simul  in 
hac  aa  —  366,  vel  hac  3aa —  66  forma  infinitis  modis  continentur. 

Theorema  44.  Omnes  divisores  priml  hujus  formae  aa — 566  sunt  vel  2,  vel  5,  vel  con- 
tinentur 

in  altera  harum  formularum  vel  in  hac  una 

20«  ±1,    20 m  ±  9  lOm  ±  I. 

Omncsque  numcri  primi  in  his  formis  contenti  simul  sunt  divisores  formae  aa  —  566. 

45.  Omnes  divisores  primi  hujus  formae  aa  —  lbb  sunt  vel  2,  vel  7,  vel  in 


28m±t;    28ffl±3;    28«  ±9; 
atque  vicissim  omnes  numeri  primi  in  his  formis  contenti  simul  sunt  divisores  formae  aa  —  766. 

TbeorenM  46.  Omnes  divisores  primi  hnjus  formae  aa — 1166  sunt  vel  2,  vel  11,  vel  in 
una  $c<]u<'[itium  formarum  continentur 

Um±l;    Hm±5;    Hm  ±  7;    Hm ±  9;  *^m±19; 
atquc  vicissun  omnes  numcri  primi  in  his  formulis  contenti  simul  sunt  divlsores  fonnae  aa  — 1166, 
quae  rcciprocatio  in 


aa—  1366  sunt  vei  2,  vel  13,  vcl  in 


quae  revocanlur  ad  has 
52m  ±1  52m  ±   3  26m  ±  1 

52 m  ±  9  52 m  ±  25  26m  ±  3 

52 m  ±  23  52 m  ±  17  26m  ±  9. 


Thcorema  4S.  Omncs  divisores  primi  numerorum  hujus  formae  aa  —  1766  sunt  vel  2,  vel 
17,  vel  in  sequcntibus  formulis  continentur: 

quae  revocantur  ad  has 
68m±   I       68«  ±   9  3%m  ±  1 

68«  ±  13       68«  ±  19  3Vm  ±  9 

68«  ±  33       68«  ±  25  3im  ±  13 

68m±21       68m±15  3\m±  15. 

Tbeorenui  49.  Omncs  divisores  primi  numerorum  hujus  formae  aa  —  1966  sunt  vel  2,  vel 
19,  vcl  in 


76«  ±1  76«  ±  3  76m  ±  9 

76«  ±  27  76«  _-r   5  76«  ±  15 

76«  ±31  76«  ±  17  76«  ±25. 
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3,  vel  in  his 

24«  ±  1 

Theorema  51.  Omoes  divisores  primi 
in  his  formulis  continentur: 

40«  ±  I 

W*±9 
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formae  bujus  aa  -  666  sunt  vel  2,  vel 


2Km  ±  5. 

formae  aa—  1066  sunt  vel  2,  vel  5,  vel 


40«  ±  3 
40«  ±  13. 
hujus  fornu 


aa—lKbb  sunt  vel  2,  vel 


7,  vel  in  his  formuUs 

56m  ±1  56m±  5 

56m±  13  56«  ±9 

Tlieorema  53.  Omnes  divisores  primi  oumeroru 
11,  vel  io  his  formulis  continentur: 

88«  ±   1  88«  ±  3 

88«  ±  27  88«  ±  7 

88«  ±  25         88«  ±  13 
88«  ±  29. 

Theorema  54. 

3,  vel  5,  vel  in  his  formulis  cootinentur: 
60«  ±  1  60«  ±  7 

Theorema  55.  Omnes  divisores  primi 
3,  vel  7,  vel  in  his  formis  continentur: 

84«  ±   1        8hm±  5 
84«  ±25        84»  ±41 
84«  ±  37        84«  ±  17 
Theorema  56.    Omncs  divisores  primi 
3,  vel  11,  vel  in  bis  formulis  continentur: 


56«  ±25 
56«  ±  11. 
hujus  formae  aa 

88«  ±  9 
88«  ±  21 
88«  ±  39 


—  2266  sunt  vel  2,  vel 


<m—  1566  sunt  vel  2,  vel 

60«  ±11  60«  ±17. 

jus  formae  aa  —  2166  sunt  vel  2,  vel 


42«  ±  1 
42«  ±  5 
42«  ±  17. 
hujus  formae  aa  —  3366  sunt  vel  2,  vel 


132«  ±   1      132«  ±17 

132«  ±  25      132«  ±29 

132«  ±  35      132«  ±65 

132«  ±  49      132«  ±41 

132«  ±  37      132«  ±31 
Thcorcma  57.  Omnes  divisores  primi  numerorum  hujus  formae  aa 
5,  vel  7,  vel  in  his  formulis  continentur: 

140«  ±   1  140«  ±  9  140«  ±59 

140«  ±  29  140«  ±19  140«  ±31 

140«  ±13  140«  ±23  140«  ±67 

1V0«±  43  140«±.33  140«±17. 


quae  revocantur  ad  has 
66«  ±  1 
66«  ±  17 
66«  ±  25 
66«  ±  29 
66«  ±  31. 

35  66  sunt  vel  2,  vel 
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Theorema  M.  Omnes  divisores  primi 
3,  vel  5,  vel  in  his  fonnulis  continentur: 

120m  ±    1  120m  ±  13 

120m±37  120wi±  7 

120/»  ±17  120»i  ±19. 

3,  vel  5,  vel  7,  vel  continentur  In  his  formulis.: 


oa-3066  suot  vel  8,  vel 


120«  ±  V9 
120m  ±  29 


aa  -  10566  sunt  vel  2,  vel 


V20m  ±  1 
V20m  ±  169 
V20m±  23 
V20m  ±  107 
V20m  ±  109 
V20m±  59 
V20m  ±  101 
V20m  ±  151 
V20m±  89 
V20mx  79 
V20m±  VI 
V20m  ±  209 


V20m±  13 
V20m±  97 
V20m±  121 
V20m  ±  131 
V2()m  ±  157 
V20m±  73 
V20«i±  53 
V20m±  137 
V20m  ±  103 
V20m±  187 
V20m  ±113 
V20m  2r  197 


*d  luu 

2l0m  ±  1 
2l0m  ±  13 
210m  ±  23 
2l0m  ±  VI 
2l0m  ±  53 
210m  ±  5? 
210m  ±  73 
210m  ±  79 
210m  ±  89 
210m±  97 
210m  ±  101 
210m  ±  103. 


Annntatlo  13.  Numerorum  erjro  in  formula  aa  —  Nbb  contentorum  divisores  primi  emnes  sunt 
vcl  2,  vel  divisores  numcri  JV,  vel  in  ejusmodi  formulis  h-Nm  ±  a  comprehenduntur.    Quodsi  enim 

secus  atque  in  for- 


kNm-\-a  fuerit  forma  divisorum,  tum  quoque  Wm  —  a  crit 
mulis  flo-|-iV66,  quarum  si  \Nm-\-a  fuerit  divisor,  tum  kNm  —  a  nullum 
divisorem  ejusdem  formulac. 

Annoiailo  14.  Posila  ergo  \Nm±  a  pro  forma  divisorum  generali 
pressione  aa  —  Nbb  contentorum,  littera  a  plcrumque  plures  significabit 


r;  tum  vero  quia  hic  de  divisoribus  primis  serino  cst,  inler  valores  ipsius  a  nullus 
erit  numcrus  par  nec  ullus  divisor  numeri  N.  Dcinde  ctiam  manifcstum  cst,  omnes  valores  ipsius  a 
ita  ordinari  posse,  ut  sinl  minores  quam  2jV.  Si  enim  sil  \  Nm  2  jV  -\-  6  divisor,  tum  posito 
m — 1  loco  m,  divisor  erit  kNm —  (2N  —  6).  Erunt  ergo  valores  ipsius  a  numcri  impares  primi 
ad  N,  minores  quam  2/V,  horumque  numcrorum  omnium  imparium  et  priraorum  ad  N  et  minorum 
quam  2jV,  semissis  Untum  praeMnt  idoncos  valorcs  ipsius  u;  rcliqui  cthibcbunt  formulas,  iu  qui- 
bus  plane  nullus  conlinctur  divisor.  Pcrpetuo  scilicct  totidcm  habebuntur  formulae  divisorum,  quot 
sunt  contrariae,  solo  cxccpto  casu,  quo  Nz=z  i. 

Annntavio  I.*.  Quod  ad  nuinerum  valomm  ipsius  «  pro  formula  divisorum  \Nm±  a  attinet,  quo- 
niam  ob  signum  ambiguum  quaevis  formula  est  duplex,  bic  quoque  eadem  valebit  rcgula,  quam  supra 
annot.  6  dedi.  Sic  in  ultimo  Iheorematc,  quo  erat  N~  105  =  3.5.7,  nuincrus  valorum  ipsius  u  erit 
=2.V6=V8,  seu  cum  quaevis  formula  sit  gemioa,  numerus  formularum  fit  2\t  quot  etiam  exhibuimus. 


Digitized  by  Googl 


Oivisores  nwnerorum  formde  paa±qbb. 


10.  Sicut  autem  unitas  perpetuo  inter  valores  ipsius  u  reperitur,  ita 
numerus  quadratus,  qui  sit  primus  ad  hS,  valorem  idoueum  pro  a  suppedilabit.  Posito  enim  6 — 2 c, 
formula  aa  —  AT66  abil  ia  aa — t-.Vec,  seu  kXcc —  aa.,  ex  quo  patet  quemvis  numerum  quadratum 
aa ,  qui  sit  primus  ad  %N,  exhibere  vaJorem  idoneum  pro  o,  sumcndo  scilicct  residuo,  quod  in 
divisione  ipsius  aa  per  kN  reinanet.  Simili  modo  ponendo  6  —  2c -|-  I,  formula  AT66 —  aa  abit  in 
IN  {cc  c)  -j-  N  —  aa ,  unde  etiam  omnes  numeri  N  —  aa,  seu  aa  —  N,  qui  quidem  sint  primi  ad 
\N,  idoneos  valores  pro  o  praebebunt.  Deinde  quoque  notandum  est,  si  sint  x,  y,  z,  valores 
ipsius  a,  tum  quoque  y",  z{  itemque  onmia  producta,  quae  ex  numeris  x,  y,  z  eorumve  pote- 
stalibus  quibuscunque  resultant,  valores  ipsius  o  esse  exhibitura;  unde  cognito  imo  vel  aliquot 
valoribus  ipsius  o  faciU  ncgotio  omncs  rcpcriuntur. 

Quo  autcm  clarius  appareat,  cujusmodi  valores  Jittcra  o  pcrpctuo  sit  babitura, 

cjus,  quae  annot  9 


Erit  scilicet 

si  fuerit 

o  =  3 

N—  in-\-  1 

jV=:3n 

—  1 

«  =  5 

A'=5n 

«  =  5 

A  -  5« 

iil 

+  « 

u  —  1 

JV  =  7n 

+  2 

—  3 

—  1 

«  =  7 

N—7n  < 

—  2 

+  3 

.«=  1 1 


o=ll 


«  =  13 


13 


iV=  U/i 


tf  =  lln 


+  1 

—  2 

+  3 

-I-  * 

+  5 

—  1 

+  2 

—  3 

—  4 

—  5 


A  =  13  n 


ff=13« 


I*.  Ex  hac  igitur  tabwla  numcri  primi,  qui  idoncos  valores  pro  o  praebcant,  facilc 
dignosci,  simulquc  incpti  rejici  possunt.  Proposito  scilicet  numero  primo  p,  omnes  numeri  quadrati 
in  hujusmodi  formulis  pn-{-&  oomprelicndi  possunt,  quae  prodeunt  poncndo  pro  &  numeros  qua- 
dratos,  scu  rcsidua,  quae  ei  divisione  quadratorum  per  p  remanent.  Quarc  si  jV  fuerit  hujusmodi 
nnmcrus  pn-\-U,  tum  inter  iormas  diciMrum  kNmrtz  a  formulae  m  —  Nbb,  seu  A766  —  aa,  habe- 
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JV  non  contineatur  in  forma  />n  +  U,  tum 

divUor  ulliu*  numeri  hujus  formae  aa  —  JV66. 
19.  Si  fuerit  JV  numerus  impar  formae  Vn+-  I,  tum  expressionU  aa —  Nbb  divi- 
sorum  formae  kNm  ±a  ad  duplo  pauciores  reduci  possunt,  ita  ut  exhiberi  possint  hoc  modo: 
2JVm  ±  a.  Hoc  scilicet  casu,  si  fcJVm±a  fuerit  forma  divisorum,  tum  quoque  kNm  ±  (2JV—  a) 
erit  divisorum  forma;  sic  cum  casu  JV=13,  una  divisorum  formulae  aa —  1366  forma  esset 
52m  ±  3,  erit  quoque  52m  ±  23  forma  divisorum. 

,*mio<a<lo  ao.  Sin  autem  fuerit  JV  vcl  numerus  impariter  par,  vel  numerus  impar  formae 
kn — I,  tum  ista  formarum  dividentium  reductio  ad  duplo  pauciores  non  succedit.  Scilieet  si  hoc 
casu  formulae  aa  —  Nbb  fuerit  kNm  zt  «  divisorum  forma,  tum  *JVm±(2JV — «)  talis  non  erit, 
hoc  est:  nullus  numerus  in  forma  2(2m  ±  l)JV±  «  contentus  erit  divisor  ullius 
aa  —  Nbb.    Posito  ergo  «  =  «,  crit  (2|2m±  i)  N ttjuznaa  —  Nbb.  Undc 

Comeetarlum.  IVullus  numcrus  in  hac  forma  2a6c  ±  c  +  6  contcntus  unquam  potest  esse 
quadratus,  si  quidem  fuerit  a  numerus  impar,  et  6  numerus  seu  impariter  par,  seu  impar  hujus 
formae  k  n  —  I . 

Scholiou  ».  Ilujusmodi  formulae  magis  speciales,  quae  nunquam  quadrata  Geri  queant,  innu- 
merabiles  superioribus  dcduci  possunt.  Considcrcmus  enim  priorum  formam  aa  +  JV66,  sitque 
kNm  +  A  cjusmodi  formula,  ut  nullus  numerus  in  ea  contentus  possit  esse  divisor  formae  aa  +  Nbb. 
Erit  ergo  aa  +  Nbbziz(kNm-{- A)  u,  denotante  hoc  signo  zxz  aequationem  tmpossibilem,  ex  quo 
oritur  aazn\  Nmu  +  Au  —  Nbb.  Sit  6  =  Ac ,  Get  aa  zrz  k  Nma  +  Au  —  NAAce.  Ponatur  porro 
m  =  NAcc  +  d,  eritquc  aazrzk  NNAmcc  +  k  Nmd  +  Ad.    Sit  d  —  kNNn,  erit 

aa  zsz  16A"*mn  +  kNNAmcc  +  kNNAn. 
Dividatur  haec  formula  pcr  quadratum  kNN  ac  ponatur  c~i,  eritque  kNmn-\-Am  +  An  formula, 
quae  nunquam  potcril  esse  quadratum ,  si  quidem  forma  aa  +  JV66  non  possit  dividi  per  ullum  nu- 
in  hac  formula  VJVm  +  A  contcntum.  Ex  superioribus  ergo  theorematibus  colligimus 


a  sequcnti 

ontineatur,  Geri  posse  quadr 

Vmn  — 

(m  +  n) 

kmn  +   3  (m  +  n) 

8mn  — 

(m  +  n) 

8mn  +  7  (m  +  n) 

8mn  — 

3  (m  +  n) 

8mn  +  5  (m  +  n) 

12mn  — 

(m  -4-  n) 

12mn  +  11  (m  +  n) 

12mn  — 

7  (m  +  n) 

12mn  +  5  (m  +  n) 

20mn  — 

(*  +«) 

20mn  +  19  (m  +  n) 

20mn  — 

3  (m  +  n) 

20mn  +  17  (m  +  n) 

20m«  — 

7(m+n) 

20  mn  +13  (m+n) 

20mn  — 

9(m+n) 

20mn  +  11  (m+  n) 

2Vmn  - 

(«  +  ») 

2Vmn  +  23  (m  +  n) 

2Vmn  — 

5  (m  +  n) 

2Vmn  +  19  (m  +  n) 

2Vmn  — 

7  (m  +  n) 

2Vmn  +  17  (m  +  n) 

2kmn  — 

11  (m  +  n) 

2Vmn+13(m  +  n) 
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£ts  mn  — 

(M  -4- n; 

xomn  -+•  £t  \m  -f-  nj 

28m/i  — 

9  (m  f  /i) 

28Mn  -f  19  m-f  n) 

28/»«  — 

II  (m  -t-  n} 

28mn  f  17  (//!+- n) 

28  mn  — 

1 5  (  m  -4-  n) 

28  mn  -f  13  (m  -f  n) 

28  mn  — 

23  (m  -f  n; 

28Mn  f-  5  (m  f  n) 

28  mn  — 

25  (m  -f  n) 

28mn+  3  (m  f  n) 

ctc. 

autera  est  in  formulis  alterius  columnae  numeros  m  et  n  respectu  coefGcientis  ipsius 
esse  oportere.  Ilanc  restrictioncm  requirit  ea  conditio,  quam  initio  slabilivimus ,  ul 
in  fonnn  aa  A'66  numeri  a  et  6  sint  inter  se  numeri  primi:  nisi  enim  baec  conditio  observetur, 
quilibet  numertis  possct  esse  divisor  istius  formac.  Cctcrom  hac  condilionc  observata  ei  praecedcn- 
tibus  perspicuum  est,  si  VATnn —  A  (m  f  n)  quadratum  esse  nequeat,  tum  quoque  hanc  latius 
patenlem  VAmn —  .li,m  -4-n;  z.  VAp(m-f  n)  quadratum  esse  non  posse. 

Hcholion  3.  Contemplemur  jam  expressionem  au  —  A'66,  cujus  nullus  divisor  conlineatur  in 
formula  hac  VAm  ±  /.  Krit  ergo  aa  —  ,V66  V.Vma  ±  Au,  seu  <t*  a=  V Amu  -f  AX/  2:  ^u.  Ponatur 
AV#±«  =  d,  seu  u-r^-W,  eritquc  «tax  ±  VAmd  ^  V.YAV/m  -f  ^d;  sil  d  =  -  V.V.Yn, 
Betque  IG.V^mn  r:  VAAV/m  ±  VA  A//nnz«a,  unde  patet  nulluin  numerum  contentum  in  hac  formuU 
VYmn±  A  m  —  n)  quadratum  esse  posse.  Neque  ergo  etiam  ullus  numerus  in  hac  expressione 
VAmn±^(M —  n)±VAp(m —  n,  contentus  quadratum  esse  poterit,  si  modo  conditio  ante  me- 
morata  observetur,  ut  a  el  6  sint  numeri  inter  se  primi.  llinc  itaque  ex  theorematibus  postcrioribus 
deducunlur  sequentes  formulae ,  quae  nunquam  numeros  quadratos  praebere  possunt : 

8*wi   3  vw  —  m  8mn  ±    5(m  —  n) 

12mn±   5(m  — n)  12mn  ±   7(m  — n) 

20mn±   3(m  —  n)  20 mn  ±  17  (m  — n) 

20mn  ir   7(m  — n)  20mn  ±  13  (m  —  n) 

2Vmn  ±   7(m  — n)  2Vmn±17(m  —  n) 

2Vmn  ±  II  fm  — n)  2Vmn±  13  (m  —  n) 

28mn  ±   5  (m  —  n)  28mn  ±  23  (m  —  n) 

28mn±ll(m —  n)  28mn±l7(m  —  nj 

28mn  ±  13  (m  —  n)  28mn  ±  1 5  (m  —  ni 

etc. 

i  facile  patebit  ambos  numeros  m  et  n  respectu  coefficientis  ipsius  (m  —  n)  primos 
debere:  alioquin  enim,  si  verbi  gratia  in  formula  12mn±5(m  — n)  poncrctur  m  —  5p  et 
n  =  5g,  prodiret  l2.25pg  ±  25  (p  —  g),  neque  adeo  haec  formula  I2pg  ±  (p  —  q,  quadralum  esse 
posset,  quod  tamen  est  falsum. 


t.  E«l«r.< 


Digitized  by  Google 


50 


L.  EILERI  OPERA  ARITHMETICA.  1748. 


VII 

Theoremata  eirea  drtlsorcs  nnmerorniii. 

(N.  Comine«U.  I.  1747  -48.  ja.  50.  Eil..b.  1748  Oci.  17.) 

Quovis  tempore  summi  geometrae  agnoverant  in  natura  numcroram  plurimas  praeclarissimas 
proprictates  csse  absconditas,  quarum  cognitio  (incs  mathcseos  non  mcdiocriter  csset  amplificatura. 
Primo  quidem  intuitu  doctrina  numcroram  ad  arithmeticae  elcmcnta  referenda  Tidctur,  atque  vix 
quicquam  iu  ea  inesse  putatur,  qnod  ullam  sagacitatem  aut  vim  analyseos  rcquirat.  Qui  autcm  dili- 
gcntius  in  hoc  gencre  sunt  versati,  non  solum  veritates  demonstratu  difficillimas  dctcxerunt,  sed 
etiam  cjusmodi,  quarum  ccrtitudo  pcrci|>iatur,  ctiamsi  deinonstrari  nequeat.  Plurima  bujusmodi  theo- 
remata  sunt  prolata  ab  insigni  geometra  Fermatio,  quorum  veritas,  quamvis  demoostratio  lateat, 
non  minus  evicta  videtur.  Atque  boc  imprimis  omnem  attentionem  merctur,  in  matbesi  adeo  pura 
ejusmodi  dari  verilates,  quos  uobis  coguosccre  liceat,  cum  tamen  eas  demonstrare  non  valeamus; 
atquc  hoc  adeo  in  arithmctica  usu  venit,  quac  Umen  prae  reliquis  matbeseos  partibus  maxime  pcr- 
tractata  ac  perspecta  baberi  solct:  neque  facile  affirmare  ausim,  an  similes  vcritates  in  reliquis 
partibus  reperiantur.  In  geomelria  certe  nulla  occurrit  propositio,  cujus  vel  veritas  vel  falsiUs 
firmissimis  rationibus  evinci  nequcat.  Cum  igitur  quaevis  veritas  co  magis  abstrusa  ccnseatur,  quo 
minus  ad  ejus  dcmonstrationem  aditus  patcat,  in  arithmetica  certc,  ubi  natura  numcrorum  pcrpen- 
dilur,  omnium  abstrusissimas  contineri  ncgarc  non  potcrimus.  Non  desunt  quidem  inter  summos 
mathematicos  viri,  qui  hujusmodi  vcritatcs  prorsus  slcrilcs,  ideoquc  non  dignas  indicant,  in  quarum 
investigationc  ulla  opcra  collocetur;  at  practerquam  quod  cognitio  omnis  vcritatis  per  se  sit  eiccllciu, 
ctiamsi  ab  usu  populari  abhorrcre  vidcatur,  omncs  vcritales,  quns  nobis  cognosccrc  Iicet,  tanto|M>re 
intcr  sc  conncxae  dcprebcnduntur,  ut  nulla  sinc  tcmeritale  tanquam  prorsus  inulilis  rcpudiari  |M>ssit. 
Rcinde  ctsi  quacpiam  propositio  ita  comparata  vidcatur,  ut  sive  vcra  sit  sivc  falsa,  nibil  inde  ad 
nostram  utilitatcm  rcdundet,  lamcn  ipsa  mclhodus,  qua  ejus  veritas  vcl  falsitas  cvincitur,  plerumque 
nobis  viam  ad  alias  utiliorcs  vcriUtcs  cogiioscendas  pntefaccre  solct.  Ilanc  ob  rcm  non  iuutiliter 
mc  opcram  ac  sludiiim  in  indagationc  dcmonstrationum  quarandam  propositionum  impcndisse  conGdo, 
quibus  insignes  circa  divisorcs  numcrorum  proprictates  contincntur.  INeque  vcro  haec  de  divisoribus 
doclrina  omui  carct  usu,  sed  nonnunquam  in  analysi  non  contemncndam  praestat  utilitatcm.  Imprimis 
vero  non  dubito,  quin  metbodus  ratiocinandi,  qua  sum  usus,  in  aliis  gravioribus  investigationibus 
aliquando  non  parum  subsidii  afferrc  possit.  Propositiones  autem,  quas  hic  demonstratas  exhibeo, 
respiciunt  divisorcs  numeroruin  in  bac  formula  a"  ±  6"  contcntorum,  qunnim  nonnullae  jam  ab 
antc  memorato  Fermatio,  scd  s^nc  dcmonstratione,  sunt  publicatae.  Quoniam  igitur  hic  perpctuo 
dc  numcris  integris  sermo  instituetur,  omncs  alphabeti  litterae  bic  conslanter  numeros  intcgros 
indicabunt. 
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1.  ThHwoM  I.  Si  p  fucrit  numerus  primus,  omnis  numerus  contentus  in  hac 
forma  (a  +  6)'*- a>  —  b>'  divisibilis  erit  per  p. 

Demoastratio.   Si  binomium  (a  -f  bf  modo  consueto  evolvatur,  erit 

-j-  bf  -  «"  +  /'-  «/- '  b  +  ''-<£=->  ✓  -  b*  aP  >0*  ^  .  .  .  . 

- 

qua  expressione  substituta,  binisque  terminis,  qui  easdem  babent  uncias,  conjunctis,  erit 
(,     bf—  a>>—  V  -  £  ab         -+-  _/-»}  +  -<£=_>  oH»  (a'—  +  6^ "  *) 

Ilic  primo  nolandum  esl  omnes  uncias,  quamquam  sub  forma  fractiooum  apparcnt,  nihilominus  esse 
numeros  intcgros,  cum  exhibeant,  uti  constat,  numeros  figuratos.  Quaelibet  crgo  uncia  cum  facto- 
rem  liabeat  p,  divi$ibilis  eril  per  p,  uisi  is  alicubi  pcr  factorem  denominatoris  vcl  prorsus  tollatur, 
vel  dividatur.  At  ubique  omnes  factores  denominatorum  minores  sunt  quam  p,  quia  adeo  non  ultra 
{p  crcscunt,  ideoquc  factor  nurocratorum  p  nusquam  per  divisionem  tollitur.  Deinde  ciun  p  sit 
per  hvpoth.  numerus  primus,  is  ousquam  per  divisionem  minuetur.    Quocirea  singulae 

1  '       1.2     '  1.4.3         '  "C- 

hincque  tota  cxpressio  (o     bf  —  a1'  —  6''  pcrpctuo  pcr  numerum  p,  siquidem  fuerit 
erit  divisibilis.    Q.  E.  D. 

2.  CoroH.  &.  Si  ergo  ponatur  a  _=  1  et  b  =  1 ,  erit  2T  —  2  semper  divisibilis  per  p,  si 
quidcm  fuerit  p  nuroerus  primus.  Cum  igitur  sit  — 2  =  2  (_*"»  —  1),  alterum  horum  factorum 
per  p  divisibilem  esse  oportct.  At  nisi  sit  p  ~  2,  prior  factor  2  pcr  p  non  est  divisibilis.  undc 
sequitur  formam  2P— '  —  1  pcrpctuo  pcr  p  cssc  divisibilem,  si  p  fucrit  numerus  primus  practer 
binarium. 

3.  CoroIL  9«  Ponendis  ergo  pro  p  successive  numeris  prinus,  erit  2* —  1  divisibile  pcr  3; 
2*  —  1  per  5;  2*  —  1  per  7;  2'° —  1  per  II  etc.  quod  in  minoribus  numcris  per  se  (it  perspicuum, 
in  maximis  autem  aequc  crit  ccrtum.  Sic  cum  6U  sit  numerus  primus,  iste  numerus  2**" —  1 
necessario  per  6M  erit  divbibilis.  Seu  si  potcstas  2"°  per  6U  dividatur,  post  divisionem  supererit 
residuum  =  I. 

k.  Theorema  *.  Si  utraque  harum  formularum  af—a  et  bf—  6  fuerit  divisibilis 
per  numeruro  primum  p,  tum  quoque  ista  formula  (a  +  6)''— a  — 6  divisibilis  erit  per 
eundem  numerum  primum  p. 

Demo-Airailo.    Cum  per  $  I   («  +  6)''—  af—  bf  sit  divisibilis  per  numerum  p,  si  fuerit 
primus,  atque  hic  formulae  af—a  et  bp—  b  per  p  divisibiles  assumantur,  erit  quoquc  summa  ista- 
trium  formularum  nempe  (a  +  b  f—  a  —  6  per  p,  si  fuerit  numcrus  primus,  divisibilis.  Q.  E.  D. 
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5.  CorolL  l.  Si  ponatur  6=1,  cum  1'  —  I  =  0  sit  tlivisibUe  per  p;  sequitur,  si  formula 
a?' — a  fuorit  divisibilis  per  p,  tum  quoquc  formulam  (*-}-■      —  a  —  *  fon1  per  />  divisibilem. 

6.  CorolL  9*  Cum  igitur  assumta  formula  «'' —  u  per  p  divisibili,  sit  quoque  formula 
{a-\-\  f  —  a  —  1  pcr  p  divisibilis:  simili  modo  iu  radem  hypothcsi  erit  haec  quoquc  fornmla 
(a -\~  2)p — a  —  2,  hincque  porro  haec  ia  3f  —  a  —  3,  etc.  atquc  goiicralitcr  haec  cp — c  divi- 
sibilis  per  p. 

7.  Theorema  3.  Si  p  fuerit  numerus  primus,  omnis  numerus  hujus  formae  c*' — c 
per  p  erit  divisibilis. 

Demomtrado.  Si  in  §  6  ponatur  a  =  l,  cum  sit  a''—  a  =  0  pcr  p  divisibilis,  sequitur 
has  quoque  formulas  2T—2;  3p—3;  V—h;  ctc.  et  gcncratim  hanc  t?'—c  fore  pcr  numerum 
primum  p  divisibilcm.    Q.  K  l). 

8.  CoroD.  1.  Quicunquc  ergo  numerus  integer  pro  c  assumatur,  denotantc  p  numerum  pri- 
mum ,  omnes  numeri  in  bac  forma  cp  —  c  conleuti  erunt  divisibilcs  pcr  p. 

9.  Coroll.  9.  Cum  autem  sit  &' — c—zc{<f~ 1 — 1),  vel  ipsc  numcrus  c  vcl  c7'- 1 — I  di- 
visibilis  erit  per  p,  utrumque  autcm  simul  per  p  divisibilem  csse  non  posse  manifcstum  esl,  Quarc 
si  numcrus  c  uon  fuerit  divisibilis  per  p,  hacc  forma  c/,~'  —  1  certe  per  p  erit  divisibilis. 

10.  CoroD.  8.  Si  ergo  p  fuerit  numerus  primus ,  omnes  numeri  in  liac  forma  contenti 
a'" ~ 1  —  1  erunt  divisibilcs  pcr  p,  cxceptis  iis  casibus,  quibus  ipse  numerus  a  per  p  cst  divisibilis. 

11.  Theorema  4.  Si  neuter  numcrorum  a  ct  6  divisibilis  fucrit  per  numerum  p, 
tum  omnis  numerus  bujus  formae  ap~ 1  —  bp~ 1  erit  divisibilis  pcr  p. 

Demoootratio.  Cum  nequc  a  neque  6  sit  divisibilis  per  p,  atquc  p  dcnotet  numcrum  pri- 
mum,  tam  bacc  forma  ap~ 1 — 1,  quam  haec  bp~ 1 — 1  crit  divisibilis  per  p.  Ilinc  ergo  quoque 
differentia  istarum  formularum  aT-'  —  W~x  erit  divisibilis  per  p.    Q.  E.  D. 

12.  CoroU.  I.  Cum  omnis  numcrus  primus  praetcr  binarium,  cujus  ratio  dividcndi  per  sc  cst 
manifcsta  sit  impar,  ponatur  2m  -f  1  pro  p,  atque  pcrspicuum  crit,  omnes  numcros  in  liac  forma 
atm—bvu  contentos  esse  divisibiles  per  p—2m-\-  1,  siquidem  ncquc  a  neque  b  scorsim  fucrit  per 
2m  +  I  divisibilis. 

13.  CorolL  9.  Quia  6  non  cst  divisibilis  pcr  2m -|-  1,  ctiam  b1"'  ct  26*'"  non  divisibilo  erit 
per  2m-f-  I.  Quarc  si  26*"*  addatur  ad  formulam  av" — 6lm,  quae  cst  divisibilis  pcr  2m  -+•  1,  pro- 
dibit  formula  a*"'-|-  6*™,  quae  per  2m-\-  1  non  erit  divisibilis,  nisi  ulerque  numerus  a  et  6  seorsim 
per  2m  +  1  sit  djvisibilis. 

IV.  CoroIL  9.  Quoniam  ob  2m  numerum  parem  formula  alm  —  65"'  factores  babel 

(a'"-b'")ia'"-^bm), 

ncccssc  est  ut  horum  factorum  alter  sit  divisibilis  pcr  2m  +  1 ;  ambo  autera  simul  per  numerum 
2m  -f-  1  divisibiles  esse  nequeunt.  Quare  si  2m  4-  I  fucrit  numerus  primus,  et  ncque  a  neque  6 
divisibilc  sit  per  2m -4-  1,  tum  vel  am — 6'",  vcl  am4-  6m  erit  divisibilc  pcr  2m -|-  1. 

13.  CoroU.  4.  Si  m  sit  uumerus  par,  puta  —2n,  atque  a'" — 6'"  seu  a1"  —  6ln  divisibilis 
per  2m  -f-  1  \n  4-  I ,  tum  ob  eandem  rationcm  vel  a" — b",  vel  a"-f  6"  divisibilc  crit  per  nu- 
merum  primum  kn-\  1. 
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16.  TlN-or«>wia  *.  Summa  duorum  quadratorum  ««4-66  pcr  nullum  numcrum 
priraum  liujus  formae  Vn — I  unquam  dividi  potest,  uisi  utriusquc  radix  seorsim  «  et 
6  sit  divisibilis  pcr  Vn —  I. 

Demoiuitratlo.  Si  kn —  1  fucrit  numerus  primus,  neque  a  et  6  per  Ulum  sint  divisibiles, 
tum  a*"~  *—  6'""1  erit  divisibile  per  Vn — I  (v.  §  11  ),  hincquc  isla  formula  a*n~  6*"  ~x  non 
erit  divisibilis  per  V/i — I,  neque  propterea  uilus  ejus  factor.  At  cum  Vn —  2~2(2n —  1)  sit 
numerus  impariter  par,  formula  a%"~ *4-  b'"~*  faclorcm  habct  aa  f  bb,  quare  fieri  ncquit,  ut  Ute 
factor  aa~\-bb,  hoc  cst  ulla  duorum  quadratorum  summa  sit  divisibilis  per  Vn  —  1.    Q.  E.  D. 

17.  Coroll.  I.  Cum  omnes  numeri  primi  vel  ad  lianc  formam  Vn-4-  1,  vel  ad  hanc  kn  —  1 
revoccntur,  si  Vn— I  non  fucrit  numcrus  primus,  divisorcm  habcbit  formae  Vn— 1;  namque  ex  meris 

duorum  quadratorum  pcr  nullum  numerum  primum  formae  Vn —  1  dividi  possit,  per  nullum  quoque 
numcmm  cjusdem  formae  kn —  1,  ctiamsi  non  sit  primus,  dividi  poterit. 

18.  CorolL  9.  Summa  ergo  duorum  quadratorum  <m-4-66  per  nullum  numerum  hujus  seriei: 

3,  7,  11,  15,  19,  23,  27,  31,  33,  etc. 
est  divisibilis.    Omnes  ergo  numeri  primi  praeter  binarium,  qui  unquam  divisores  esse  possunt  sum- 
mae  duorum  quadratorum ,  contiaentur  in  hac  forma  kn  -f-  1 ;  siquidcm  numeri  a  et  6  inler  se 
communcm  divisorcm  n<in  habeant. 

19.  CoroU.  3.  Cum  omnis  numcrus  sit  vel  primus,  vel  productum  ex  primis,  summa  duorum 
quadratorum  nullum  numcrum  primum  pro  divisore  habebit,  nisi  qui  continentur  in  hac  forma  Vn-f-  1. 
Divisores  crgo  primi  summac  duorum  quadralorum  contiuebuntur  iu  hac  seric: 

2,  5,  13,  17,  29,  37,  VI,  53,  61,  73,  89,  »7,  elc. 

20.  Srhollon.  Quod  numerus  hujus  formae  kn — 1  nunquam  possit  csse  summa  duorum  qua- 
dratorum,  facile  intelligitur.  IVumeri  cnim  quadrati  vcl  sunl  parcs  vel  impares,  illl  in  liac  forma 
Va,  hi  vero  in  hac  V6  -f-  1  continentur.  Quare  ut  summa  duorum  quadratoruin  sit  numerus  impar, 
alterum  par  alterum  impar  cssc  oportet;   hinc  oritur  forma  Va-^  V6-|-  I,   scu  Vn-fl,  idcoque 

duorum  quadratorum  nc  divisorem  quidem  formae  Vn—  1  admittat,  ab  omnibus  scriptorihus  me- 
thodi  Diophantcac  scmpcr  cst  aflirmatum:  ncmo  autem  unquam,  quantum  mihi  const.it,  id  dcmon- 
stravit,  cxcepto  Fcrmatio,  qui  autein  suam  dcmonstrationcm  muiquam  publicavit,  ita  ut  mihi  qui- 
dcm  videar  primus  hanc  veritatem  publice  demonstrasse :  nulluiu  numcrum  vcl  hujus  formac  Vn —  I, 
vcl  per  numcrum  cjusdcm  formac  divisibilem  unquain  essc  posse  summam  duorum  quadntorum. 
llinc  crgo  sequiUir  omncm  sumtnam  duorum  quadratorum  inler  se  primorum  vcl  csse  numcrum  pri- 
mum,  vel  hinario  excepto  alios  divisorcs  non  babere  nisi  qui  in  forma  Vn^-I  contincantur. 

21.  Theorcina  6.  Omncs  divisoros  summae  duorum  biquadratorum  inter  sc  pri- 
morum  sunl  vcl  M,  vcl  numcri  hujus  formae  8n-|-l. 

Deinon»tratio.  Sint  a*  et  6*  duo  biquadrata  inter  sc  priroa,  crit  vel  ulrumquc  impar,  vcl 
alterum  par  et  alterum  impar;  priori  casu  summae  «*  -j-  6*  divisor  erit  2;  utroqttc  vero  casu  divi- 
sorcs  impares,  si  qui  fuerinl,  in  hac  forma  kn  -(-  I  contiuebuutur.    Cutn  cnim  biquadrata  simul 
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«int  quadrata,  nullus  divisor  fonnae  kn  —  i  locum  iovenit  (16).  At  numeri  %n-f-l  vel  ad  hanc 
formam  8n-f  1,  vel  ad  hanc  8n— 3  revocantur.  Dico  autem  nullum  numerum  formae  8n— 3 
esse  possc  divisorem  suminac  duorum  liiquadratorum.  Ad  hoc  demonstrandum  sit  primo  8 1»  —  3 
numerus  primus,  atquc  per  cum  divisibilis  erit  haec  forma  atn~ * — 6,n— *,  unde  haec  forma 
«  _j_  _,«"— *  pPr  numerum  8n' — 3  prorsus  non  erit  divisibitis,  nisi  uterque  numerus  a  el  6 
seorsim  dtvisioncm  admittat,  qui  casus  autem  assumtione,  quod  ambo  numeri  a  et  6  sint  ioter  se 
primi,  excluditur.  Cum  igitur  forma  «■"—  +  6""-« =  «♦<*'"'>  -f  61--— '»  dividi  nequeat  per 
8«  —  3,  nullus  quoque  ejus  factor  per  8n  — 3  dividi  poterit.  At  ob  2« — I  numerum  imparem, 
illius  formae  factor  crit  o4  -f  64 ,  qui  crgo  iwr  nullum  nuinerum  primum  formae  8n  —  3  dividi 
potest.  Hinc  omnes  numeri  primi  praeler  binarium,  qui  unquam  formam  o*-^-64  divident,  erunt 
hujusmodi  8n  f  I.  E\  multi|ilicatione  autem  duorum  plurinmve  talium  divisorum  nunquam  nume- 
nis  formae  8n  —  3  oritur:  ex  quo  scquitur  nullum  prorsus  numerum  hujus  formae  8n  —  3,  sive  sit 
primus  sive  composilus,  summam  duoruin  hiquaiiratorum  inter  se  primorum  dividere.  Q.  E.  D. 

22.  Coroll.  1.  Cum  omncs  numeri  irnparos.  in  utia  liarum  tjuatuor  formarum  contincantur: 
8n±  1  et  8n±3,  praeter  numeros  in  forma  priina  8n  f  I  coutentos  nullus  alius  poterit  essc 
divisor  summae  duorum  biquadratorum. 

23.  CorolL  3*  Omnes  ergo  divisores  primi  suinmae  duorum  biquadratorum  inter  se  primorum 
erunt  vel  2,  vel  in  bac  serie  contenli:  17,  'i  1 ,  73,  89,  97,  113,  137,  193,  ctc.  quae  com- 
plectitur  omnes  numiTos  primos  formue  8n-\-  l. 

2\.  Coroll.  3.  Si  quis  ergo  numcrus,  puta  N,  fucril  summa  duorum  biquadratorum,  tum  is 
vel  erit  primus,  vel  alios  non  habcbit  divisores,  nisi  qui  in  forma  8n  -j-  1  contineantur;  unde 
investigatio  divisorum  mirum  iu  modum  contrahitur. 

25.  Coroll.  4.  Nullus  igitur  numerus,  qui  divisorem  habet  non  in  forma  8n-f-  1  contentum, 
crit  summa  duorum  biquadratorum ,  nisi  forte  habeat  quatuor  divisores  aequales,  qui  autem  tn  con- 
8idcratione  biquadratorum  rcjici  solent. 

26.  Throrvina  7.  Omncs  divisores  hujusmodi  numerorum  a'  -f  6'  si  quidem  o  et 
6  sunt  numeri  intcr  se  primi,  sunt  vel  2,  vel  in  hac  forma  16/i-f  1  continentur. 

Dcmouwtratio.  Quia  a*  et  6*  simul  sunt  biquadrata,  corum  summa  a*  -f-  6"  alios  non 
admittel  divisores,  nisi  qui  in  forma  8n  -f  1  contineantur.  At  nuineri  in  bac  forma  8n  -f  1  con- 
tenti  sunt  vel  I6n  -f  1,  vel  I6n  —  7.  Sit  16n  —  7  numerus  primus,  ac  pcr  eum  dividi  non 
iwterit  forma  ,'""'f  i11"-'  fi 3),  seu  o"<ln_  "  -f  6"t*',-,,,  ncque  proptcrca  ullus  ejus  factor. 
Verum  ob  2n — 1  numerum  imparcm,  baec  forma  divisorcm  habet  a*-J-6*,  quae  ergo  per  nullum 
numerum  primum  16n  —  7  crit  divisibilis,  ac  propterea  alios  divisorcs  primos  habcrc  ncquit,  uisi 
qui  in  forma  16«+ 1  contineantur.  E\  multiplicatione  aulem  duorum  pluriumvc  bujusmodi  nume- 
rurum  16n-f  I,  perpetuo  productum  ejusdem  formae  nascitur,  nequc  unquam  numerus  formae 
16n  —  7  resultarc  potest.  Uude  cuni  nullus  numerus  formae  16n  —  7  divisor  ipsius  a"  -\-  6" 
existere  possit,  necesse  est,  ut  omnes  bujus  formae  a'4-6"  divisores,  si  quos  habet,  sive  sint  primi 
sive  composili,  perpetuo  in  hac  formula  16n  -f  1  continenntur.    Q.  E.  D. 
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27.  CoroU.  I.  Nullus  igitur  munerus,  qui  in  hac  forma  16»  -4-1  non  includitw,  unquam 
esse  potest  divisor  summae  duarum  potestalum  octavi  gradus  inler  se  primarum. 

28.  Coroll.  8.  Si  quis  crgo  vohierit  numcri  cujuspiam  hujus  formae  a*-\-b*  divisores  in- 
vestigarc,  is  divisioncm  per  nullos  alios  numeros  primos  nisi  in  hac  forma  16» -fl  contentos, 
tentet,  cum  demonslratum  sit  omnes  reliquos  numeros  primos  hujns  formac  divisores  esse  non  posse. 

21).  Theorema  S.  Summa  duarum  hujusmodi  potestalum  a**"-p  £»*"",  quarum 
exponeas  est  dignilas  binarii,  alios  divisores  non  admittit,  nisi  qui  contiueantur  in 
hac  forma  2""  ln-t-  1. 

Deinoiislratio.  Qucmadmodum  dcmonstravimus  omnes  divisores  formae  a*-f- 6*  m  ^130  forma 
*n  T  1  contineri,  hincque  ulterius  divisores  omnes  formae  a*  -f  //  in  8n  -f  1 ,  ct  formac  a*  -f  6* 
in  16/1—1  contineri  evicimus;  ita  simili  modo  ostendi  potest  formam  «'*-f  6'*  nullos  alios  divi- 
sores  admittere  nisi  in  formula  32»  f  1  contentos.  Dehinc  porro  intclligemus  formas  «**  -f  6**, 
«**-)- 6'*  elc.  alios  divisorcs  haberc  non  possc  nisi  qui  in  fonnulis  6Vn-»-  1,  128»  -f-  1  elc.  inclu- 
danttur.  Sicque  in  genere  patebit  formac  a1'"  -f  6*"'  alios  non  dari  divisores,  nisi  qui  in  formula 
2*"  + '« -4-  I  contineantur.    Q.  E.  D. 

30.  Coroll.  I.  Nullus  ergo  numerus  primus,  qui  in  hac  forma  2*"*'n  f  I  non  includitur, 
unquam  esse  polest  divisor  ullius  nuineri  in  hac  forma  a*"4-6*"'  contcnti. 

31.  Coroll.  3.  Divisores  ergo  hujusmodi  numcri  a*"'  f  b*'"  inquisiturus  inuliliter  operam 
suam  consumcret,  si  aliis  numeris  primis  praeter  eos,  quos  forma  2",J~'n-j-  1  suppcditat,  divisionem 
teutare  vellet. 

32.  Sebolion  L  Fcrmalius  aflirmaverat ,  eliamsi  id  sc  dcmonstrare  non  possc  ingenue  esset 
confessus,  omnes  numeros  ex  hac  forma  2*"'  -f  1  ortos  esse  primos;  hincque  problema  alias  difC- 
cillimum,  quo  quaerebalur  numerus  primus  dalo  numero  major,  resolvere  est  conatus.  Ex  ultiino 
tiieoremale  aulem  |KTspicuum  est ,  nisi  numerus  2*'"  -f  1  sit  primus,  eum  alios  divisorcs  haberc 
non  posse  praeler  lalcs,  qui  in  forma  2'"  '  '  «-hl  contineantur.  Cuin  igitnr  veritatem  hujus  cffati 
Fermatiaoi  pro  casu  2**-t-l  cxaminare  voluisscm,  ingens  hinc  compendium  sum  nactus,  dum 
divisionem  aliis  numeris  primis,  praeler  cos,  quos  formula  G% «  — f—  I  suppedilat,  tcntare  nou  opus 
hahi>ham.  IIuc  igilur  inquisitionc  reducta  mox  deprehcndi  poncmlo  n  ~  10  numcrum  primum  6\1 
esse  divisorem  numeri  2**  4-  1 ,  undc  problema  memoratum ,  quo  numerus  primus  dato  numcro  major 
requiritur,  etiamnum  manet  insolutmn. 

33.  SehoUon  *.  Summa  duamm  potestatuin  cjusdcm  gradus,  uti  «"'  -t-6"',  scmper  habet 
divisores  algebraicc  nssignabiles,  nisi  m  sit  dignilas  binarii.  Nam  si  m  sit  numcrus  im|>ar,  lum 
«"•-j-o"»  semper  divisorem  hahet  ff  -+-  6,  atque  si  p  fuerit  divisor  ipsius  m,  lum  quoque  af-^-W 
formam  a"  -J-  b'"  divulet.  Sin  autem  m  sit  numcrus  par,  in  hac  formula  2"/>  continehitur,  ita  ut 
p  sit  numerus  impar,  hocqnc  casu  ax"  -4-  6*"  divisor  crit  formae  «"'  -f  bm ,  existente  m  —  2"p. 
Atque  si  p  habcat  divisorem  7,  tum  cliam  a*" q -\- b*" q  erit  divisor  fnrmae  am-\-bm.  Quocirca 

-f-  bm  numerus  primus  esse  uequit,  uisi  m  sit  dignitas  binarii.  Iloc  igitur  casu,  si  aa'-\-bm 
non  fuerit  nuroerus  primus,  alios  divisores  habere  nequit,  nisi  qui  formula  2m»-t~l  contioeantur. 
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Contra  autem,  si  differentia  duarum  potestatum  cjusdem  gradus  propooatur  am — 6"',  ea  semper 
divisorem  liabet  a —  b;  praeterea  vero  si  exponens  m  divisorem  habeat  p,  erit  quoque  <r" — bf 
divisor  formae  am  —  b'".  llinc  si  m  sit  numerus  priinus,  forma  am — 6'"  practer  «  —  6  alium  divi- 
sorem  algebraice  assignabilem  non  babebit ;  quare  si  am  —  b'"  fuerit  numerus  primus ,  necesse  cst 
ut  m  sit  numerus  primus  ct  a — 6=  1  Interim  tamen  ne  bis  quidem  casibus  forma  «"' — bm  semper 
est  numerus  primus;  sed  quoties  2m  ■+•  1  cst  numcrus  primus,  pcr  eum  erit  divisibiiis.  Praeterea 
vero  etiam  aJios  divisores  babere  potest,  quos  bic  sum  investigaturus. 

3V.  Tbeorema  9.  Si  differentia  potestatum  a"'  —  bm  fuerit  divisibilis  per  nume- 
rum  primum  '2n-\-t,  atque  p  sit  maximus  communis  divisor  numerorum  m  et  2n, 
tum  quoquc  a?  —  bf'  crit  divisibilis  per  2n  -\-  i. 

Deinonntratio.  Quia  2n  ^  1  cst  numcrus  primus,  erit  aln  —  fc,B  divisibilis  per  2n-M:  et 
cum  per  hjpothesin  a"' — bm  sit  quoquc  divisibilis  pcr  2n  1 ,  sit  2n=zam  -\-  q,  seu  q  sit  resi- 
duum  in  divisione  ipsius  2n  per  m  rcmnncns;  ct  cum  a"m — b"m  sit  quoque  per  2n-\-  i  divisibilis, 
multiplicctur  haec  forrna  pcr  d1,  erit  a'""*v  —  d'b""  per  2n  4-  I  divisibilis;  at  posito  um  -f-  q  pro 
2n,  est  quoque  «"m  +  V — ©*""-»- v  pCr  2n-\-  I  divisibilis:  a  qua  formula  si  prior  subtrahatur,  resi- 
duum  avbn"' —  hrm  *  —  b'""  (av — bi)  quoque  per  2n4,-|  crit  divisibilc.  Hinc  cum  b  pcr  hypothesin 
divisorem  2n  +  1  non  habeat,  nccesse  est  ut  a'< — b'1  per  2n  4-  1  sit  divisibile.  Ponatur  porro 
m  —  tiq  +  r,  ct  cum  utraque  haec  formula  +  r  —  V*  + '  et  n  V  — fc  v  sit  Per2n4-  I  divisibilis, 
mulliplicetur  posterior  per  ar  ct  a  priori  subtrahatur,  atque  rcsiduum  (/''  (ar — br),  seu  ar—br 
pariter  pcr  2n-\-i  erit  divisibile.  Simili  modo  patehit,  si  fuerit  q  —  yr-\-s,  tum  formulam  «'— b' 
per  2n  -\-  t  forc  divisihilem ;  atquc  si  per  hujusmodi  continuam  divisionem  valores  litterarum  q,  r, 
s,  t,  etc.  investigentur,  tandcm  pcrvcnictur  ad  maximum  communem  divisorem  numerorum  m  et  2n, 
qui  ergo  si  ponatur  —  p.  erit  ap — hf  divisibile  per  2 « — |-  I .    Q.  E.  D. 

35.  Coroll.  1«  Si  igitur  m  fucril  numerus  ad  2n  primus,  maximus  eorum  communis  divisor 
crit  unilas,  ac  proplerca  si  a'"  —  6"'  fucril  divisibilc  pcr  numerum  primum  2n  -\-  I,  tum  quoque 
a  —  6  per  2n  +  t  erit  divisibilc. 

36.  CoroU.  9*  Si  ergo  diOerentia  numerorum  a  —  b  non  fuerit  divisibilis  per  2n  ~\-  i,  tum 
quoque  nulla  hujusmodi  forma  a"'  —  b'",  ubi  m  cst  ad  2«  numcrus  primus,  per  2n  -\-  1  divisibilis 
esse  potest. 

37.  CoroIL  8.  Quodsi  ergo  m  fuerit  numcrus  primus,  forma  am—b"'  pcr  numerum  primum 
2n  1  dividi  non  potest,  nisi  m  sit  divisor  ipsius  2n,  posito  quod  a  —  b  non  sit  divisibile  per 
2n  +  I. 

38.  CoroIL  4.  Existentc  ergo  m  numero  primo,  haec  forma  am — bm  praeter  divisorem  a—b 
alios  divisores  haberc  nequit,  nisi  qui  includantur  in  hac  formula  mn  4^  1.  Unde  divisores  numeri 
cujuspiam  in  hac  forma  am — 6"'  contenti  investigaturus  divisionem  tantum  per  numcros  primos  io 
fonna  mn  -f-  1  contentos  tentabit. 

39.  CoroIL  A.  Nisi  ergo  numerus  2™ — I  sit  primns,  existente  m  numero  primo,  alios  divi- 
sores  babere  non  poterit,  nisi  qni  indudantur  in  hac  forma  mn-^-1. 
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kO.   CoroH.  6.   Si  ergo  m  sit  numcrus  primus,  divisores  fonnulae  am—bm,  praeter  « —  6, 
si  quidem  a  et  6  fuerint  numeri  iater  se  primi,  continebuiitur  ia  hac  aerie: 
2m  +  1 ,  i«  f  I,  Gm  +  I,  8m  +  f,  10m  +  I ,  etc. 
si  binc  numeri  non  primi  expungantur. 

hi.  Tbeorema  lO.  Si  formuta  am  ±  6'"  divisorcm  habeat  p,  tum  quoque  haec 
expressio  (a  ±  upf'±  (6  ±  £*)"•  per  p  erit  divisibilis. 

Demouatratlo.  Si  potestates  («  ±  ap)w  et  (6  ±  ftpjT  roetbodo  consueta  evolvantur,  in  utra- 
que  serie  omnes  termiai  praeter  primum  divisibiles  erunt  per  p.    Scilicet  formula 

(a±«j»r±(*±W 

abibit  in  hac  formam: 

am  ±  mam->  ap  +  —^-  «— »«V  ± 
±  (6'"  ±  mt1—  \tfp  +  ",(?-J>&—  VV  ±  *«*•) 

Unde  perspicuum  est  si  «"' ±  fc'"  fuerit  divisibile,  tum  quoque  haec  forma  (a  ±  up)m  ±  (6  ±  ,ip)m 
per  p  erit  divisibilis.    Q.  E.  D. 

*2.  CoroH,  I.  Si  igitur  am±  1  fuerit  divisibile  per  p,  tum  quoque  haec  formula  (a±ap)m±  I 
per  p  erit  divisibilis. 

V3.  CoroO.  9.  Si  a'"  ±  6m  fuerit  divisibile  per  p,  tum  quoque  haec  formula  (a±«pjm±  fcw, 
vel  haec  a'"±  (fc±  $p)m  per  p  erit  divisibilis. 

Seholion.  Eodem  quoque  modo  gencraliter  demonstrari  potest,  si  fueril  Aam  ±  Bbm 
divisibilis  per  p,  tum  quoque  hanc  formam  A  (a  ±  «plm  ±  //  (6  ±  ,*fp)m  fore  per  p  divisibilem. 
Haecque  veritas  acque  locum  invcnit,  sive  p  sit  numerus  primus  sive  sccus.  Quin  etiam  non  opus 
est,  ut  utriusque  potestatis  idcm  sit  exponcns  m,  sed  etiamsi  cssent  inaequalcs,  conclusio  perinde 
Talebit.  Tum  vero  quoque  si  m  fuerit  numeras  par,  ex  divisibilitate  formulae  am  ±  bm  pcr  numcrum 
p,  divisibilitas  etiam  hujus  formulae  (np±a)m±(tip±b)m  sequitur.  Vcrum  haec  aliaque  similia  ex 
algebrae  elementis  sponte  patent 

15.  Thcoremaa.  Si  fuerit  a  —  ff  ±  (2m +  1 ) «,  et  2m +  1  numcrus  primus,  tum 
ista  expressio  am —  I  crit  divisibilis  per  2m  +  1. 

I>eiiioiMtratto.  Cum  sit  2m  -f- 1  numerus  primus,  per  eum  dividi  potcrit  haec  formula 
/"*" — 1,  seu  haec  (ff  jm — I.    Ilinc  per  theorema  praecedens  quoque  ista  fonnula 

(ff±  {2m— l)«)m-  1 

erit  divisibilis  pcr  2m-f  f.  Quare  si  fucrit  a~ff±  (2m  +  !)«,  formula  «"'— 1  per  numerum 
primum  2m  +  1  dividi  poterit    Q.  E.  D. 

%6.  CoroH.  V    Si  ergo  fuerit  vel  a  =  (2m  +  I )  «  -f- 1,  vel  «  =  (2m  +  t)«-M,  ™1 
a  =  (2m  +  1)  «  +  9,  vel  a  =  (2m  4- 1)  « + 16,  vel  etc.,  tum  formula  am—  I  semper  erit  divisi- 
per  2m  +  1 ,  si  quidem  2m  +  1  fuerit  numerus  primus. 

17.  CorolL  9«  Cum  casus,  quibus  ipse  numerus  a  est  divisibilis  per  2m  -f-  1 ,  excludantur, 
mfcstum  est  in  formula  flF±(2m  +  l)«  numerum  f  per  2m+f  divisibilem  esse  non  posse. 
Hinc  pro  f  omnes  numeri  assumi  possunt,  qui  per  2m  +  t  non  sint  divisibilos. 

L.  laltri  Opcn. 
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*8.  CorolL  3.   Numeri  exgo  pro  f  assumcndi  sunt  (2m  -\-\)k-  1;   ( 2m  4-  I  l  k  ±  2; 

(2m  -f-  1 )  A-  .±r  3;  f2m4/-  l)A±  m :    iu  bis  cnim  formulis  omnes  numcri  p>r  2m  -t-  1  noo 

divisibilcs  coutincntur.  Ilioc  sumendis  quadratis  formae  ipsius  a,  si  quidcm  partcs  per  2m  f  • 
divisibilcs  io  unum  collignutur ,  ertint  scqucnles: 

\2m  +-  l)/»-t-  1;  <2»»-t-  •)/'  -!-      (2«  -|-  •)/'  19;   2«i-h  l)p  f  «iiii, 

qunrum  Dumcrus  cst  m. 

W.  CoroU.  4.  Ad  valores  igitur  ipsius  </  invcnicndos ,  ut  «"'—  I  pcr  numcmm  primum 
2/m-H  I  liat  ilivisibilc,  investijpri  oportet  rcsidua,  quac  in  divisionc  cujusque  numeri  quadrati  per 
2/«+  i  rcmanent.    Si  enim  r  fuerit  hujus  modi  rcsiduum,  erit  (2m  -j-  l)/>     r  idoncus  valor  pro  a. 

50.  Coroll.  5.  Omnia  hacc  residua  r  erunt  autem  minoni  quam  2m  4-  I ,  neque  tamcn 
omncs  numcri  mioores  quatn  2m  -f  1  erunt  valores  ipsius  r;  quia  nuincriis  valorum  ipsius  r  major 
cssc  nequit  quam  m.    Dabuntur  ergo  semper  m  numeri,  qui  pro  r  adbibcri  1100  polcnmt. 

51.  Coroll.  0.  Valorcs  vero  ipsius  r  erunt  primo  omnes  numeri  quadrali  ipso  2m  4-  I  mi- 
nores,  tuin  vcro  residua,  quac  in  divisione  majorum  quadralorum  per  2m  4-  I  renianent,  neque 
tamen  unquam  numerus  omiiium  divcrsortim  valorum  ipsitis  r  major  esse  poterit  numero  m. 

52.  Scliolion.  IJt  usus  bujus  llieorem.ilis  clarius  appareat ,  atquc  |>er  exempla  numerica 
illuslrari  possit,  scquentia  problcmata  adjicere  visum  cst,  e\  quibus  non  solum  vcritas  theorcmatis 
luculcnlius  pcrspicietur,  sed  etinm  vicissim  patchit,  quoties  a  non  hahucril  valorcm  hic  assignatum, 
toties  formulam  am — 1  non  esse  divisihilem  per  2m  4- 1.  Cum  igilur  haec  formula  alm — I  scm- 
pcr  sit  divisibilis  per  2m  +  I,  quoties  a'"—  1  divisionem  pcr  2m  4-  I  non  admittit,  tolies  «"'+1 
pcr  2m  4-  I  divisihile  esse  o|M»rlel>it. 

53.  ExeinpL  I.   lnvenire  valores  ipsius  a,  u4  a1  —  I  fiat  divisibiU  per  5. 

Kcsidua,  quac  ei  divisione  quadratorum  per  5  rcmanent  sunt  I  et  \  ;  hinc  neoesse  est  ut  sit 
vel  a  jz  5/»  -f  1 ,  vel  a  =  5p  4-  sive  a  —  5p  —  1.  Priori  casu  fit  aa  —  1 ,  seu  </  —  I )  i«  4-  I ) 
n.  ."»/>  5/>  -j-  2),  posleriori  autcm  ~(5p —  2)  5p;  utroque  ergo  divisiliilitns  per  5  perspicilur.  Sin 
aukiii  fuerit  vel  o  —  5p     2,   vel  a  —  ip  4-3,  neutro  casu  formul.i  aa  —  I  per  5  crit  divisihiiis. 

5^.  ExempL  «.  Invenire  mlores  ipsius  a,  ut  haec  forma  a* — 1  (iat  prr  7  divisibitis. 

Tria  residua,  quac  in  divisionc  omnium  qu.-idraloniin  per  7  n-mnuciil,  sunl  I,  2,  V.  Hinc  va- 
lores  ipsius  a  sunt:  7p  4  I,  7p  -i-  2  et  7/>  -(-  V,  sin  autem  fuerinl  vel  </=:7i>4  3,  vel  7/*  5, 
\el  7/i  —  (>,  tum  non  formula  proposil;»  «* —  I,  sed  haec  al I  per  7  liel  divisibilis. 

55.   Kxentpl.  3.  Invenire  valoirs  ipsius  a,  ut  hoec  forma  a' —  1  fntl  /wr  II  divisibiiis. 

Numeri  quadrati  pcr  11  divLsi  dabunt  5  divcrsa  rcsidua,  quae  sunl:  i,  3,  *,  5,  0.  Ilinc  for- 
uiul.i  </* —  I  |>er  II  erit  divisibilis,  si  fuerit  «—  ll/j-t-r,  ileiiotnnle  r  unumquemque  ex  numcris 
I,  3,  't ,  5,  9.  Siti  autem  pro  a  sumalur  quiilam  ci  bis  numeris  2,  0,  7,  8,  10  multiplo  quocunquc 
i|>sius  1 1  auelus,  tum  « '  ■■>-  I  per  1 1  erit  tlivisibile. 

50.   Tltooreina  19.    Si   luerit   a  —  f1  Jl  (3m  -\-  i\u,    evistenle   3m  4-  1  numero 

primo,  lum  hacc  forma  a'" — 1  semper  crit  per  3m4-l  divisibilis. 
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Ob  3«  -f-  I  numerum  primum  erit  flm —  1  divisibile  per  3m  f  1.  At  est 
fim—  i  —  \flm—  1,  unde  quoque  haec  formula  ( /"*  ±  f3m  4-  I )«)""—  *  erit  divisihilis  per 
3/n+l.  Qiwe  si  sumatur  a  —  f*  ±  (3m  -f-  I )  «,  tum  hacc  formula  ara—  1  erit  per  3m-j-l 
dtvisibilis.    Q.  K.  D. 

57.  Coroll.  1.  Ad  valores  ergo  ipsitis  a  inveniendos,  omnia  residua  quae  oriuntur,  si  cubi 
per  3«-f-l  dividanlur,  notari  debent.  Unumquodquc  enim  horum  residuorum  niulliplo  ipsius 
3/«  -f-  I  quocunque  auctiiin  ilabit  valorcrn  iiloneum  pro  a. 

58.  Coroll.  9.  Cum  im  —  I  csse  deheat  numenis  primus,  neccsse  esl  ut  m  sit  numerus  par, 
sicque  numerus  primus  3i«t  '  unitate  superahit  miiltipluin  senarii.  Iliuc  erunt  numeri  pro  wi  et 
3m -t- 1  adhibendi  sequenles: 

m;        2,      V,      6,    10,    12,  20,    22,    i\ ,    26,    32,  rlr. 

3m-+-l;    7,    13,    19,    31,    37,    \3,    «I,    «7,    73,    79,    97,  elc. 

59.  CorolL  S.  Si  ergo  numeri  cuhici  per  hos  numeros  primos  3w-f-  I  dmdanlur,  scquentia 


Divisores 
7 
13 
19 
31 
37 


1,  6 

I,  5,  8,  12 

I,  7,  8,  11,  12,  18 

I,  2,  k,  8,  15,  16,  23,  27.  29,  30 

1,  6,  8,  10,  11,  IV,  23,  2«,  27,  29,  31,  36 
ctc. 


In  his  residuis  primo  occurrunt  omnes  cubi  divisoribus  minores,  deinde  si  quodpiam  residuum  fuerit 
r  pro  divisore  3wi-f-  1,  lum  quoque  aliud  dabitur  residuum  ~  3m  -j-  1  — r;  si  enim  cubus  /M 
dedcrit  residuum  r,  cubus  (3«*  -4-  •  — f)*  dabit  residuum  — r,  seu  3/n  -|-  1  — r. 

60.  Senollon.  .\otatu  hic  dignum  est  numenim  residuorum  pcrpctuo  essc  —  m,  si  divisor 
fuerit  —  3/m  -f  I.  Seinper  ergo  dantur  tres  cubi,  quorum  radices  sint  <  3jh -f-  I ,  ex  quibus  idem 
residuum  resultat,  Scilicct  bi  Ires  cuhi  I1,  2S,  Ss  per  7  divisi  idcm  dant  rcsiduum  =  1 ,  et  hi 
tres  cubi  '2*,  5*  et  6*  per  13  divisi  idem  dant  residuum  8.  Practerea  hic  notari  convenil,  si  pro 
a  nlii  valores,  practer  hos  assignatos  capiantur,  tum  «'"—  I  non  esse  pcr  3m  -4-  1  divisibile,  quod 
elsi  venim  esse  facile  deprehenditur,  lamen  ejus  dcmonstratio  cx  praccedentibus  non  sequitur,  per- 
tinetque  haec  veritas  ad  id  gcnus,  quod  nobis  nosse,  non  autem  demonslrare  licet.  Ilis  ergo  casi- 
bus,  quibus  a!" —  I  per  3»i  -f-  •  non  esl  divisibile,  baec  formula  a?" -)-«"' -4-  I  ilivisiouem  admiltel. 

61.  Theorema  13.  Si  fuerit  a  —  f"  ±  (  mn  -4-1 )«,  existente  mn  -4-  I  numero  primo, 
lum  haec  forma  «"' —  1  erit  divisibilis  per  mn  4-  1. 

DpinoiMtratlo.   Ob  mn-f-  1  numerum  primum  erit  fm" —  I  divisibile  per  mn      I.    At  est 

fmn —  1  —  if)m  —  1,  unde  quoque  haec  forma  if"±  (mn  -f-  I)  «)"' —  1  cril  divisibilis  pcr  m/i4-l. 
Quare  si  ponatur  a~.  f"  ±  (mn-f-  i)a,  hacc  formula  «"' —  I  per  mn  -+-  1  dividi  poteril.  <J.  F..  D. 
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62.  CoroIL  I.  Sl  ergo  potestates  eiponcntis  n  per  numerum  primum  mn  -f-  I  dividantur, 
singula  rcsidua  vcl  ipsa,  vel  multiplo  ipsius  mn  -f-  1  quocunque  aucta  idoneos  praebebunt  valores  pro 
o,  ut  am —  1  fiat  per  m«  -f-  I  divisibile. 

63.  CorolL  S*  Hinc  si  am —  t  non  fuerit  per  mn  -\-  1  dirisibile,  tum  valor  ipsius  a  in  hac 
eipressione  f" n  mn  4-  l)«  non  continebitur,  seu  nulla  dabitur  potestas  cxponentis  n,  quae  per 
mn  -\-  1  divisa  relinquat  a. 

6V.  Scholloik.  Propositionis  hujus  convcrsa,  si  omni  modo  cxaminctur,  quoque  vera  depre- 
bcnditur;  ita  ut  quotics  a'" —  I  sit  divisibile  per  mn  4-  1 ,  toties  quoquc  valor  ipsius  a  in  formula 
f"  ±  (mn  {-  I )  u  cuutineatur ;  seu  totics  dabitur  potestas  f  quae  pcr  mn  4-  I  tlivisa  rclinqtiat  a 
pro  residuo.  Ita  cuin  observasscm  formulam  2" — 1  esse  per  6H  tlivisibilem,  ob  m~K>\  fiet 
«—10,  dabitur  quoquc  potestas  dignitatis  dccimae,  quae  )>er  6VI  divisa  relinquat  2.  Atque  revcra 
hujusmotli  potestatem  deprehendi  esse  96'°.  Praeterea  vcro  cum  2*1 —  1  non  sit  divisibilc  per  6M, 
hoc  casu  fit  m  ~  32  ct  n  —  20;  nulla  igitur  datur  potestas  dignitatis  viccsimac,  quac  pcr  6V1 
divisa  reiinquat  2.  Vcrilas  hujus  posterioris  asserti  rigorose  est  evicta;  sed  adbuc  desideratur 
demonstratio  liarum  proposilionum  conversarum:  scilicet  si  am—  1  fucrit  divisibilc  per  numerum 
primum  /««  4-  1,  tum  quoquc  semper  a  esse  numerum  in  hac  formula  f"±  (;«n  -f-  1)«  compre- 
bcnsum.  Atijue  si  a  non  conlincatur  in  formula  f±  (mn-j-  1)«,  tum  quoque  am — 1  per  mn-f  I 
divisioncui  uon  admitterc.  Quarum  proposilionum  si  altera  demonstrari  possct,  simul  veritas  alterius 
essct  cvicta.  Celcrum  thcorcma  bic  demonstratum  huc  redit;  ut  quotics  f — a  fucrit  divisibile  per 
nm  4-  1 ,  tolics  quoquc  formula  o"' —  1  sit  per  mn  4-  >  divisibilis.  In  hoc  gcnere  latius  patet 
tlicorcma  scqucns. 

6">.  Theorema  14.  Si  fucrit  f — ag"  divisibile  per  numcrum  primum  nnf  I, 
tum  quoque  «"'— t  erit  divisibile  per  mn-\-i. 

Mcmoiutratio.  Cum  ponatur  formula  f — ag*  divisibilis  per  mn-f  1,  erit  quoquc  haec 
formula  f'""—a'"g"'",  quip|>e  quae  per  illam  dividi  potest,  divisibilis  per  mn  4-  «•  At  cummnfl 
sil  numerus  primus,  per  eum  divisibiiis  erit  baec  forma  f — g'"n;  unde  quoquc  diflcrentia 
gn"'ia"' — I),  scu  ipsa  formuta  am —  1  pcr  mn-\-  I  erit  divisibilis,  proplcrea  quod  g  pcr  mn -\- i 
divisioncm  adiniltcre  ncqucat,  nisi  simul  f  per  eundcm  essct  divisibile,  qui  easus  in  nostro  ratiocinio 
|>cr|>ctuo  cvclutlitur.    Q.  E.  D. 

66.  CorolL  I.  Si  ergo  a'" —  I  |>er  mn  4-  1  non  fucrit  divisihile,  tum  quoque  nulli  dantur 
numeri  f  ct  g,  ul  hacc  formula  f—ag"  per  mn  +  1  fiat  divisibilis. 

67.  Coroll.  *.  Si  supcrioris  proposilionis  convcrsa  dcmonstrari  posset,  tum  quoque  cvictum 
forct  :  quotics  f"  —  a  per  mn -\  I  dividi  ncqueat,  lum  nc  lianc  quitlcm  formulam  f  —  ag*  divisio- 
ncm  jjcr  mn  \-  I  adinitlerc  possc,  simul  vero  etiam  patcret,  si  f — ug"  sit  divisihile  pcr  mn  t, 
tum  quoque  dari  hujtismodi  formulam  f —  a,  quae  sit  pcr  mn  4-  1  divisibilis. 

68.  Tlieorcma  15.  Si  hujusmodi  formula  af" — bg"  fuerit  divisibilis  pcr  numc- 
rum  primum  mn-f-  I,  tuin  quoquc  haec  formula  «"' — b'"  crit  pcr  mn-\-  1  divisibilis. 

Drmoikntratio.  Si  fucril  af — bg"  divisihilc  per  mn  -+-  I ,  tum  quoque  crit  hacc  formula 
a"'f'n—b"'gm"  pcr  mn  +  I  divisibilis.  At  ob  mn  4-  1  numerum  primtim  erit  quoque  haec  formula 
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fmn—grn,  ideoque  et  haec  am fmn  —  «"' f'n  per  m/i  +  1  divisibilis;  subtrahatur  haec  ab  illa 
amf'n—bmgmn,  atque  residuum  g""1  «'"—  bm),  seu  «m— 6"'  per  m«  -+-  I  erit  divisibile.  Q.  E.  D. 

6!).  CoroU.  V  Si  itaque  a'n — b"'  non  fuerit  per  m/i  -t-  1  divisibile,  tuin  uulli  dabuntur  nu- 
meri  pro  /"  et  g  substitueudi ,  ut  hujusmodi  formula  af" — bg"  sit  per  mn  ■+  1  divisibilis. 

70.  Coroll.  3.  Hujus  propositiouis  conversa,  quod,  sj  fuerit  fortnula  a'" — bm  divisibilis  per 
mn  4-  I ,  simul  dentur  numeri  f  et  g,  ut  af" —  69"  fiat  divisibilis  per  mn+  I,  utcunque  examine- 
tur,  vera  iteprehenditur.    Interim  tamen  cjus  demonstratio  cliamnum  desideratur. 

7t.  Seholion.  Casus  hujus  propositionis  invcrsae  demonstrari  potest,  quo  numeri  m  et 
n  sunt  inter  sc  primi;  hoc  enim  casu  semper  ejusinodi  numeri  pt  et  r  cxhiberi  possunt,  ut  sit 
ptn  ±  1  —  >  m.  [Vamque  si  inter  numeros  m  et  n  ea  operatio  instituatur,  quae  pro  maximo  com- 
muni  divisorc  institui  solet,  atque  quoti  notcntur,  ex  iisque  fractiones  ad  ^  appropinquantes  quae- 

rantur,  ultima  erit  -^»  et  si  penultima  fuerit  erit  pm  ±  1  —  i  m.  Iloc  ergo  lcmmate  pracntisso 
demonstratio  propositionis  conversae,  qua  m  ct  n  sunt  numcri  inter  sc  primi,  ita  se  habebit. 

72.  Theorema  16.  Si  m  et  n  fuerint  numeri  primi  inter  se,  atque  ista  formula 
am — bm  fiivisibilis  sit  per  numerum  mn+1,  tum  dabitur  formula  af — bgn  divisi- 
biiis  per  mn-f-  1. 

Demotftrtratlo.  Ponatur  f—a"  et  gzzb",  atquc  formula  af-bg"  abibit  in  hanc  a"n+i-b"n+' ; 
quare  si  u  ita  capiatur,  ut  sit  un-\-  I  ~tm,  habcbitur  a""  —  6"",  quae  cum  sit  divisibilis  per 
am — bm,  quoque  per  m/i  -t-1  divisibilis  erit,  sicque  dabitur  casus,  quo  af" — bg"  divisibilc  erit 
per  mn-f-  I.    Sin  autcm  fuerit  pm —  I  —  nn,  tum  sumatur  f—b"  et  g  —  a",  fietque 

af—  bg"  zz  ab'n- ba""=  ab  <b""- '  -  a— ')  =  -  ab  {a'm—  b"") 
ideoque  erit  per  mn  -f-  I  divisibilis.    Q.  E.  D. 

73.  Coroll.  I.  Si  ergo  m  et  n  fucrint  numeri  inter  se  primi,  atque  mn  -f- 1  numerus  primus, 
tum  istae  proposiliones  sunt  demonstratae :  I.  Si  afn—b%"  fuerit  divisibilc  per  mn  -t-  I ,  tum  quo- 
que  — b'n  erit  per  mn  -f-  1  divisibiic,  et  si  illa  formula  nullo  modo  sit  divisibilis  per  mn  -f-  1, 
tum  etiam  hacc  non  erit  divisibilis.  II.  Si  a'n  —  b'"  fuerit  divisibilc  pcr  wn-f  1,  tum  dabitur 
numerus  hujus  formae  af — bg"  per  mn  -f-  I  divisibilis,  atque  si  «"' — bm  per  mn  -f-  I  divisionem 
non  admittat,  tum  nullus  dabitur  numerus  formac  af — bg"  pcr  mn  -(-  1  divisibilis. 

7%.  CoroD.  S.  Si  m  sit  numerus  par,  tum  b  aeque  nepitive  alque  affirmalive  accipi  potcst; 
hoc  crgo  casu  si  am  —  b'"  fucrit  divisibile  per  mn  -f-  I,  tum  e»iam  ejusmodi  formula  af+bg" 
per  mn  -f-  1  divisibilis  assignari  polerit;  id  quod  etiam  indc  patct,  qnod  /1  sit  numerus  impar,  idco- 
que  potestas  g"  negativa  fieri  queat. 

75.  CoroU,  3.  Simili  modo  dcmonstrabitur ,  si  fuerint  ut  antc  m  ct  n  numeri  inter  se  primi, 
atquc  haec  formula  a"'—bm  sit  divisibilis  per  mn-f  I,  tum  quoquc  exhiberi  possc  formulam  hujus- 
modi  af — bg"  divisibilem  per  »m+  I. 
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VIII. 

Solntlo  problcmatls  dllTlclllIiiii  a  Fcraiatio  propositi. 


(N.  Commont.  11.  1749  p.  4&  Exl..l..  I74H.  G«.  17.) 

§  1.  Quamquam  problcmata,  quac  olim  solutu  difficilia  sunl  habita,  bodic  plerumquc  ob  fincs 
analvscos  tanto|>crc  promotos  nihil  vcl  parum  difiicuitatis  habcre  solcnt;  tamen  hoc  in  eo  proble- 
matum  gencrc,  quae  ad  methodum  Diophanti  pertincnt,  non  usu  vcniL  ln  bac  enim  analvscos 
parte  post  Fcrmatii  tcmpora,  qui  plurimum  studii  et  operae  in  ea  fellicUsimo  cum  succcssu  con- 
sumsit,  non  solum  nihil  ultra  praestitum  csse  videtur,  scd  ctiam  hoc  studium  a  gcomctris,  qui 
eum  sunt  secuti,  fere  pcnitus  cst  ncglectum.  Eksi  autem  ea  analyscos  prs,  in  qua  matheinatici 
hodic  potissimum  versantur,  ob  summam  utilitatcm,  qunin  ad  rcliquas  scicnlias  at<|iie  artes  copio- 
sissime  affert,  omni  laudc  maxime  digna  est  hnbenda:  tainen  altera  quoque  pars,  quac  in  numeris 
cst  ©ccupata,  et  ad  problcmata  indpterminata  solvenda  adhiberi  solct,  idcirco  minime  est  contem- 
ncnda,  cum  in  ea  plerumque  stunma  ingcnii  vis  cernatur  atquc  ab  analysta  non  mediocris  sagacitas 
requiratur. 

§  2.  Quac  cum  ita  sunt  comparata,  ea  hujus  gcneris  problcmaUi,  quac  a  Fermatio  sununopere 
difBcilia  sunt  judicata,  eadem  et  hodie  non  magis  facta  sunt  facilia;  hincque  studium,  quod  in 
eorum  solutione  ponilur,  non  male  collocatur.  1'roponit  autem  Fcrmatius  in  annotationtbus  suis 
ad  Diophantum  Bacheti  sequens  problema  tanquam  solulu  difficillimum: 

invenirc  Iriangulum  rectangulum  in  tuuneris  rationalibus  expressum,  vujus  utertfue  cathctus 
area  ipsius  trianguli  minutits  prodncat  luiinernm  quadratum. 
Hujus  ergo  problematis  sequentes,  qiias  inihi  quidem  elicere  contigit,  solutiones  in  medium  afferre 
visum  est. 

§.  3.  Praeparalio  ad  Solatlonrin.  iNotum  est  triangulum  rcctangulum  in  numeris  ratio- 
nalibus  expriini,  si  ponatur  cathetorura  alter  —2ab,  et  alter  — zaa  —  bb,  tum  enim  prodibit  hypo- 
tenusa  — z  aa  -f-  bb.    Gencralius  cathcti  ambo  poni  possunt  ^'  ct      ~  ''''  >  prodcunte  hypoteuusa 

=  1"1+J^.   Ponam  autem  ,   quoniam  naturam  trianguli  rectanguli  ultimo  loco  in  computum  vocare 

cxpedit,  unum  cathetum     =  Sx 

altcrum  catlietum  —  -r- 
t 

erit  area  —  XJ>  • 

Ac  primo  per  conditionem  problematis  bae  quantitates 

I.  ?*  _  ~-  seu  2xi  —  xr 


II.  -•  —  -  -  scu    yz  —  xy 


quadrata  cflici  debenf. 
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Tum  vero,  qnia  hvpotenusa  fit  =  V  (*  x"^xr),  haec  quantitas 

4xx  -t-yy  reddi  dehct  quatlratum. 
§.  r».  Quoniam  liae  amliae  quantilatcs  2x:  —  xy  ct  yz  —  xy  esse  debent  quadrata,  carum  pro- 
ductum  pariter  erit  quadratum.    Ordior  ergo  a  producto 

2xr:z  —  2xxyz  —  xyyz  -\-  xxyy 

quod  quadratum  reddi  debct,  ponoquc  ejns  radicem  =  xy  —  yJs>  ut  ex  evolutionc  ralor  ipsius  r 
commodc  dcCniri  queat;  (iet  autcm 

2xy::  —  2xxy:  —  xyyz  -f  xxyy  =  asryy  —  ?f  xyyz  -f  ^yyzz. 
Ac  delcto  utrinque  termino  communi  xxyy  ct  reliqua  aequatione  per  yz  divisa  obtincbitur 

2x:  —  2 xx  —  xr  =  — *-  xy  -f  —  yz , 

unde  Ot  z  -  * «x*  +  - 

§.  5.  Invento  jam  valore  ipsius  t,  Oet 

2j  _  y  _  <W"-<WVTffir/  _  t«?*  -  /n )' 
*w*  — w  i<rix  -  l'i:r 

*W*-PPJ  *-N*-PP? 

hincque  porro  habebilur: 

2x:  -xy  =  *_____  =  "<»--_•>■ 
vr  -  xr  =  wO'-?)*  _  **ryip-i)* , 


Quarum  quantitatum  cum  utraque  esse  dcbeat  quadratum,  hoc  efficietur, 
minator:  2</</xx —  ppxy  Oat  quadratum.    Ponatur  in  hunc  flnem  2qqxx  —  ppxy  —  rrxx,  ac  divi- 
sione  facta  per  x  erit  (2qq  —  rr)  x  —  ppy,  ct   *-  _  • 

6.  Sufficict  autem  ad  nostram  solutioncm  nosse  relationem  inter  «  et  y,  quia  in  calculum 
jam  introductus  est  communis  dcnominalor  :,  quare  ponere  licebit: 

x  ~  pp  et  r  =  2qq  —  rr, 

undeflet    : -x  =         "  rr)lp  ~  *>', 


ideoquc      z  -  pp  +  <«w-^-^ 

ideoque  supercst  tantum,  ut  ixx  +  yy  rcddatur  quadratum,  unde  sequens  cxpressio  debet 
quadratum :  \  p*  4-  V  q*  —  V  7^rr  +  r* , 


§  7.  golutio  prlma.  Quoniani  igilur  quaestio  hnc  est  redurta,  ut  pro  litteris  p,  q,  r 
cjusmodi  valorcs  assignentur,  qui  hanc  cxpressioncm 

%p*  f  V</'  —  hqqrr  -f  r* 
reddant  quadralum,  solutio  gencralis,  quae  omncs  omnino  valores  idoncos  harum  litterarum  com- 
pleclatur,  trndi  ncquit.    Cum  igilur  solutionibus  spccialibus  acquiescere  debeamus,  ponam  primo 
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radicem  hujus  expressionis  esse  _  2pp  +.  rr,  ut  tcrmini  kp*  et  r*  utrioque  se  destruant,  ac  pro- 
dibit  haec  aequatio 

Kq* —  \qqrr  =  kpprr 
undc  fit  />p  —  +  ™-  (qq  —  rr),  et  habcbimus 

"I  P  =  '  ^(//g  —  rr) ,  vel  p  _  -J-  V(rr  —  77). 
§  8.    Priori  formulae  »  = -f /(w  —  rr)  satisfit  ponendo  9  =  cc4-dd,  et  r=2cd,  unde 

fil  P  -   i_  

Ex  his  ergo  valoribus: 

q  =  ec  +  dd;    r_2cd;   p  =  ^  +  ^c-^ 

s*u 

p  =  (cc  +  dd)  (cc  —  dd\;    9  =  2cd  (cc  +  dd);  r—kccdd; 

erit 

x—pp;    r  =  299  — rr;    V(kxx  +  ry)  =  2j>p  -f  rr;    z  =  x  +  xlp ^  9)  > 
quil)us  inventis  erit  pro  triangulo  rectangulo  quaesito: 

I.   cathetus  —  — »       II.  cathetus  =  —  • 

Z  5 

$  9.  ExempL  I.  Sit  c  =  2  et  d=i,  ac  prodibunt  hi  valores: 

n_5.3=15;    9  =  i.5— 20;    r  =  4.*=l6: 

,_9Q,.    v_  ,u.     .  _oot_544.S3_S3.89_  8M5. 
unde     ar_225;    y_5H;    z  _  225  +         =  -—  =  — , 

atque    V  (*<cx  +  rr)  _  2pp  +  rr  _  706. 
Ex  quibus  conGcitur  hoc  triangulum  rectangulum  in  numeris: 

.        „     S.r       144 ...        .,     x        4353  •       iii     u  5048  . 

L    ^    l  —W      11     Mth-  V=«89'       ,H     h?IWt-  =  _.„' 

area  ergo  erit  =  ^j^,  et  problemati  ita  satisfit: 

».  _.  -  _  -  «,  (»_»,=      = (»$■. 

$  10.  ExempL  ft.  Sit  c  =  3  et  d  =  I,  ac  sequentes  prodibunt  valorcs 

p  =  10.8;    9  =  6.10;    r  =  6.6; 
qui  per  k  divUi  ad  minores  terminos  hos  reducuntur 

p  =  20;       g  =  15;       r  =  9. 

Ex  his  fit 

_  =  W)0;   r  =  369;  /(**_ +  rr)  -  881 ; 

unde  triangulum  rcctangulum  erit 
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.       ..    ix      38.9.      ..       ..     y       81.41  .     nl     ,  9.681  «6.9.81.41. 

I.  cath.  T  =  W»    U.  cath.  ^-  =  S155)    DI.  hyp.  =^^>   atque  area  =  ^.m*  ' 

quare  problcmati  ita  satisfit: 

l       ,k  _  8.16.9.85.185-16.9  81.41  _  16.9.59»  _/ 4  3  77\* 

I.  caUi.  -  area  _  — -  45-185*  —  ^OIsJ  ' 

....  _     81.41.185-16.9.81  41      _  81.41.41  _  /  9.41  \* 

II.  calh.  -  arca  -   _  _      -)  • 

i 

p=±V(rr  —  99), 

qui  requirit  hos  vajores: 

r_  cc-f-<W    \  |  r_  (cc.-r-dd)*;  X=ZPP 

9  _  2cd  V   seu   <  9  =  2cd(cc  + dd);  y _ 299  —  rr 

~  ~      +       )  (/,_2cd(Cc-dd);      V(kxx  +  ry)  =  2pp-rr  ' 

et  ut  ante 

x  =  iC  +  ____ 

, "    "I  rr 

Quia  autem  esse  debet 

279  >rr,  erit  Bccdd  >  (cc  4-  dd)*  et  2edV2>cc  +  dd, 
seu  0  >  ce  —  2cd  K2  -|-  dd,  quod  huc  redit,  ut  sit  dd  >  (c  —  dV2)*;  ergo 

vel   d>e  — dV2   seu  7  >  j^p^ 

vel   d>d/2-c     seu  7  <  ?__V 
Ergo  si  d=l,  necesse  est  ut  sit  vel  c<  V2  +  1,  vel  c>  V2—  1.    At  est  c>l,  unde 
erit  e>V2-  I,  et  299  — rr  Get  quantitas  positiva.   Erit  itaque 

I.  cath.=^5    n.  cath.  et  UI.  hypot.  =  __!±_>. 

$  12.  ExempL  1.  Sit  c=2  et  d=  1,  ac  provenient  hi  valores: 
r  =  5.5  =  25)  t  *  =  m 

9=*.5  =  2o!    hincque   ]  y  =  175 

/>=*.3_12)  (l/^asr^  yy)=337 

...    .   175.64  4048 
Z  =  ,U~t~-6M"=  l5~" 

Unde  trianguli  quaesiU  erit 

.         .   2-r  888.85  18.85  450 

I,       Cain.       _  _      injn      —  —  q... 


85.175  __  4375 


II.  cath.     ~^-  = 

—  t  —  404^  4Q48 

m.hypo„___L+_>_?^7- 


8425 


Area  itaque  erit 


_  225. 4375  _  885.4375 
—  853.4048  —  16.853* * 
L.  Igltii  0|—  g 
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boc  modo  satUfit,  ut  sit: 

I      «.il.               _  «5(35.853  -  4375)  _   285.61»    _  /  I5.6I\* 
I.    cath.  -  area  _   ^-—^          -  — 

n.    catk  -  arca  =  ** (|758M  -»«"*>- «•»•'•»  -  ( __y. 

—  253.4048  —    16.959*    —  U.SM/' 

§  13.  Excmpt.  a.  Sit  c  =  3  et  d  =  1,  ac  prodibunt  lii  valores: 
r  —  «0.10 
7=  8.10 

/>=  6.  8 

»,  qui  io 

pro  c  et  d  oon  substituo,  quod  inde  nimis  cotnplicati  valores  pro  x,  y  et  z 
in  boc  debet  poni,  ut  trianguki  in  nuninis,  quantum  Geri 


r  =25 

l                x—  tU 

7  =  15 

hincque 

p  =  !2 

§  ik.  Holutlo  tertla.  Cum  *asr-)-JT  —  ^P*+^9* — kqqrr  +  r*  esse  debeat  quadratum, 
cjus  radicem  ponamus  bic  _  2pp  ±  2qo,  ut  sit  V (\xx  -\-  yy)  =  2pp  ±2qq;  atque  prodibit  baec 
anquatio  r*  —  Kqqrr  =  ±  8ppqq;  unde  fit  pp~±  8rr^~4w)  et  Tel  P  —  J^  V{2rr  —  897) ,  vel 
p  =  ^V(8oo  —  2rr).  Quia  vero  ob  y~2qq  —  rr  esse  oportet  2qq  >  rr,  prior  valor  erit 
inutilis,  habebimusque 

/>  =  ^V/(8W-2'~);    *—/>/>;   y_2oq  — rr; 
ct   V(*o--rrr)  =  2«»-279 
atque  ut  ante  z~*  +  _£-T_.  fiit  ergo 

I.  cath.  —*-*-\    D.  cath.  =  -\  ;    III.  hypoL  =  /(4.^+^. 

Nunc  ergo  huc  devenimus,  ut  879  —  2rr  reddatur  quadratum:  sit  ej«s  radii  =  ~  (2q  -f-  r)  eritque 
V7  — 2r=  ^(274-r),  seu  Kddq — 2ddr  =  2cc7+ccr,  hincque  q—cc-\-2dd  et  r~kdd — 2«; 

Quare  in  integris  multi- 


2q  +  r  =  8dd  atque  ^(877-  2rr)  =  8cd,  hincque  p  = 
plicando  per  2dd-(-cc  fiet 

p  =  *cd(2dd  — ec) 

7  zi  (2dd  -t-  cc)* 
r  =  2  (2dd  —  cc)  (2dd  +  cc) 


x=pp 

y~2qq —  rr 

V  (ixx  -f-  rr)  ~  2pp  —  277 


atquc  zz=x  -\-X(p  rr  ?>'- 

$  15.  BxempL  I.  Sit  c=  I,   d=  I,  erit: 

p—k;  x  =  I6; 

7  =  9;  v=l26; 

r_6;    V '  *xx  +  v,  )  =  130;  et  x=l6  +  ^  =  ^  =  ^ 
I.  cath.  =^i    II.  cath.  III.  hypot. 
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Area  vero  erit 


64. »26 


64.14. 


0)7. m  —  »743» 


sicque  fiet 


I.  cath.  -  area  =        (23  -  ik)  =  £  =  (|)" 

..  _    352.23  —  64.14       28  175       4. 7*. 5»  /i.S.lS* 

II.  cath.  -area  =  ^  =  w  =  -^=(__j 

plura  sinc  dubio  in  nuineris  minimis  existit,  uti  deinceps 


16.  ExempL  9.  Quia  debct  esse  2qq  >  rr,  oportet  ul  sit  -L  >  2  —  1/2;  nihilque  refert, 
sive  sit  2dd>  ce,  sive  minus,  quia  nihil  obstat,  quominus  p,  q,  r  esse  qoeant  numeri  negativi. 
Sit  igitur  d  —  2,   c  =  3;    erit   2cW  —  cc=  —  1;    2  <ld  +  cc=  17,  atque 


p  =  —  2V.I  =  —  2V 
9—l7.l7  =289 
r  =  -2.17-  —  3* 


x  =  576 
vV**  +  rr)  =  2.5.53.313, 


z  — 


I.  Catl,  =  II.  cath.  =  III.  hjpot.  =  i^-g_ 


313 


Jj.  17.   In  his  omnibus  exemplis  notari  meretur,  perinde  ecae,  slve  litterarum  c  et  d  valores 
affirmativi,  sive  negativi,  inde  enim  tantum  valores  p,  vel  q,  vel  r  prodeunt  negativi; 
ralores  x  et  y  alterantur.    Verum  valor  ipsius  z  variationem  subit,  ex  quo  pro  * 

duplex  valor  assignari  poterit,  alter  qui  jam  est  exhibittu  z  =  x  +  -<y~y)*.  alter  vero 

:=x  +  -^—^:  sicque  ob  duplicem  valorem  ipsius  r  singula  exempla  allata  duplicabunlur. 

§.  18.  Hujusmodi  solutiones  particulares  plures  adhuc  elicere  licet,  dum  aliae  idoneae  qoan- 
titates  pro  radice  quadrata  hujus  formae  Kp*+  *q*—  Kqqrr  +  r4  assumuntur.  Velutl  si  haec  radix 
ponatur  rr -\-2qq  ±  2pp,  obtinebitur  haec  acqoatio  —  Iqqrr  =  kqqrr  ±  \pp  (2qq  +  rr),  sco 
pp(2qq  ^-rr)—^2qqrr;  unde  patet  signum  inferius  valere,  esseque  ]/{kme+yy)—rr+2qq— 2pp, 
existente  vel  r  =  vt£+rf  "1  ,=-_£_,  quae  formnlae  jan 
llic  ergo  si  ponatur  r=3,  p=i,  erit  q  =  f,  et  in  integris 


p  =  k  x—  16, 

q  =  3  r  =  —  »26 

r=12        l/'(*x»4-  vy)  =  130. 

qui  casus,  ob  y  negativum,  non  coovenit  quaestioni. 

$  19.   Quoniam  cardo  quaestionis  in  hoc  versatur,  ut  haec 
*p«-r-  (2qq  —  rr)1,  potest  hoc  gcneralitcr  ita  effici,  ut  ejus  radix  ponatur  =  2qq  —  rr  +  "™  pp, 

unde  fiet    pp  =^(2qq  —  rr)  +  '^pp,    seu    [nn  —  mm)pp  —  mn(2qq  —  rr), 
et  p  =/=_?!_">  -  mn  V  ^~rr 

*  nn  —  nun  mn  (nn  —  rnn) 

cui  conditioni  saUsfiet  ejusmodi  numeros  pro  m  et  n  quaerendo ,  ut  sit  mn  (nn  —  mm)  numerus 
bujus  fonnae  2ff — %.    Verum  haec  solutio  facilius  obtinetur  ex  ipsa  praeparatione  ad  solutionem 


reddalur  quadratum: 
9« 
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tradita,  quae,  si  recte  tractetur,  omnes  solutiones  non  solum  in  se  complectitur,  sed  etiam 
nes  in  ininoribus  numeris  omnes  commode  exhibct.   Eam  data  opera  evolvam. 

§  20.  golutlo  renerall».   Assumtis  cathetis  trianguli  quaesiti  ^  et  ^  ponatur 
anguli  recti  ratio  habeatur: 

x—  ab;     y  —  aa  —  66; 

erilque  trianguli 

I.  cath.  zzz  ^  '■>  II.  cath.  —  aa—u  •  rj].  hjpot.  —  aa  +  l*  et  trianguli  crit  —a!'{*a~ 

Invenimus  autem  primo  (§  k.) 


seu  :_*+£___!. 


*<n*-ppjr 

Vel,  quia  9  tam  negative  quam  affinnauve  accipere  licet,  erit 

existente  x  —  ab  et  y  —  aa  —  bb. 

§  21.  Tum  vero  (§  5.)  hanc  quantitatum  x  et  y  indolem  invenimus,  ut  sit 

— W^T  —  rraw» 

unde  fit 

r_x+  ___!  =  a6  +  ______!. 

1         rr  rr 

Nihil  aliud  ergo  efficiendum  restat,  nisi  ut  haec  aequatio  2qqxx — ppxy—rrxx,  seu  haec: 

trr  =  ^(2?7  —  rr) 


Ubi  cum  sit  xyzzzab(aa —  66),  ejusmodi  numeros  pro  a  et  6 
fiat  «6(oa— 66)  uumerus  hujus  formae  2ff—gg,  seu  (2ff—og)hh. 

§.  22.  Ponamus  igitur  pro  a  et  6  jam  hujusmodi  valores  esse  erutos,  ut  stt 

ab  (aa  —  66)  =  (2ff—gg)  hh. 

Cum  igitur  ob  x_«6  sit: 

(2ff-gg)hhzzza-£(2qq-rr), 


^--fh   et  *  = 
Sit  ergo     p  —  ab,    erit   q  —  fh  et  r  —  gh 

,=*+_•*<-*_. 

trianguli  rectanguli  quacsiti  latera: 


II.  cath. 


!_ 

  2a6g*AA 

: 

—  2a& AA  -)-  (aa  —  tii)  (a6 ±/A)*  ' 

oa  —  46 

(«a  —  bb)/sf,'hh 

: 

—  i*bgghh  +  (aa  -  66)  (a6±/A)« ' 

1  i  +  M 

  (aa+66)g|rAA 

» 

—  SaiggAA  +  (aa  -  66)  («6  ±Jh)~ 
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!,  quae  quaesito  satisfaciant,  «rai.    Posito  cnim  pz=ab,  si  ait 

ab  (aa  —  bb)  —  ( 2ff—  gg)  hh, 
erit      {2ff—gg)hh  —  2qq  —  rr 
seu     2(ffhh —  qq)—gghh —  rr. 

Ponatur  2 ( fh  +  9)  =  ™  (cn  -(-  r),  eritque  fh  —  q  —  ^(gh  —  r),  et  hinc  reperietur: 

_  am»gA-(3i»«+mm)/A 
'  Snn  — mm 

 (8jw*  +  «m)  f A  —  Amn/h 

^  —  inn-mm 

Vel  in  numeris  integris  erit 

p  —  (2nn  —  mm)  ab 

q  —  2mngh  —  (2nn  +  mm)  fh 

r  —  (2/ui  +  mm)  gh  —  kmnfh. 

§  21.  Inventis  sic  valoribus  his  p,  q  et  r,  erit 

_«Arr-f  (<.«-M)(/i  +  y)» 
ir 

atquc  trianguli  quaesiti  latera 


I.  cath.  _^J    II.  catb.  _  ~~    et  III.  hypot.  -^+**: 


unde  pro  singulis  idoneis  valoribus  ipsarum  a  et  6,  ut  sit  ab(aa  —  6*)_(2/f—  oy)  hh,  ob  m  et  n 
numeros  pro  arbitrio  assumendos,  innumerabilia  triangula  cxhibcri  poterunt. 

§  25.  Quoniam  igitur  totum  negotium  huc  redit,  ut  pro  a  et  6  ejusmodi  numeri  assumantur,  ut 
producUun  «6  (aa  —  bb),  sive  ab  (a  +  6)  (a  —  6)  Gat  numerus  hujus  formae  (2ff—gg)  hh.  Qno  hoc 
facilius  effici  possit,  indolem  numerorum,  qui  in  hac  fonna  generali  (2ff—gg)  hh,  seu  hac  2«  —  au 
continentor,  attentius  considerari  conveniet  Ac  primo  quidem  pcrspicuum  est,  in  forma  2(1  —  uu 
contineri  omnes  numeros  quadratos,  quippe  qui  prodeunt,  si  u  —  t;  tum  vero  etiam  in  hac  forma 
continentur  omnes  numeri  quadrati  duplicati,  poncndo  »  =  0.  Praeterca  vero  infiniti  alii  occurrunt 
numeri,  qui  osquc  ad  200  sunt  sequentes: 

J,  2,  V,  7,  8,  9,  IV,  16,  17,  18,  23,  25,  28,  31,  32,  3*,  36,  VI,  V6,  V7,  V9,  50,  56,  62,  63, 
6V,  68,  71,  72,  73,  79,  81,  82,  89,  92,  9V,  97,  98,  100,  103,  112,  113,  119,  121,  12V,  126, 
127,  128,  136,  137,  1V2,  1U,  IV6,  151,  153,  158,  161,  162,  16V,  167,  169,  175,  178,  18V, 

188,  191,  193,  19V,  196,  199,  200. 

$  26.  Si  numeri  primi  considerentur,  qui  occurrunt,  ii  non  solum  omnes  in  hac  forma  8m±  1 

occurrunt,  ideoque  in  forma  2(1—««  comprehenduntur.  Praeterea  vero  horum  numerorum  primo- 
nun  dupla  adsunt,  item  eorum  producta,  tam  per  quosvis  numeros  quadratos,  quam  per  se  ipsos; 
nec  non  horum  productorum  dupla.  Qua  proprictate  animadversa  non  diffidle  erit  hos  numcros 
quousque  libuerit  continuare. 
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qui  quidem  inter  se  siut  primi,  non  admittere,  nisi  qui  ipsi  sint  numeri  in 
contenti.  Quare  cum  productum  «6(a  +  6)(a —  6)  esse  debeat  numerus  formae  2(1 — u«,  bique 
factores  a,  b,  a  -1-6,  a  —  6,  sint  vel  primi  inter  se  vel  ad  summum  binarium  pro  communi  divi- 
sore  habeant,  qui  ipsi  in  forma  2tt  —  uu  continetur,  necesse  est,  ut  hi  singuli  factores  a,  6,  a  +  6, 
a  —  b  sint  numeri  ejusdem  formae  2(1— uu.  Quo  cognilo  ex  tabula  tradita  non  eril  'difficile 
idoneos  valores  pro  a  et  6  excerpere,  ut  non  solum  a  et  6,  sed  eliam  a-f-6  et  a  —  6  in 
tabula  cxistant. 


%  28.    Quod  si  autem  a,  6,  et  a  ±b,  a—b  singidi  sint  oumeri  formae  2tt  —  uii,  tum 
eorum  productum  ab  (a  +  6)  (a  —  6)  in  eadem  forma  continebitur,  quod  generatim  ita 
ostendi  potest:  sint  propositi  duo  numeri  hujus  formae,  velut  2aa —  ,33  et  2yy  —  35,  erit  eorum 


1 2««  -  m  ( 2ry  -  S3 )  =  ( 2«y  +       -  2  (0y  +  «<))* 

=  2  (2«y         +  «3  +  03)»-  (2oy  +  2j}y  +  2«3  +  /?3)*; 


asr  —  2jry  =  2  (x  +  y)1  —  (x  +  2y)* 

ita  ut  hae  duae  fonnae  2tt  —  uu  et  « —  2uu  inter  se  congruant.    €um  igitur 
bus  numeris  formae  2((  —  uu  facile  ad  eandem  formam  revocetur,  etiam  si  quotcunque  numeri 
hujus  formae  in  sc  inviccm  multiplicentur,  eorum  productum  in  eadem  forma  comprehendi  reperietur. 

§  29.  Tribuatur  ergo  primo  ipsi  6  valor  quidam  cx  tabuia  numerorum  allata  (§  25),  et  in 
eadem  tabula  facile  dispicietur,  utrum  insint  tres  numeri  a  —  6,  a,  a  +  6,  qui  diSerant  illo  nu- 
mero  6.  Verum  hanc  tabulam  inspicienti  mox  patet  pro  6  vel  numeros  impares,  vel  per  8  divisi- 
biles  tantum  assumi  posse,  siquidem  a  et  6  numeri  dcbent  esse  inter  se  primi.  Hujusmodi  igitur 
valoribus  pro  6  substitutis,  pro  a  sequentes  prodibunt  valorcs: 


6 

valores  ipsius  a 

1 

8,  17,  63,  72,  127. 

7 

9,  16,  25,  1U. 

8 

9,  17,  71,  81,  89,  161. 

9 

16,  23,  25,  32,  M,  73,  103,  112 

128,  137,  t8*. 

16 

25,  k7,  63,  97,  137,  153. 

17 

&k,  81,  1H,  161. 

23 

m,  i2i,  m. 

25 

56,  72,  119,  128,  137,  ikk,  153, 

169. 

31 

32,  63,  72,  81,  113,  ikk. 

32 

ki,  *9,  81,  121. 

hi 

72,  103,  112,  153. 
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6 

valores  ipsius  a 

k7 

56,  72. 

79  .  81.  97.  128.  1*4. 

19 

72,  113 

,  1»6. 

56 

81  97 

137. 

62 

b»,  /if, 

71 

73. 

72 

79,  89, 

97,  103,  119,  121. 

73 

89. 

79 

81 

97,  112 

113. 

$  30.  ExempL  1.  Quo  usus  hujus  tabulae  ad  solutionem  problematis  ctarius  appareat,  sit 
6  =  1,  a  =  8,  eritque: 

o6  =  8;    aa  —  66  =  63;    «6  (ao  — 66)  =  8.9.7  =  ».9.1V; 
fiet  ergo  ».9.H  =  hh  (jiff — aa),  ideoque   h  =  6  et  2ff—  oo  =  14,  unde  colUgitur  /"=3, 
^  =  2,  et  ex  J  23  obtinebimus 

p  =  8(2nn —  mm);    q  =  24«n  —  18  (2nn     ««);    rzr  12  (2nn  -f  mm)  —  72««»; 
qui,  sublato  couuuuni  dmsore  2,  erunt 

p~8nn  —  Kmm;   q  —  Vimn — 18/wi  —  9mm;    r  =  12nn -j- 6««— 36 mn; 

p4  o=12«n  —  lOnn  — 13««;     —  p  -f  g  =  12«n~  26nn  -  5mm;     et    t  =  8-f 


I.  cath.  =-^j     II.  cath.  =  ~  j     III.  hypot. 

Casusque  omnium   simpliclssimus  oritur  ponendo  n  =  0  et  w=l, 

p  —  9  =  5;     p-|-g  =  — 13 


65 
s 


uude  fit  r  =  6, 


1.25 
1  4 

fl69 


ergo  yel  z  =        vel  z  -^, 


r  =  8  + 

valoruiu  prior  est  pro 


jam  %  15 


§  31.  ExempL  3.  Cum  pro  quibusque  valoribus  litterarum  a  et  6 
valores  idonei  ipsius  z,  quorum  invcntio  nulla  difficultato  laborat  per  ea, 
i,  hic  tantum  valorem  §  22  datum, 


exhiberi 
i  23  et  2% 
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t,  ob  «6(««  — 66)  =  (2jf-««)66;  unde  erunt  trianguli  catheti, 

I.  =  *f '     II.  =~-6  et  hjpot  — :=±r*. 

Sit  igitur  6  =  7  et  «  =  9,  erit  «6  =  63;  a«  — 66  =  32  et 

ab  (aa  —  66)  =  63 . 32  =  1 6 . 9 . 1  h  =  (2  ff— gg)  66 , 
unde  fiet  6=12;  f=3  et  «=2;  ergo 

I  =  63+3*g±£)!,    seu   «  =  M  +  «_f_,i 

1215 

ideoque  vel  z=^-»   vel  z  =  — ;  consequenter  triangulum  quaeaitum  erit  ut  ante: 

I.  cath.  =  |g,     II.  cath.  III.  hypot  = 

%  32.  KxempL  8.  Quo  usus  tabulae  $  29  exhibitae  clarius  perspiciatur,  sumamus  pro  «  et  6 
majorcs  numeros,  sitque 

6  =  M   et  «=112,  ut  sit  «6  =  7. 16. M;    ««  —  66  =  71.9.17, 

erit 

«6(««  —  66)  =  16. 9.7. 17. 61.71  =(2/f— ggjhh,    et   6  =  12  atque   7. 17. U. 71  =  2jf—  gg. 

At  est 

7  _  3*- 2.1*;    17  =  2.3*—!*;    M=7*-2.2»;    71=2.6*— 1*, 

unde  fit 


Atque 


7.61  =  (21  ±  2.2)*—  2(6  ±  7)*  =  17*— 2.1*  =2. 16*— 15»; 
17.71  =  (2.18  ±  1)'  — 2(6  ±  3)*  =  35*- 2.3*=  2.32*- 29*. 

7.17.61.71  =  (17.35  —  2.3)* — 2(51  —  35)*=  589*— 2.16*; 

7. 17. H. 71  =2.573*  —  557*. 
reductio  ad  forraam  2u  —  m 


est  hic: 

7. 17. 61.71  =  2. 617*—  37*  ut  sit  /=M7  et  «  =  37. 
Ergo  ob  6=12,  erit  /"6  =  12.3.139  et  «6  =  12.37,  idcoquc 

Z  _  I6.7.M  -|  ,6.9.37.37  ' 

seu  z  =  16.7.U-H<7Tt<4]7^,H,> 

«I         «  =  l€.T.61  +  "-^M»=iggg"- 


Ex  quo 

.  01841969.       n  _  10863.1369 .       ...  ,         14^5  1*69 

^*'  =  T909l5lP      n-  CaUl-  -T909iMT  '  h™°*-  =-19091811 
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IX. 


(N.  Comn»e..l.  111.  1750  -  51.  p.  135.  E*hiJ».  1750.  Jati.  „.) 


§  1.  Problema  de  partiiione  numerorum  primum  mihi  cst  propositum  a  celeb.  profesaore  Haude, 
in  quo  quaerebat,  quot  varits  modis  datus  Dumems  integer,  (bic  enim  perpetuo  de  numeris  tantum 
integ-ris  et  aflirinativis  iwt  sermo),  poaait  esse  ag-gTejratum  duorum,  vel  Urium,  vel  quatuor  vel  in  genere 
quot  libuerit  numerorum.  Sive,  quod  eodem  redit,  quaeritur,  quot  variia  modis  datus  numerus  vel 
in  duas,  vel  tres,  vel  quatuor,  vel  quot  libuerit  partes  dispertiri  queat,  unde  huic  problemati 
aptissime  partitionis  numerorum  nomen  est  impositum.  Bipartitum  autem  boc  problema  a  viro  celeb. 
proponi  solet:  primo  scilicet  eos  tantum  partitionis  modos  postulat,  quibus  singulae  partes,  in  quas 
numerus  propositus  resolvitur,  siut  inter  se  inaequales;  tum  vero  bac  inaequalitatis  conditione 
omnes  omnino  partitionis  modos  requirit,  sivc  partes  quaepiam  inter  se  fuerint  aequales,  sive 
inaequales.  Perspicuum  autem  est,  hoc  posteriori  casu  numerum  partitionum  plerumque  multo  esse 
majorem,  quam  priori,  cum  non  sohnn  omnes  partitioncs,  quae  casui  priori  satisfaciunt ,  simul 
posteriorem  rcsolvant,  sed  etiam  plerumque  plures  alii  acccdant,  in  quibus  partes  acquales  contineantur. 

$2.  Ut  vis  problematis  bujus  clarius  pcrspiciatur,  nonnullos  casus  simpliciores  afferam,  qut 
actuali  partKionum  enumeratione  facile  expediuntur.  Si  quaeratur,  quot  variis  modis  numerus  6 
in  duas  partes  resolvi  possit,  statim  apparet,  boc  tribus  modis  Gcri  posse,  cum  sit: 

6=1+5  =  2  +  4  =  3  +  3, 
si  quidem  partium  aequalitas  non  excludatur.    Sin  autem  parles  tantum  inaequale; 
ultima  partitio  3  +  3  est  omittenda,  hocque  casu  numerus  6  duobus  tantum  modis  in 
inter  se  inacquales  dispertiri  potest.    Quod  si  numerus  impar ,  uti  9  proponatur,  in  duas  partes 
(listribuendus,  quatuor  prodibunt  partitiones,  quae  sunt: 

9=1  +  8  =  2+7  =  3  +  6  =  i-f-5, 
ubi  cum  partes  aequales  non  occurrant,  numerus  9  quatuor  modis  in  duas  partes  dispertietur,  sive 

sive  secus.   Si  plures  duabus  partes  desiderentur,  uti  si  quaeratur,  quot 
12  in  tres  partes  dispertiri  possit,  hoc  sequentibus  12  modis  Beri  poterit: 
I2=l  +  I-|-10;      12=1+2  +  9;       12=1+3  +  8. 
12=1+4  +  7;        12=1  +  5  +  6;        12  =  2+2  +  8. 
12  =  2  +  3  +  7;        12  =  2  +  4  +  6;        12  =  2  +  5  +  5. 
12  =  3+3  +  6;        12  =  3 +  4 +-5;        12  _  4  +  4+4. 
Sin  autem  partes  acquales  ezcludantur,  respondendum  erit,  numerum  12  tantum  7  modis  in  tres 
partes  distribui  posse. 

§  3.    Hinc  facile  intelligitur,  si  tam  numcrus  dispertiendus  fuerit  major,  atque  numerus  par- 
in  quas  eum  resolvi  oportet,  ternarium  quaternariumve  superel,  numerum  partitiooum  tam 

L.  Ealtri  Opn.  |^ 
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magnum,  ut  per  enumerationem  actu  instituendam  diffieillime  obtineri  queat.  Neque  etiam  in  boc 
negotio  inductioni  multum  est  fidendum,  quae,  uti  periculum  facienti  facile  patebit,  plerumque 
fallit,  si  ab  cnumeratione  pro  casibus  simplicioribus  facta  ad  magis  compositos  conclusiones  formare 
voluerit.  Sic  ex  metbodo  post  explicanda  patebtt  numernm  50  in  septeui  partes,  non  exclusa  partium 
oequalitate,  dispertiri  posse  89*6  modis;  sin  autem  partes  aequales  eicludantur,  remanebunt  tantum 
522  partitiones.  Numerus  porro  »2  mille  diversis  modis  in  20  partes  omnino  resolvi  potest.  At 
si  quaeratur,  quot  variis  modis  numerus  125  in  12  partes,  quae  sint  inter  se  omnes  inaequalcs, 
distribui  possit,  reperietur  hoc  fieri  posse  6*707  modis. 

$  *.  Quemadmodum  liic  omnes  numeri  integri  partium  loca  tenere  possunt,  ita  hoc 
in  infinitum  variari  potest,  prout  numeri  partes  constituentes  restringuntur.  lta  aliud  erit 
si  quaeratur,  quot  variis  modis  datus  numerus  n  in  p  partes,  quarum  nulla  datum  numenim  m  ex- 
cedat,  resolvi  possit  Partium  quoque  nuinerus  omitti  potest,  uti  si  quaeratur,  quot  variis  modis 
numerus  6  ex  his  numeris  1 ,  2,  3,  h,  per  additionem  produci  possit,  quod  sequentibus  9  modis 
fieri  poterit: 


8  =  l-M  +  i-i-i  +  i  +  i 
6=1+1+1+1+2 

6  =  1  +  1+24-2 
6  =  2  +  24-2 


6=141+143 
6  =  1+14-* 
6=142+3 
6=2+  * 
6  =  34  3 

Vel  etiam  qualitas  numerorum  praescribi  potest,  qui  partes  coustituant;  uti  si  partes  debeant  esse 
vel  numeri  impares,  vel  quadrati,  vel  triangulares,  vel  alius  cujusque  generis.  Sic  si  quaeratur, 
quot  variis  modis  datus  numcrus  possit  esse  summa  quatuor  quadratorum ,  quaestio  ad  hoc  genus 
pertinebit.  Jam  pridem  quoque  partitio  numerorum  omnium  in  partes,  quae  sint  termini  hujus  pro- 
gressionis  geometricae  1,2,*,  8,  16,  32,  etc.  est  eonsiderata,  et  quilibet  numerus  observatus  est 
modo  ex  his  numeris  1,2,*,  8,  16,  32,  ete.  per  additionem  componi  posse.  Cujus 
post  Stifelium  mentiooem  facit  Schotenius  in  suis  Exereitationibus ,  ubi  ostendit 
pondera  I,  2,  *,  8,  16,  32,  etc.  librarum  sufficcre  posse  ad  merces  quotcuoque  librarum  ponde- 
randas.  Neque  vero  ad  hoc  ostendendum  alia  metiiodo  praeter  inductionem  utitur.  Quamobrem 
non  abs  re  erit  veritatem  huius  eflati  rigorosc  demon-strassc. 

§  5.  Quem  ad  modum  ergo  haec  aliaque  similia  problemata  resolvi  oporteat,  hic  ejusmodi 
melhodum  certam  ac  tutam  proponam,  ut  inductione,  cui  vulgo  ad  solutionem  istius  modi  quae- 
stionum  plurimum  tribui  solet,  plane  non  sit  opus.    Utor  ad  hoc  sequenti  lemmate  notissimo: 

Si  istud  productum  (1  4  az)  (I  +  bs)  (I  4-  «)  (I  +  dx)  (I  +  ex)  etc.  sive  factorum  nume- 
rus  sit  finitus.  sive  infinitus,  per  actualem  mulliplicationem  evokatur,  ut  hujusnmli 
forma  prodeat: 

1  +  Ai  4  Bz*  4  Cr»  +  Dz*  +  Ez'  +  ctc. 
erit  coefficiens  secundi  termini  A  summa  quantitatum  omnium  a,  b,  c,  d,  e,  etc. 
Coefficiens  vero  B  erit  sumtna  productorum  ex  binis  harum  quantitatum  inaequalium. 
Coefficiens  C  crit  summa  productorum  ex  ternis  istarum  quantitatum  inaequalibus  et 
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coefficiens  D  erit  summa  productorum  ex  quaternis  harum  earundem  <fuanUtatum,  et 
ita  porro. 

In  hujusmodi  enim  productis  eadem  quantitas,  puta  a,  vel  quaeTts  alia  plus  quam  semel  nuaquam 
inesse  potest.    Unde  faoc  lemma  mihi  fundamentum  suppeditat  ad  partitiones  in  partes  inaequales. 

§  6.    Sin  autem  inaequalitas  partium  non  excludatur,  adhibeo  boc  lemma: 
Si  ista  formula 

 i  

(i_«)  (l_frs)(|-„)(l_rf»)(t_«,)  etc 

tive  faetorum  denominatorem  co nstituenlium  numerus  sit  finitus,  iivt  infinitus,  posl 
exolutionem  denominatorix  one  multiDlicationis  fttcUim  ver  divisionem  in  sericm  exuli- 
cetor  fa/w*  formae: 

i  +       +  _z*  -f  Cz*  +  Dz*  -f  EV  +  ctc. 
fmm  erit  A  quidem  itt  ante  summa  quantitatum  i  -fb-f  c-f  d  +  c  -f 
/2nea»  B  errt  summa  productorum  ex  binis  harum  quantitatum,  non  extlusa  repetitione 
ejusdem  quantitalis;  erit  scilicet: 

B  —  aa  +  ab  +  66  +  ac  +  6c  +  rc  +  ati  +  M  +  cti  +  cW  +  «e  +  etc. 
Simili  modo  coeffieiens  C  erit  summa  productonun  ex  ternis  harum  quantitatum 
a,  b,  c,  d,  e,  etc.  factoribus  aequalibus  in  quwis  producto  non  exclusis.  Atque 
eadem  conditione  adjecta  erit  roefficiens  D  summa  productorum  ex  quaternis  harum 
quantitatum,  et  ita  porro. 

Hincque  istud  lenuna  viam  apcriet  ad  partitiones,  in  quibus  partium  aequalitas  non  excluditur, 

absolvendas. 

§  7.  Cum  autem  in  problemate  proposito  non  dc  productis,  sed  de  summis  numerorum 
quaestio  instituatur,  loco  quantitatum  a,  b,  c,  d,  e,  ctc.  substituo  potcstates  xP,  xH,  af,  x\  x1,  etc 
Sic  enim  in  productis  ex  binis  ejusmodi  occurrent  potestates,  quarum  exnonentes  sint  summae  bina- 
rum  ex  serie  p,  q,  r,  s,  t,  ctc.    Simili  modo  producta  ex  ternis  constantibus  ejusmodi  potestatibus, 

ex  quaternis  erunt  potestates,  quarum  exponentcs  sint  aggregata  ex  quatemis  horum  numerorum,  et 
ita  porro.  Sicque  quae  ante  de  productis  sunt  notata,  nunc  ad  summas  transferuntur;  et  ita  qui- 
dem,  ut,  si  lemma  prius  adhibeatur,  summae  ex  partibus  tantum  inaequalibus  conflentur,  sin  autem 
lenuna  posterius  in  usum  vocetur,  partium  aequalitas  non  excludatur.  Hoc  igitur  modo  ambo  lem- 
mata  ad  solutionem  quaestionum  ante  memoratarum  accommodari  debehunt. 

§  8.    Aggrediamur  crgo  hanc  primum  quaestionem : 

Invenire  quot  variis  modis  datus  numerus  N  possit  dispertiri  in  p  partes,  quae  sint  inter 

Quoniam  huc  omnes  numcri  integri  affirmativi  ad  partes  constituendas  sunt  idonei,  pro  serie  supe- 
*  =  (1  +  xz)  (1  +  xlz)  (I  +  *»z)  (I  +     z)  (I  +  x" z)  etc. 
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in  infinitum,  qiue  multiplicatione  actu  instituta  evolvatur  in  hanc 

t—  1  4-  Az  +  fii1  +  Cz*  +  Dz*  +  Ez%  +  etc 


A  —  x'  +  x*  4-  x*  -j-  x*  +  x4  -j-  x*  +  etc. 
quod  est  aggrcgatum  omnium  potestatum  ipsius  x.    Deinde  quia  B  est  summa  productorum  ex  binis 
tenninia  inaequalibus  seriei  A,  erit  B  summa  potcstatum  ipsius  x  omnium,  quarum  cxponentes  sint 
sggT^K11**  duorum  numerorum  inaequalium:  et  cum  cadem  poteslas  saepius  resultare  |>ossit,  ea 
unciam  habebit  numericam  indicantem,  quot  ea  potestas  modis  sit  productum  cx 
seriei  A,  seu  quot  variis  modis  ejus 
Binis  autem  terminis  seriei  A  re  ipsa  multiplicandis 

B  =  x*+  x«  +  2x*  4-  2x«  -j-  3x'  +  3x*  +  \x>  +  **,B  4  etc. 
Cujus  serici  quilibet  coefliciens  indicat,  quot  variis  modis  esponens  potestatis  ipsius  r  adjunctae  in 
duas  partes  inaequales  dispertiri  possit.    Hac  igitur  serie  in  infinitum  continuata,  ope  legis  post 
eruendae,  resolvitiu-  problematis  propositi  casus,  quo  partitio  in  duas  partes  requiritur. 

$|  9.  Quantitas  deinde  Ct  cum  conttneat  omnia  producta,  quac  oriuntur  tcmis  tenninis  inae- 
qualibus  scriei  A  inviccm  mulliplicandis,  constabit  ex  serie  potestatum  ipsius  t,  quarum  exponentes 
sunt  sununae  trium  numerorum  inter  se  inacqualium.  Atque  eadem  potestas  toties  in  ista  serie  V 
occurret,  quoties  ejus  cxponens  cx  tribus  numeris  inter  se  inaequalibus  per  additionem  resultare 


C=x«+x7+2x'  +  3x9+%x'"  +  5x"+7x"*  +  8x'*4-  I0x14  +  etc. 
Gujus  seriei  quilibet  coefliciens  indicat,  quot  variis  modis  exponens  potestatis  ipsius  x  ai 
tres  partes  inaequaies  dispertiri  possit,  sic  ex  terroino  8x**  colligitur,  numerum  13  octo 
modis  in  tres  partes  inaequales  secari  posse,  quae  sunt: 


13  =  1+2  +  10 
13  =  1  +  3  +  9 
13  =  1  +  * +  8 
13  =  1+5  +  7 


13  =  2  +  3  +  8 
13  =  2+  \  4-7 
13  =  2+  5  4-6 
13  =  34  \  i-6 


Ista  igitur  series  C  in  infinitum  continuata  inserviet  omnibus  numeris  in  tres  partes  inaequales 


§  10.  Quantitas  porro  D,  cum  contineat  omnia  producta  ex  quaterois  terminis  inaequalibns  seriei: 

A  —  x'  +  x*  +  x*+  x*  +  etc. 
constabit  serie  potestatum  ipsius  z,  quarum  exponcntes  sint  aggregata  quatuor  numerorum  inter  se 
inaequalium;  et  in  hac  serie  quaelibet  potestas  ejusmodi  habebit  coefficientem,  qui  indicat,  quot 
variis  modis  ejus  exponcns  per  additionem  quatuor  numerorum  inter  se  inaequalium  resultare  possit. 


D  =  *,,4-a"  +  2*,*+  3x'»+  5x"  +  6*"+9x,«  +  llx,7i  etc. 
llaec  igitur  series  in  infinitum  continuata  ostendet,  quot  variis  inodis  quiaque 
summa  quatuor  numerorum  inaequaliiun.    Ex  termino  quippe  9x'*  cognoscitur  numerum  16 
modis  in  quatuor  partes  inter  se  inaequales  distribui  posse. 
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$  II.  Si  hoc  modo  ullcrius  progrediamur,  patebit  litteram  E  fore  seriem  potesUtum  ipsius  x 
ita  comparatam,  ut  cujusvis  termini  coefficiens  iodicet,  quot  variis  modis  exponens  ipshis  x  in  quin- 
que  partes  inaequales  ilissecari  possit.    Eril  autem: 

E~  x"  +  x"+2x"4-3x'»+5xl'  +  7x"+  tOx»'  -j-  I3x**  +  etc. 

Simili  modo  valor  litterae  F  erit  series  partitionibus  in  sez  partes  inaequalcs  inserviens,  et  litterae 
G,  II,  J.  etc.  pro  partitionibus  in  partes  septem,  octo,  novem  etc.  valebunt,  eruntque: 

F  —  x»'  +  xM+  2x*»  +  3x»«  -)-  5x"  +  7x~  +  1 1  x"  +  I  VxM  +  etc. 

G  =  x»»  +x»'  +  2x*°+3x»'  +  5x»1+7x»»  +  llx»*  +  I5x»»+  etc. 

etc. 

Unde  perspicitur  primi  cujusque  seriei  termini  exponentem  esse  numenim  trigonalem  numeri  partium 
propositi;  tum  vero  tam  bujus,  quam  secundi  termini  coefficientem  esse  =  I.  Cujus  quidem  ratio 
facile  intelligitur:  minimus  enim  numerus,  qui  est  summa  septem  numerorum  inter  se  inacqualium, 
necessario  est  =1+2  +  3+  *  +5  +  6  +  7=.  4-7.8  =  nuroero  trigonali  ipsius  septenarii; 
hicque  numerus,  pariter  ac  sequens  unitate  major,  plus  uno  modo  in  septem  partcs  inaequales 
disperthi  oequiL 

§  12.  Totum  ergo  negotium  redit  ad  commodam  scrierum  B,  C,  D,  E,  F,  etc.  formationcm, 
ne  id  ipsum,  quod  quaeritur,  scilicet  partHionum  oumerus  ad  cujusque  seriei  formationem  adhibeatur. 
Ac  primo  quidem  lex  progrcssionum  A  et  B  est  aperta,  cum  prioris  coefficientes  sint  omnes  uni- 
Utes,  posterioris  vero  termini  seriei  numerorum  naturalium  geminati:  sequentium  vero  serienun  lex 
minus  est  aperta,  et  quousque  eas  hic  continuavimus,  coefficientes  ex  ipsis  cujosque  exponentis 
partitionibus  constituimus.  Alio  itaque  modo  valores  isUrum  litterarum  A,  B,  C,  D,  etc.  investigari 
oportet,  unde  baec  exoritur  quaestio:  Invenire  valores  litterarum  A,  B,  C,  D,  E,  etc.  iU  ut  summa 
hujus  seriei: 

s  =  1  +  Az  +  ***+  Ct»+  Dz'  +  Ez*  +  etc. 
arqualis  fiat  isti  expressioni: 

s  —  (I  +  xz)  (1  +  x*i)  (1  +  x»i)  (1  +  x* z)  ( 1  +  x* z)  etc. 

Hunc  in  finem  igitnr  perpendendus  est  nexus,  qui  inter  has  duas  cxpressiones  intercedit,  et  quem 
ad  modum  altera  immuUri  debeat,  si  in  altera  muUtio  instituatur. 

%  13.  QuU  utriusque  expressionis  idem  est  valor  $,  ambae  inter  se  manebunt  aequales,  si  in 
ntraque  loco  z  scribatur  quaecunque  alia  quantiUs.  Ponamus  igitur  in  utraque  xz  loco  z,  et  valor 
utrinque  resulUns  vocetur  =r,  eritque  primo: 

t  =  1  +  Axz  +  /te*:*  +  Cx»z»  +  Dx«t'  +  etc. 
tum  vero  altera  cxprcssio  transmuUbitur  in  hanc: 

t=(l  +  «*r)(l  +  x*t)(l  +x«i)(l  +  xlz)  ctc. 
qui  postcrior  ipsius  t  valor,  si  cum  posteriore  valore  ipsius  s  coroparetur,  quo  erat: 

*=(!  +xij(l  +x*3){l  +  x»:)(l  +  x»zy  etc. 

mox  patebit  esse  *  =  (1  +  xt)  L  Quae  relatio  cum  etiam  in  alteris  valoribus  ipsaruro  s  et  t  locum 
babere  debeat,  nobis  praebebit  banc  aequationem: 
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i=l+i:+  Bz*  -+-  Cz*  +  Dz*  +  et*. 
(1  -+  xr)  I  =  I  +  ^xz  +  *x*r»  +  Cx*r'  +  Dx* t*  -+-  etc. 

-+-  xr  +  ^xV  +  flx*r'  +  Cx*r*  -4-  etc. 

Unde  terrainis  homogeneis  inter  se  acquandis,  Get: 


A  -  — 
"  —  i-  X 


*  =  CT=(.-«)ii-«*) 


< 


n      C:r*    _  T'° 

'  —  (l-.rMl-x^HI-*")  <!-*<> 


1 s 


F_  flj'  f_ 

1  -      —  (!-*)(!  -*»)(!  —  ~*)(1  -.««)(t  -  jr») 
etc. 

§  H.  Series  ergo,  quae  supra  pro  littcris  A,  B,  C,  D,  E,  etc.  prodire  observatae  sunt, 
oriuntur  ex  evolutione  fractionum ,  quas  hic  invenimus ,  unde  constat,  seriem  A  esse  geometricam, 
nempe  A~x  +  x*+ x*+ x*+ x*  +  etc.  quae,  quod  quidem  est  planissimum,  indicat  quemque 
numerum  unico  modo  ex  uoo  numero  integro  constare.  Reliquae  vero  scries  B,  C,  D,  E,  etc.  sunt 
recurrentes,  quarum  acala  relationis  ex  cujusvis  fraclioois  denominatore  per  moltiplicalionem  evoluto 
patebit    Ad  hoc  ostendendum  negligamus  tantisper  numeratores,  qui  suot  potestates  ipsius  x,  qua- 

~  —  1  +  «x  +  £V  +  y'x*  +  3V  +  tx*  +  -|-  v'x"  =  3 

^  =  I  +  a"x  +  /S"  x*  +  y"x*  +  3"  x*  +  t'V  +  +  */'  x"  =  » 

^  =  1  +«"'*  +  /TV  +  /'V  +  3'V  +  i"V  +  +  «/'V  =6 

^s— I  +  «,rx  ■+/9"V  +  y"V  +  3"V-|-  s"V  +  +  i/"V  =  $) 

£t  =  l  +  «'x  +  /j»  +  /V  +  3V  +  *V  +  +  i/rx"=« 

£=  1  +        +  ^V+  /V  +  3-V+  «rV  +  +  iAV  =  5 

etc. 

$  15.  Solutio  ergo  quaestionis  ad  invcntionem  serierum  H,  95,  6,  £*,  (?,  etc.  reducitar, 
quas  patet  singulas  esse  recurrcntes.  Ac  primo  quidem  series  "X,  cum  sit  31  =  — —  >  est  adeo 
geometrica,  atque  «'  =  1 ,  /?'=_!,  /  =  1 ,  3  =1,  ctc.  quod  per  se  est  perspicuum.  Series  autem 
<S,  cum  sit 


r»_  ______  _   _ 

—  (1         (1  -  x»)  —  I  -  x  -  a-*  +  x«  * 


erit  recurrens,  scala  relationis  existente  +  1,  +1,-1;  unde  erit: 
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.<*"=«"+ 1, 

7  =A  +  «  — 

i, 

*"=•/"+•£"- 

f'  —  r  +  /'_ 

r= «"  +  «"- 

etc. 

Simili  modo  series  <5,  ob 

ff—  1  .  —  * 

 (1  -x)<l  -x*)(l  —  i  -  x  -x*  +  x«+x*  -X*' 

«rit  rncurrens  et  aealam  relationis  habebit  +  I ,  +  1 ,  0,  —  1 ,  —  1,  +  1.    liode  erit: 

«~  =  i 

/r=«'"+-i 

y~=ifr+- «*■•+• 

r =/-+./(r+»  —  i 
t"  _=r+ /"+•—«•"—  i 
r = «'"  +  r +  •  —  /r—  «"  + 1 

»/"  —  r"+  «"'+-•  — /"—  /S"'+  «"' 

*"'= 9m  +  «"-+•— r-  r-i-^ 

etc. 

Eodem  modo  series  sequentes  perspicientur  esse  recun-entes,  singularumque  scalae  relationis  hoc 
modo  assignari  potcrunt.  Etsi  autem  hoc  pacto  istae  series  non  difficulter  formari  possunt,  tamco 
ista  ratione  relicta  mox  multo  commodiorem  modum  exhibebo,  harum  serierum  quamvis  ex  praece- 

il  *»nr/*  fnrrn  inrl  i  nABTimam  ArtAArvAtiAnAin  mavimt  mAman  ta  nAmmnnUlVArA 
UXllM.    lOrilluilU  I ,    pOSHJUnlli    OiJI>€rVallOIlt ITl    ITI 3X1 II 1 1    DJOuiCllll   (.OuiUlllllICrttt-i  O. 

§  16.  Cum  sit  g  =  (|_x)|t_  xt)y  patet  in  serie  evoluta  95  quamvis  potcstatem  ipsius  x 
toties  occurrere  debere,  quoties  ea  ex  potestatibus  x',  x*  per  multiplicationem  oriri  potest,  seu 
quoties  ejus  exponens  ex  numeris  1  et  2  per  additionem  produci  potest.    Ita  cum  sit: 

99  =  1  +x-+2«*+2af»-»-  3x*-f  3x*  +  +  v"xm 

ex  termino  3x*  intelligitur,  numerum  K  tribus  modis  ex  numeris  1  et  2  per  additionem  oriri  posse. 
qui  sunt: 

*  =  l  +  l  +  l  +  i;  4=1  +  1  +  2;  et  4  =  2+2. 
In  genere  ergo  terminum  v"  xn  considerando,  coefficiens  v"  indicabit,  quot  modis  exponens  n  e\ 
numeris  1  et  2  per  additionem  produci  possit.  Cum  igitur  sit  J?  =  89x»,  in  serie  B  habebitur  iste 
terminus  t/"x"+*,  qui  cum  indicet,  numerum  n  +  3  tot  variis  modis  in  duas  partes  inaequales 
secari  posse,  quot  unitates  coefficiens  v"  in  sc  complectatur,  manifestum  est,  numerum  n  -j-  3  tot 
modis  in  duas  partes  inaequalcs  distribui  posse,  quot  modis  numerus  n  ex  numcris  1  et  2  per 
additionem  produci  queat. 

%  1 7.    Deinde  cum  sit  (J  —  -—, — '  t  ,.  =- >   patet  in  hac  serie  (5  quamvis  potestatem 

«  <1  —  *)(!  —  jcx){1  —  x")      r  1  r 

ipsius  x  toties  occurrere  debere,  quoties  ea  ex  potestaUbus  x',  x*,  xs  per  multiplicationem  oriri 
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queat,  seu  quod  idem  est,  quoties  ejus  exponcns  ex  numeru  1,  2,  3  per  additiooem  produci  possit : 
Ita  cum  s*t: 

(5—1  +  *  +  2x1+3_*+V*4  +  5_J+  7_*  +  +  v"'*\ 

ci  quovis  ejus  tennino  5x4  cognoscetur,  cxponentem  5  quinque  modis  ex  numeris  1,  2,  3  per 
additioncm  produci  possc,  qui  sunt: 

5  =  1+1  +  1  +  1  +  1;  5  =  1  +  1+1^2;  5  =  l-rl  +  3;  5  =  1 +2 +2;  5  =  2 +  3. 
ln  genere  autem  terminum  v  "' x"  considcrando ,  coefficiens  v'"  indicabit,  quot  variis  modis  numerus 
n  ex  numeris  I,  2,  3,  per  additionem  oriri  queat.  Cum  igitiir  sit  CzzQx',  in  serie  C  babebitur 
iste  terminus  u"'  xntr*  quo  indicatur,  numenun  n  +  6  tot  modis,  quot  unitates  continentur  in  coef- 
Gciente  v  ",  io  tres  partes  inaequales  dispertiri  posse.  Unde  consequitur,  numerum  n  +  6  totidem 
modis  in  tres  partes  inacquales  distribui  posse,  quot  modis  numerus  6  ex  numeris  1,  2,  3  per 
additionem  produci  possit 

§  18.  i\'on  opus  est,  ut  hoc  ratiocinium  Iongius  proscquamur,  cum  hinc  jam  abunde  perspi- 
ciatur,  quemvis  numerum  n  -f-  10  tot  variis  modis  in  quatuor  partes  inaequales  dispertiri  possc, 
quol  modis  numerus  n  ex  lus  quatuor  numeris  1,  2,  3,  V  per  additionem  produci  possfi.  Simili 
modo  quilibct  numcrus  n  +  15  tot  variis  modis  in  quinquc  partes  inaequales  disperUri  poterit,  quot 
inodis  numerus  «  cx  his  quinque  numeris  1,  2,  3,  V,  5  per  additionem  produci  potest.  Generatim 
ergo  numerus  n  +'N("'i"1"  n  tot  variis  modis  in  m  partcs  inaequales  dispcrtiri  poteril,  quot  variis 

modis  numerus  n  ex  his  numeris  1,  2,  3,  %  m  per  additionem  produci  potest.   Quod  si  ergo 

quaeratur,  quot  variis  modis  numerus  N  in  wt  partes  inaequalcs  dis|»ertiri  possit,  rcsponsio  rcperictur, 

si  casuum  numcrus  investigetur,  quibus  numcrus  ?y _"*("'+ !)  CI  numeris  I,  2,  3,  k  m  per 

additionem  produci  potest. 

§  19.  Hoc  igitur  modo  resolulio  quaestionis  propositae,  de  partitione  cujusquc  numeri  in 
quot  libuerit  partes  inaequales,  reducitur  ad  solutionem  alius  problematis  jam  supra  commemorati, 
quo  quaeritur,  quot  vdriis  modis  quilibel  numerus  ex  aliquot  terminis  hujus  progressionis  arithme- 
ticac  I,  2,  3,  k,  5,  etc.  per  additionem  produci  possit.  liacque  posteriore  quaestione  resoluta 
simul  prior  resolvelur.  Quod  ut  clarius  explicemus,  nova  signa  ad  commodiorem  exprcssionem  ad- 
hibcamus.    Denotet  crgo  haec  scriptio: 

mari  possit; 

n'z>  denotet  numerum  casuum,  quibus  numerus  n  ex  his  numcris  1,  2,  3  per  addilionem 
forniari  possit ; 

et  «""'  denotet  numerum  casuum,  quibus  numeros  n  ex  his  numeris  I,  2,  3  m  per  addi- 

tionem  produci  possit.  Cum  igitur  valores  hujusmodi  characterum  fuerint  dcfiniti,  quod  deinceps 
praestabimus,  problema  proposttiun  ita  resolvetur.  Si  quaeratur  scilicet,  rjuot  variis  modis  numerus 
V  in  m  partes  inaequales  dispertiri  possit ,   numerus  casuum  quaesitus  exprimetur  hoc  charactere 
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m  (JM  ■+- 1) 

quippe  quo  indicatur,  quot  variis  modis  numerus  Pi —      ~~  ■   cx  his  numeris  I,  2,  3,  m  per 

additionem  produci  possit. 

§  20.  Ad  hanc  eandem  quaestionem  quoque  reducitur  solutio  alterius  problematis  a  celch. 
.Naudeo  propositi,  quam  ob  rem  expediet,  et  hoc  problema  ante  resolvi,  quam  ampliorem  cha- 
ractenim  modo  assumtorum  evolutionum  suscipiamus,  sic  cnim  tria  problemata,  quae  inter  se 
maxirne  videautur  diversa,  una  eademque  opera  resoivemus.  Problema  autem  ita  se  habet: 

inrenire  quol  K-ariis  inodit  datus  mmerus  N  possit  dispertiri  in  p  partes,  partium  aei/ua- 
titate  non  exclusa. 

Quoniam  hic  partium  aequalitas  non  excluditur,  sequentem  formam  contemplabor,  quae  hujus  quae- 
stionis  solutionem  in  se  continebit 

  1   

*  ~  (I  -  ii)  <t~- (l~-  x*  i)  (1  -  x~*  z)  (1  -x»t)  elc. 

quae  secundum  potestates  ipsius  :  t-voluta  praebeat  hanc  sericm: 

i=lt      4-      4  tt»  4-      -t-       4  cte. 
eritque,  ut  supra  §  6  uolavimus,  coefficicns  A  summa  omnium  tcrminorum  hujus  seriei 

x,  x1,  xs,  x*,  x*,  etc. 

seu 

^  =  x'  -|-        a;*-f  x* as*+  etc 
quae  est  eadem  series,  quam  in  solutione  praecedentis  problematis  pro  littera  A  obtinuimus. 

§  21.  Deinde  vero  est  B  summa  productorum  ex  binis  terminis  seriei  A,  quadratis  singuJorum 
terminorum  non  exclusis.  Ilinc  erit  H  summa  omnium  potestatum  ipsius  z,  quarum  exponentes  sint 
aggregata  duomm  numerorum,  sive  aequalium,  sive  inaequalium:  et  cum  eadem  potestas  hoc  tnodo 
saepius  resultarc  possit,  ea  unciam  habebit  numericam  indicantem,  quot  ea  potestas  modis  sit 
produclum  ex  binis  tcrminis  seriei  A;  seu  quot  variis  modis  ejus  exponcns  possit  esse  summa  duo- 
rum  numcrorum,  tam  aequaiium,  quam  inaequalium.  Kx  hoc  fonte  repcrieUur: 
B  —  x1  +  xl  4  2x44-  2x*  4  3x*+  3x'  4  Vx'  -f  hx>  -\-  etc. 

cujus  seriei  quilibet  coefQcicns  indicat,  quot  variis  modis  cxponens  poteslatis  ipsius  x  adjunctae  in 
duas  partes  dispertiri  possit.  Hac  igitur  serie  in  iufiiutum  continuata,  problematis  propositi  casus, 
quo  partitio  in  duas  partes  requiritur,  facile  resolvitur. 

§  22.  Quantitas  porro  C,  cum  contineat  omnia  producla,  quae  oriuntur  terminis  ternis  seriei 
A,  sive  inaequalibus,  sive  aequalibus,  invicem  multiplicandis,  constabit  ex  serie  potestatum  ipsius  x, 
quarum  exponentes  sint  summae  trium  numcronim  intcgrorum  affirmntivorum.  Atque  eailem  po- 
tcstas  x"  toties  in  serie  C  occurret,  quotics  ejus  exponens  n  cx  tribus  numeris,  sive  aequalibus, 
sive  inaequalibus,  pcr  additionem  resultare  potest.    Erit  autem: 

C=x*+x*4-2x»-i~3x'4-*x7-l-  5x'4-7x'4  8x'°4  10x"  4  etc. 

cujus  seriei  quilibet  coefficiens  indicat,  quot  variis  modis  exponens  potestatis  ipsius  x  adjunctae  in 


Digitized  by  Google 


H2 


L.  El  LERl  OPERA  ARITUMETICA.  IToO. 


tres  partes,  sive  aequales,  sive.  inacquales  dispertiri  possit.  Sic  ex  termino  8x'°  rolligitur,  nume- 
rum  10  octo  modis  divcrsis  in  tres  |iartes  sccari  posse,  quae  parlitiones  sunt: 

10=1  -1  !  8  10  =  2  4  2  +  0 

10=1  f  2  4  7  10-2  +  3  4-  5 

10  =  1  4-  3  +-  fi  10  =  2  -t-  4  -r-  V 

10=1  ^4  +  5  10  =  3-1-3  4-  V 

Ista  igitur  series  C  in  infinitum  continuata  omuibus  numeris  in  tres  partes  dispertiendis  inserviet. 

§  23.    Simili  modo  quantitas  D,  cum  contineat  omnia  producta  ex  quatuor  terminis  seriei 

.4  ~  x  +  x1  +  x*  4-  <r*  4-  etc. 

ejusdcm  termini  rcpctitione  non  exclusa,  constabtt  scrie  potestatum  ipsius  x,  quanim  exponcntcs  sint 
aggrcgata  quatuor  numcrorum,  sive  aequaliiun,  sivc  inaequaJium.  In  hac  ipitur  serie  quaelibet 
potestas  ipsius  x  ejusmodi  lubebit  coefruientem,  qui  indicct,  quot  variis  modis  cjus  exponcns  per 
additionem  4  numerorum  resultare  possit.    Repcrietur  autein  hinc: 

D  =  x*  +  x"  4  2**4-  3  x7 4-  5x»  -| -  6x'  +  9x'°+-  1 1  x"  +  etc. 

Hacc  igitur  series  in  infinitum  continuata  ostendet,  quot  variis  modis  quilibct  numerus  in 
partes  dispcrtiri  possit.  Sic  ev  tennino  9  t'°  concluditur  numerum  10  novem  modis  in 
partes  dispertiri  possc,  quac  partitiones  sunt: 

10  =  1  4  3  4-3  4  3 
10  =  2+  2  +  2  +  4 

10  =  2  4-24  3  +  3 


10=1  -4-  I  +-  1  +  7  1  10=14  14^  * 
10=1  +  1+2+6         10=1+2  +  2  +  5 


10  =  14-143+5     ,     10=14-2  +  34-4. 

§  24.  (loc  modo  ulterius  procedendo  patcbit,  litteram  E  fore  seriein  potcstatum  ipsius  x  \\a 
comparatam,  ut  cujusvis  termini  coefliciens  indicet,  quot  variis  modis  exponens  ipsius  *  in  quinque 
partes  dispertiri  possil.    Krit  aulem: 

fi  =  af»+**-r2*'+  3^TJa*+  7*" 4-  I0x"  +  13x'*  4  ctc. 
Pari  modo  valor  litterae  F  eril  series  pnrtitionibus  in  sex  partes  inserviens,  et  litterarum  G,  II,  ./,  etc. 
valores  pro  partitionibus  in  |wrtes  seplem,  octo,  novem,  ctc.  valebunt,  erit  autcm: 

F=xt+.rM'2j-"-r-3.r'+-5xl04- '•/-•"+  llx"  +  14x,s^  etc. 

G  =  x,  +  *,f2x,  +  3x,0-t  5x"+  7x"  +  llx,Jl+  I5x"  +  etc. 

ctc. 

Si  hac  series  cum  illis  comparentur,  i|uns  in  solulione  superioris  problematis  pro  iisdem  litteris  in- 
venimus,  mox  patehit  totum  discrimen  tanlum  in  potestatihus  ipsius  x  constare,  coefficientesque 
solos  utrinque  similiter  procedere.  iNe  aulem  hic  inductioni  ullum  locum  concedamus,  istam  conve- 
nienliam  sequenti  demonslralione  evincemus. 

%  25.    Consideremus,  ut  supra,  duos  valores  ipsius  *,  qui  sunt: 
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i=l  +  ^t  ***4  ^1*4-  4  e»c. 
,  .  t   ^ 

( I  —  X*  )  (1  -  X1  *)  (I  -  X»  *)  ( 1  -  X4  t)  ( I  -  **"*)  elc. 

qui,  si  loco  :  ubiquc  poDatur  xz,  abeant  in  I,  eritque: 

/_  1  4-  ,„j  +  tfx*z1  +  Cx*x»  +  Dx«:'  +  £x'z*  +  etc. 

,  _  l  

"~ '  (1  -  x*  i)  (t  -  x»  s)  (1  -  x*  t)  (t  -  x*  »)  elc* 

Unde  si  posteriores  ipsarum  *  et  I  valores  invicem  comparentur,  mox  patet  esse  *~— »  scu 
I  — (1  — xr)*,  quae  eadem  relatio  cum  quoque  inter  priores  liUerarum  *  et  I  valores  locum  tenere 
debeat,  erit: 

1=  I  -t-  Axz  +  Bx*z*+  Cx*z*  +  Dx*z*  +  Ex»z»+etc.  = 
il— x:).»_l  +  Az  +  «i*  +  Czs  +  Z)z«    +  £z*  -|-etc. 

—  xz  —  Axzx  —  Bxz*  —  Cxz*  —  Dxz*  —  etc. 

Lnde  |>er  coacquationen 


4  -\--  x 

Am    _  x' 
I  -  xx  —  (1  -  x)  (I  -  x») 

r   Bx     _  x»  

C  —  1  -lr'»'  —  (t  -  x)  (I  -  x*)(t  -  xr) 

  Cx    x* 

—  H Tx^  —  <i -*)(!-*»)  <!-*»)  (!-*•) 

etc. 


§  26.  Ex  his  formulis  intelligitur,  istas  series  non  solum  quoque  esse  recurrentes,  uti  supe- 
riores,  sed  etiam  coefQcientium  utrinque  eandem  esse  legem.    Quare  si  neglectis 


ut  sit 

etc.  etc. 

Partitio  cujusque  numeri  in  partes  quotcunque,  sive  aequales,  sive  inaequales,  pendet  a  formatione 
serierum  H,  S3,  (I,  jD,  etc.  quae,  uti  ante  observavimus,  indicant,  quot  variis  modis  quivis  nume- 
rus  ex  aliquot  terminis  initialibus  hujus  seriei  1,  2,  3,  kt  5,  etc.  per  additionem  produci  queat.  Sic 
cum  sit  ff_93x*,  quivis  numerus  n  +  2  totidem  modis  in  duas  partes  dispertiri  potest,  quot 
modis  numerus  n  ex  numcris  1  ct  2  pcr  additionem  produci  potest.  Simili  modo  cum  sit  C—tJx», 
»  +  3  tot  modis  in  tres  partes  dispertietur ,  quot  modis  numenis  n  per  additiooem  ex 
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numeris  1 ,  2 ,  3  componi  poterit.  Atque  generaliter  numerus  /i  4  m  tot  variis  modis  in  m  partes, 
sive  aequales,  sive  inaequales  dispertiri  potest,  quot  modis  numerus  n  ex  numeris  1,  2,  3,  —  m 
pcr  additionem  produci  potest. 

§  27.  Pendet  ergo  et  hoc  problema  a  solulione  quaestionis,  qua  quaeritur,  quot  variis  modis 
dalus  uumerus  ex  aliquot  terniinis  inilialibus  hujus  seriei  I,  2,  3,  4,  etc.  per  additionem  resultare 
possit.  Si  igitur,  ut  supra,  haec  scribendi  formula  A"m'  denotet  numerum  modorum,  quibus  numerus 

iV  ex  numeris  1,  2,  3  m  per  additionem  componi  poUvst,  seu  quibus  numerus  .V  in  partes 

quptcunquc  distrihui  possit,  quanim  nulla  major  stt  numero  m;  hujus  modi  characteribus  et  hoc 
problcma  propositum  resolvi  poterit.  Scilicet  n(a,)  indicabit,  quot  variis  modb  numerus  n  4  m  in 
m  partes,  sivc  aequales,  sive  inae<|uales  disperUri  possiU  Hinc  si  quaeraUir,  quot  modis  numerus 
.V  in  partes  m,  sive  aequales,  sive  inac<{uales  distribui  possit,  numerum  modorum  quaesitum  indi- 
cabit  haec  formula  (.V  —  mV"".  Si  igitur  hoc  prohlema  cum  praecedente  conferatur,  perspicuum 
erit  numerum  n  4  m  totidem  modis  in  m  partes,  sive  aequales,  sive  inaequalcs  distribui  posse,  quot 
modis  numerus  n  -j-  ",  (B^+"  '  '  ;n  m  partos  inaequales  dispertiri  possit. 

§  28.    SoluUo  ergo  amborum  problematum  a  cel.  !Naudeo  proposilorum  huc  revocatur,  ut 

definiatur,  quot  variis  modis  numerus  quicunque  n  ex  lius  numeris  1,  2,  3,  m  per  additionem 

produci  possit;  seu  ut  investigctur  valor  characteris  n  .  Quemadmodum  ergo  hoc  novum  pro- 
blema  ex  formulis  jam  ante  invcntis  commodissime  rcsolvi  queat,  vtdeamus.  Ac  primo  quidem,  si 
sit  m  =  I,  quia  quilibet  numerus  unico  modo  cx  meris  unitaUbus  pcr  additioncm  elici  pote*t,  erit 
ft  l  —  1,  quod  idem  prima  forntula  %  —    ^  f,  seu  series  inde  forroata: 

"H  —  1  -(-  x  4  x1-!-  x»4  x«  4-  x1  4  ctc. 

manifesto  indicaL 

%  29.  Quoniam  series  g>  =  ■  f  _  ^  _  jt)  indicat,  quot  modis  quisque  numerus  ex  nuraeris 
1  et  2  per  additionem  formari  possit,  in  hac  seric  potestatis  x"  coefficiens  erit  —  n  " ,  hacc  enim 
expressio  assumta  est  ad  siguificandum ,  quot  modis  numerus  n  ex  numcris  1  et  2  per  addiUonem 
oriri  |>ossil.    Hinc  igitur  erit: 

!8_l  +  1  '  x  4-  2(,ia*4  3:,!**4- V,le*+5>,,**  +  6:,)x*  -+•  etc. 
atque  ad  similiUidtncm  hujus  expressionis  erit: 

H  —  1  +  r,,*n-2;,'*,+  3r,V  +  \'l'x*+  5',)*i+6t,V  +  etc. 

Deinde  vero  cum  sit  H  =         et  93  =  -^  erit  71  =  33(1— x1),  unde  sequens  inter 

has  series  relatio  oritur: 

2t      =14  lr,ix  4  2  "x*4  3 "xN- V"x*4  5;,)*'+6  "**+  etc. 
4  33   *  =  1  +  r^^^V^  3'V4»;V-(-  5:,V-f  6:,V4 
-  23x*j  _x»-l  1  x»-2u)x'-3r,lx*-V,,xt-  etc. 

Quodsi  hinc  coaequatio  terminorum  homogeneonim  tnstituatur,  crit: 
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V'*1 

_,tD  +  a:»i 

7:»i_7(d_I_5(»> 

2'ti  —  2'1)4-  i 

5(,) 

=  5(,,43c,) 

8'.)_8(.)_l_6:.) 

3't)  __  3ro  ^  ,£tl 

6" 

=  6:.)  +  v»i 

gf.l  =9:i)+7(»i 

$  30.    (ieneraliter  ergo  erit  n :,)  _ nr,,-(-  (n  —  2)f,;.   Cum  igitur  sit  n(,)=l,  erit 

n,;_l-t-(n  —  2)r,); 

sicque  coefficientes  seriei  95  ita  determinabuntur,  ut  quisque  tenninus  ultimus  aequalis  sit  ante- 
penultimo  unitate  aucto.  Seu  cum  seriei  21  omnes  cocfljcientes  sint  unitates,  ex  seric  71  sequenti 
modo  serics  95  formabitur: 

7k  _  1  4  x  4     -f-  x*  4  ar*  4  **  -|-  x*  +  *7  4  x*  -(-  *'  4-  etc. 

1  4-1+24-  2  434  J  4  »4  » 
93  _=  1  4-x  4  _ar,4_x,-+-_*4  Sx^Vx^fcx^Sx^Sx^^etc. 
Scilicct  cum  seriei  95  duo  termini  initiales  1  4  x  constent,  subscribantur  ii  sub  terminis  tertio  et 
quarto  seriei  7L ,  hincque  per  additionem  orientur  tennini  tertius  et  quartus  seriei  93,  qui  porro  ter- 
minis  quinto  et  sexto  serici  71  subscripti  et  additi  dabunt  tenninos  quintum  et  seitum  seriei  93, 
9),  quousque  libuerit,  facillime  continuatur.    Patet  autem  hinc  esse 

n',!=_(n£_}f  scilicet  si  n  cst 
nf,,__(n+  l),  sin  autem  n  sit 

«''>=_(«  4- 2). 


$  31. 


porro  sit  (_  = 


erit  95_<_(l-x»),  unde 


(1  -_)(!  -_*)(!  -_') ' 

nascetur  relatio  intcr  series  93  et  <_: 


generalis  sit  nf,;  x", 

-  |  4.  ,t»!x  -t-2f,!x»4  3(,)x*4  *(,1**4  5f,,x*4 -:,'**  + 

—    x*  —  i(l  'x*-2;,)x*—  3f,,x*-etc. 


4d  ) 
-<_x*J 
Si  jam  hk  aequatio  inter 


,'.)__  ,:.i 

v" 

_,:.i4_i(.i 

7(»i=7(»)_l_^»; 

2f,i  —  2f,; 

=  5:,+  2(,i 

8:"__8(»)  +  5(«) 

3:»>_  3'»i  4  , 

6* 

=  6(.i  +  3r»> 

9:»]_  9(»)_(_6(») 

nf,<  = 

4-  (,,  —  3)(,) . 

et  gcneraliter 


Series  ergo  (_  es  serie  95  suisque  terminis  antecedentibus  sequenti  modo  fadle  formatur. 
Omittamus  autem  potestates  ipsius  ar,  quia  totum  negotiuin  in  coeflicientibus  Tersatur: 

95—  l  4  1  4  2  4-24-3  4-  3  4-  *  +  *  4-  5  4-  5  4-  C  4-  6  4-  etc. 

141+2434*45  4748410 

(5  =  1  4  I  4  2434  V  4547  4  8  410  4 124U4 16  4  etc. 
Scilicet  seriei  95  subscribatur  series  (_,  initium  sub  tennino  quarto  faciendo,  et  prouti  hoc  modo 
d  per  addttionem  oritur,  ita  quoque  sub  serie  95  continuabitur. 
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§  32.  Quia  deinde  est  T>  — 
modo,  quo  hactenus 
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erit  (5  -(I  —  *«)©.  Unde  simili 


usi,  repc 

rictur: 

,:.> 

—  1;»' 

*:4,_V 

7u:_7:»i 

4-  3  41 

=  2;" 

5  *  _.5 

»;  +  ,:«) 

8u;_g:») 

3U) 

_3, 

64,_6 

»>  +  a(*i 

9  *  _y ' 

+  5^ 

«•l  gencraliter 

Pari  modo  ulterius  progrcdiendo  colligetur  forc: 


n  4  ■+  (n  - 

5)^ 

««  = 

n;'''-t-  («_ 

sr" 

«""  = 

«-  -f  („  _ 

7y>; 

«•tc. 

forc: 

„tm' _«'"-•   («— «r1. 

Libi  notandum  cst,  si  fucrit  «  <»*,  tum  tcrminum  (« — «)'""  prorsus  evancscere,  sin  autem  sit 
«  _  m,  etiamsi  sit  «  —  m  _  0,  tamen  terminum  (n  —  mj  "1  valcrc  unitatem.  Deinde  si  sit  n — m~  1, 
quoque  erit  («  —  «}  '"  _  t.    Erit  ergo  perpetuo  tam  0  mi_i,  quam  1"'"  =  1  ct  n  1  _  1. 

§  33.  His  rclationibus  intcr  series  21,  05,  (5,  jD,  ctc.  notatis,  eae  facillime  formantur,  et 
quousque  libueril,  continuantur,  quac  opcratio  pcr  hic  adjunctum  schematUmum  Det  manifestum: 
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I ,  x\  x\  xs,  x\  x',   x\   x\    x\    *>,   x'°,  x'\    xis,    xl\    x",  ete. 


21  =  1  +  1+1  +  1  +  1  +  1  +  1-|-  1+  1-|-  1-|-  14-  l»j-  14-    14-    14-  l  +  etc. 

14-14-24-24-  3+  34-  *+  V4-  54  5  +  64-    64-    7+  7+etc. 

99=14-14-24-24-34-34-  4+  4+   54-  54-  64-  6 4-   74-    74-    84-  8+ete. 

14-14-24-  34-  v+  54-  74-  84-104-124  U4  164-  19+ete. 

2=1  +  1+2+3  +  4  +  5+  74-  8+10+12+14+164  19+  214-  2*4-  274-etc. 

1414  24-  34  54  64-  94114  154-  184  234  27+ete. 

D=l-|-1424345H-64-  94114154  184-2342743*4  39  +  47+  54+ctc. 

14-1+2+  3-|-  54  7410413+  18+  23+  30  +  etc. 

<£=  1  +  1+2  +  3  +  5  +  7+10  +  13+18+23  +  30+37+474  57+  70+  844ete. 

1+  1+  2+  3+  5+  7+11+  144  20+  26  +  etc. 

5  =  1  +  1+2+  3  +  5  4  7+11  +  14  +  20  +  26  +  35  +  44  +  58+  71+  90+110+ete. 

1+  1+  2+  3+  5+  7+  114-  15+  21+ete. 

®  =  1+1  +2+3  +  5  +  7+11  +  15  +  21  +28+38+W+  65+  82+105  +  131  -r  etc. 

1+  1+2+  3+  5+    7+  11+  15  +  cte. 

£  =  1  +  1+2+  3  +  5  +  7  +  11  +  15  +  22  +  29  +  40+52  +  70+  89+116+ 146+ etc. 

1+  1+  2+  3+    5+    7+  ll  +  etc. 

3=  1  +  1+2+3  +  5  +  7+11  +  15+22  +  30+41+54+73  +  94  +  123  +  137+  elc. 

1+  1+   2+    3+    5+  7-i-elc. 

#  =  1+1+2+3  +  5+7+11  +  15+22+30  +  42+55  +  75  +  97  +  128+ 164  + etc. 

1+  1+    24     34    5  +  etc. 

I  =1  +  1+2  +  3  +  5  4  7  +  11  +  15  +  22+  30  +  42+56+76+  99+131  +  169  +  rlc. 

1+    14     2+  3+etc. 

«»=1  +  1+2+3  +  5+7+11  4  13  +  22+30  +  42  +  56  4  77  +  100+133  + 172  4  etc. 

1-i-    1+  2+ctc. 

3i=  1  +  1+2  +  3+5  474  II  415422X  30  4  42  4  56  +  77  +  101  4  134+17*+  etc. 

§  34.  Hoc  modo  tabula  hic  adjuncta  per  solam  continuam  additionem  est  constructa,  atque 
ratio  constructionis  tam  est  pcrspicua  cx  inspectione,  ut  ampliorc  explicatione  non  egeat.  Ope  liujus 
tabutae  igitur  immcdiate  rcsolvitur  lioc  problema,  quo  quaeritur,  quol  variis  modis  dalus  numerus  n 
ex  his  numeris  1,  2,  3  m  per  additionem  produci  possit. 

Sic  si  quaeratur,  quot  variis  modis  numerus  10  ex  his  numeris  I,  2,  et  3  pcr  additionem 
oriri  possit,  erit  n=IO  et  m  ~  3,  atque  ei  tabula  reperitur  modorum  numcrus  =14,  qui  modi 
sunt: 
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I0  =  i^i  +  l  +  i^l+l+i  +  i  +  l^l 

10=1  +  1  +  1  +  1+1  +  1+1+1+2 

i0=l  +  t  +  l  +  l  +  l  +  l~>-i+3 

10  =  1  +  i  -(-1  4-  ■  +  1  +1+2+2 

10  —  i+l+i+i+i+2+3 

10=1  +  1  +  1  +-  1+2  +  2  +  2 

10=1  +  1  +  1  +  1+3+3 


10=1  +  1  +  1+2  +  2  +  3 
10  =  1  +  1  +  2  +  2  +  2  +  2 
10  =i-|-l+2  +  3  +  3 
10  =  1+2  +  2  +  2  +  3 
10  =  1+  3-1-3+3 
10  =  2  +  2  +  2     2  +  2 
10  =  2  +  2  +  3  +  3 


Si  quacratur,  quot  variis  modis  numcrus  25  cx  his  numcris  1,  2,  3,  V,  5  per  additionem 
produci  possit,  facto  n  =25  ct  m  =  5,  repcrictur  ex  tabula  numerus  modorum  ~  377. 

Si  quaeratur  quot  variis  modis  numcrus  50  ex  his  numcris  1,  2,  3,  V,  5,  6,  7,  8,  9,  10  per 
additionem  resultare  possit,  posilo  «  =  50  ct  m  =  10,  invenitur  modorum  oumerus  =  627V0. 

Si  vel  numcrus  propositus,  vel  mimerus  partium  major  sit  quain  in  tabula,  tum  nihilo  minus 
casuum  nuuierus  cx  tabula  ope  formularum  supra  inventarum  colligi  poterit.  Uti  si  quaeratur,  quot 

modis  numerus  60  ex  his  muneris  1,  2,  3  20  pcr  additionem  resultare  possit,  erit  n  =  60  et 

m=20,  quaeriturquc  valor  formulae 60  *°'.  Kst  vcro  60<M=60(,*l  +  Wi,o,,at60t,*,=  60ri,)+*l;,,,> 
porroque  60  r,*1  =  60"i  +  W8f,,'t  cl  60;"!  =  G0l '«'-+- V31",  sicque  deinccps.    Undc  tandcm  erit 

60(,0,=  V0,,o,+  Vln,,4-  V2U,)     V3(lT)  +   +  59(,>, 

qui  numeri  cx  tabula  collccli  tl.ml  791 131,  lot.|uc  modis  numcrus  60  c\  numcris  1,  2,  3  20 

pcr  additionem  clici  polest. 

§  35.  Ope  hujus  tabulae  deindc  ambo  problcmata  ccl.  Naudei  expcdite  rcsolvi  possunl.  Ac 
primo  quidem  si  quacratur,  quot  variis  modis  datus  numerus  N  in  m  partes  inter  se  inaequates 
ditperliri  possit,  hoc  fiet,  uti  supra  ostendimus,  tot  modis,  quot  unitates  continentur  in  hac  expres- 
sione  (N_mJ^fci>y"'  quam  uxbuUi  indicat. 

Usum  igitur  hujus  tabulae  aliquot  exemplis  ostendamus. 

I.  Quaeratur,  quot  variis  modis  numerus  25  in  quinque  partes  inaequales  dispertiri  possit? 
Erit  ergo  hic  $  =  25  et  m  ~  5 ,  unde  mim  +  "  -  |5  et  rcsponsum  continebit  formuia  10(", 

quac  ex  tabula  est  =30,  ita  ut  partiUo  30  modis  institui  possit 

II.  Quaeratur,  quot  variis  modis  numerus  50  in  7  partes  inaequales  disf>eHiri  possit? 

ilic  est  /V=50,  m  =  7  et  .V  - "  (m  + "  =  22 ,  unde  numerus  partitionum  quaesitus  est 
=  22"' =  522. 

III.  Quaeratur,  quot  wriis  nwdis  numerus  100  i/t  10  partes  inaequaUs  dispertiri  possit? 

Cum  sit  .'V  =  100  ct  m  =  10,  erit  jV— •  "'  ('"s^~  —  V5  ct  numcrus  partitiouum  rcperietur 
*5"0,  =  33i0i. 

IV.  Quaeratur ,  quot  dicersis  modis  ntunerus  256  in  20  partes  inaeqttales  dispertiri  possit? 

Ob  A  =  256  ct  w  =  20,  erit  N—  m°H  +  f>  =  V6,  et  numerus  partitionum  fict  —  V6"'  =  96271. 

V.  Quaeratur,  quot  dh-ersis  modis  numcrus  270  in  20  partes  inaequates  dispertiri  possil? 
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Ob  N  =  270  et  m  =  20,  erit  JV  —  — -  —  G0 ,  idcoque  numcms  partitionum  quacsitus  fit 

=  €0,M),  cujus  valorem  ante  invcnimus  esse  =  791131.  Tot  crgo  diversis  modis  niimcrus  270  in 
20  partes  inaequales  dis|M>rtiri  |>olcst. 

§  36.  Simili  modo  c\  tabula  quoque  alterum  problema  resolvctur,  quo  quacrehalur:  9«»!  variis 
modis  numerus  N  in  m  partes  aequalitate  partium  non  exclusa  dispertiri  possit? 

Supra  cnim  ostcndimus  partiUonum  numerum  quacsitum  contineri  in  hac  formula  (JV  —  mYm\ 
quem  valorem  cx  labula  dcpromere  licet.    Quac  solutio  quo  facilius  intelligatur,  aliquot  e\emp1a 


I.  Quaeratur,  quot  tariis  modis  numerus  25  in  quinque  partes  sive  aequalcs,  sit-e  inaeqtudes 
dispertiri  ftossit? 

Ilic  est  X~25  et  mzzi  l,  undc  JV —  m  ~20,  et  partitionum  numerus  erit  20(,'  =  102. 

II.  Quaeratur,  quut  tariis  modis  numerus  50  in  septetn  parles  sivc  aequales,  sive  inaequales 
dispertiri  \msit? 

Ob  iV— 50  et  ui  ~  1 ,  erit  X —  m  =  v  3 ;  ct  partitionum  numerus  quae&itus  fiet  V3l7>=89V6. 

III.  Quanalur,  qttot  variis  modis  numerus  50  in  decem  partes  site  aequales,  site  inaequales 
disperUri  possit? 

Ob  X—50  ct  *  =  10,  erit  X  —  m  =  V0  et  partitionum  numerus  erit  V0<,O)=  16928. 

IV.  Quaerutur,  quot  rariis  modis  numerus  60  in  12  partts  she  aequales,  sive  inaequulcs  dis- 
pertiri  possit  ? 

Cum  *sit  A'=00  ct  «  =  12,  erit  X  —  m  =  V8,  ct  partitionum  numerus  quaesitus  erit 
*8a*'=7V2o7. 

V.  Quaeratur,  quot  variis  modis  numerus  80  «1  20  partes  $ive  aequaUs,  sive  inaequale*  dis- 
pertiri  possit? 

Erit  crgo  X ~  80  ct  m~  20,  undc  iV— m  =  60,  et  parUUonum  numcrus  crit 

-  60,M!  =  791131. 


%  37.  In  seriebus  horizontalibus,  quas  tabula  exhibet,  notatu  digna  est  convenientia  inter  ter- 
initiales  harum  serierum,  quac  co  longius  proccdit,  quo  major  fucrit  numerus  m:  sic  serics 
dccima  quinta  t|umdccim  suos  terminos  initiales  cum  omnibus  seriebus  scqucntibus  habet  communes. 
Ilinc  inveniri  poterit  series,  quac  numcro  m  in  infinitum  aucto  respoudct,  quac  ergo  continebit 
valorcs  bujus  forniul.it'  «IOJ  ,  quac  dcnotal,  quot  variis  modis  numerus  a,  e.\  omnibus  prorsus  nu- 
meris  integris  per  aAlilionem  produci  possit.  Ilacc  crgo  quacsUo  digna  videtur,  quac  diligcnUus 
evolvatur.    Cum  n,cc'   compleclatur  omncs  omnino  partitiones  numcri  n,  pro  quocunquc  parlium 

numero  simul  sumtas:  crit  n<co;  aggrcgatum  e.\  numcris  partitionum  in  1  ,  2,  3,  V         usque  ad  n 

partes,  sive  aequales,  sivc  inaequalcs:  quia  numcrus  n  in  plurcs  quam  n  partes  secari  nequit. 
Quamobrem  erit: 

»"»»  =  :  a  —  1  jl "  -f  («  -2;,i!-r-(«  —  3;<s'  -f  («  -  'v.«*>  4  (n  —  5),s!  -f  ^  («  -  «)'"' 

in  qua  «eric  tam  primus  terminus  (n  —  l';<",  qui  dcnotat  sectionem  in  unam  partem,  quam  ultimus 
(n  — «}'"',  qui  dcnolat  sectioncm  in  n  partes,  est  unilas.    Hinc  igitur  serics  numeromm  n'00', 
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qnae  in  calcc  tabulac  exhibetur  per  additionem  terminorum ,  e*  superioribus  seriebus 
Sic  erit: 

i,w  =  i,,l+»1,,+  J',,+  2l,l4  1"'-  0<tl_lf  3  f  3  f 2^  1  4-1  =  11, 

> 

in  infima  tabulac  serie  sub  numero  6  hahelur. 


$  38.    Potest  autem  haec  operatio  contrahi  ope  lemmaUs  supra  inventi 

„«-  =  „«—•  •  +  ,;„_ 

unde  fit 

n.«..  _„«».-.  <  =  („_„)««'. 

Cum  enim  sil: 

n<eoi_  (n  -  1)'"  -I-  <n  -  2V"  4  n  -  3)'1'  4-  (*  —  V)'4'  f  (n  -  5)'«'  4-  («  -  6)"1  -  etc. 
si  ubique  loco  n  scribatur  n  —  I ,  erit: 

{n—iYmi  =  tn-ty"+(n-Zr>  +  (n-Sr  f  :n  -  V)'»' 4  (n  —  5)'"  f.,;»_6)u'  4-  etc. 
ubi  ob  uniformitatem  praefigitur  terminus  (n—  1)<0',  cujus  valor  cst  —  0.    Si  igitur  inferior  series 
a  superiori  subtrahatur,  ope  lemmatis  prodibit: 

rt'»>_(n_lj«co»_(„_2)'lt4-(n-V;l"-l-(n-6/"-h{n-8j,,,-H(n—  10)m4-(n- I2),t1  4  «*c. 
sicque  tcrminus  quisque  n'00'  opc  praecedentis  (n  —  l)100'  per  additionem  duplo  pauciorum  termi- 
norum  quam  ante  invenitur.    Erit  ergo  ex:  gr.: 

I2«»>__  ,noot  ^  |0(ii+8o-  4-6,*1-l-  V**'  -t-  21*'  4-  0'*' 

sive 

12lO0,_56  4  1  ^54-74  5  +  2-f  1=  77, 
qui  numerus  quoque  pro  valore  i|»sius  I2'00'  in  tabula  rcperitur. 

§  39.    Simili  modo  baec  operatio  ulterius  contrahi  potest,  cum  enim  sit: 
„<«>  —  («  _  |  ;,«*►  =  («  —  2;-' "  4-  in  —  *)'*»  4-  (n  —  6)(»'4-  («  —  8)'4)  4  (n  —  10}"*  f  ctc. 
si  loco  n  ponamus  n  —  2,  habcbiinus: 

(n  —  2),co>  -  (n  —  3),00> _  . n  —  2)'°'  4  (n  —  *)' "  -+-  n  —  6;'v  4  (n  -  8)(S'  f  (n  —  10;'"  4  etc. 
ubi  ob  luiiformitatem  terminum  (n  —  2)""__0  praemittimus.    IVunc  hanc  seriem  a  superiore  sub- 
trahendo  ope  lemmatis  ohtinebimus 
4-n'00'  — i'n— l)<00,  ) 

_>_2)'~>  +  ,„-3>'°-  j  -(«-^"4-,:«-«)m  t  l>-9/«,4(«-12.^f<n-l5),*,+-el_. 

Haec  ergo  series  si  dicatur  _  />,  erit: 

„<«>  =  (n  -  1)'~>  -  (n  —  2;'«"  -  <>  -  3  '»'  4  /'. 
In  serie  ergo  quaesita  ad  definiendum  terminum  quemvis  n'00',  praeter  valorem  ipsius  P  nosse 
oportet  ternos  terminos  praeccdentes.    Hoc  modo  procedendo  tandem  quantitas  P  evanescet,  et 
quilibet  terminus  istius  seriei  per  solos  tcrminos  praecedentes  definictur,  quac  est  proprietas  serie- 
rum  recurrentium. 

§  V0.  Hanc  vero  sericm  re  vera  esse  recurrentem  ex  ejus  genesi  est  manifestuni ,  cum  orialur 
e«  cvolutione  hujus  fractionis: 
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i 


<l  -x)(t  -  —  x»)  (t  —  x*){\  —  x*)(t  —  jt«)  clc. 

Scala  ergo  relationis  islius  seriei  habebilur,  si  iste  denominator  actu  pcr  mnltiplicationem  evolvatur. 
Instituta  autem  bac  multiplicatione  denominator  sequenti  modo  expressus  invenietur: 

1  _  x  —  x»  -f  xs  -f  x7  —  x'1  —  x' 1  4  x*1  -f  x"  —  x"  —  x40  +  x' 1  4  x"  —  x'°  —  x"  4-  et«. 
Quae  ipsius  x  potestates  qualem  teneant  lcgem,  ex  ipsa  formatioiie  vix  definiri  posse  videtur;  interim 
tamen  ex  inspectione  mox  patet,  alternatim  binos  terminos  esse  aflirmativos  et  negativos.  Neque 
minus  ex|K)nentes  ipsius  x  certain  leg«'m  teuere  observantur,  unde  ejus  terminus  generalis  colligitur  esse 

*(3«±t) 
X  * 

Scilicet  nullae  aliae  potestates  occurrunt,  nisi  quarum  exponentes  continentur  io  hac  formula 


-» 

et  ita  quidem  ut  potestates,  quac  ex  numeris  imparibus  pro  n 
quae  vero  ex  numeris  paribus  formantur,  signum  4 . 


§  VI.  Haec  igitur  forma  nobis  suppedilat  scalam  relationis  seriei  quaesitae,  quam  constat  fore: 
nw'  —  (*.—  I /,00-     (n  —  2»'001  -  (n— S)1001  —  (n— 7;.to°'  +  (,i  —  12),TO'  -f ■  (n—  1 5),oc>  —  (n— 22:i,00> 

—  (it— 26i,00,+  («— 35:      f  (n  — .V0},eo'—  (n-51),0°1—  (ft— 57),00)  4  etc. 
Ilanc  autem  legem  progressionis  locum  haberi  tentanti  facile  patebit  Sit  enim  n _  30  reperieUir  fore: 

3Q«»>_  29«»«_^2gico)_  25>oo>_  23(001^.  18,00)4  15'°°'  8,tx,)  —  V00' 

est  enim  his  numeris  ex  tabula  desumtis 

560*=  «65  +  3718  —  1958—1255  f  385  4  176  -  22  —  5. 
Atque  hoc  modo  ista 


%  V2.  Quoniam  vero  series  pro  valore  m  —  20  jam  est  formaU,  ex  ea  aliquanto  facilius  series 
quaesiU  pro  valore  m_oo  erui  poterit.    Cum  enim  series  n'101  formetur  ex  evolutione  bujus 


  1  

(t  -  x)  (l  -  X»)  (t  -  X»)  (I  -  X * )  (t  -  7*°) 

series  vero  n*001  ex  evolutione  bujus  fractionis: 

 j  

(1  -  x)  (t  -  i»)  (t  -  x»)  (1  —  jr4)  (t  —  x»«"») 

manifestum  est  si  haee  series  multiplicetur  per 

(|  —  x")  (1  —  «*»)  (I  —  x")  (1  —  x14)  (I  —  zv)  etc. 

sen  per 

i  -  x»»-*»»  —  *»»  -  x»4  -  *»'  -  x»«  -  x"  -  etc. 
-I-  x"  -f  x"  f  2x"  f  2x"  4  3x*'  -f  3x"  -f  *x"  +  *x"  -f  etc. 
-  xM-  x"  —  2x"  _  3x"  — »x™  —  5x"  —  7xn  —  8x'»  -  10xT«  —  etc. 
_f  x*>  _f  x»'  4  2x51+  3x'*  +  5x"  4  6x"  f  9x'«  +  Hx"  f  15x"  4.  elc. 

x"«_  2x",-3x,u-5x'"—  7x'»°-  lOx'"—  Ux'»1-  l8x,M—  etc. 

ete. 
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tum  prodirc  debere  priorem.    Hinc  concluditur  fdre: 

„<*<>>_     n,oo.  _(b_2|)<»_  („_22;1,00,_  («_23.,co'—  (n  — 2V.'00'  — etc. 

-(-(n  —  W;'00'-!-!/!  — VV);0O,-f-'2(/i  —  '►5),03'^2i'«  —  VG,.'00^  3f«—  V7i,0O'  +  etc. 

—  in—W)'*0'  —  fn— G7|,00> — 2(n  —  68100'— 3(«— 69 .1  ,os,-V(n  —  70]'°°  —  etc. 
4- /„_ 90) "»'-(-(«  —  91  ;,co1-4-2  « — 92;,0O>  -  3,n  — 93;'°°V5(n— 9Vjloo,4  etc. 

—  (n-il5),os>— (n-ll6y°°  —  2>-M7)"30,_  3  n-l  I8>,00,—  5>n~l  19 1,0°'— etc. 

etc. 

quarum  seriertun  coefiicienles  proccdiint  secundum  series  superiores  pro  parlitionc  numcrorum  in 
.2,  3,  V.  5,  6,  etc.  partes  inservientes. 

§  V3.    Deootet  J\n  —  2l  ),oot  summam  omnium  terminorum  scriei  n,0O>,  quae  est: 
I  4-  1  4  2  4-  3  4-  54-7  +  11+  I5-|-  22  4-  30  4-  ctc. 
usque  ad  terminum  (n  —  21  )100*  inclusive:  siinilique  modo  sit  gencraliter  fpico)  summa  omcriimi 
terminorum  ejusdem  seriei  usque  ad  terminum  pioo)  inclusive,  quae  summae  cum  successive  facile 
formentur,  erit 

n,I0,_  nto"-/n  -  2l),O0,4-/(«  -  V3V00'  +f(n—  V5),oa,+/(n  -  V7}10°»  4-  etc. 

_  /  ■„  _  66y«»  —  fin  -  M)""'  -/«  -  69),0°'  -  /\n  -  70;'00'  -  etc. 
4./„_90Voo,-../;n-92(,oo,4./i«-93,:l,oo,  f  f(n  -  9V;,00)  4-  ctc: 

etc. 

Hincque  adeo  erit: 

n(ooi_  „.*>»  +yya  _  21  !0o,_ /(/,  —  V3i,0°  — /,;/i  —  V5),00)— /(n  —  V7)<°°>  —  etc. 

_  /?„  —  G6)*00» 4/n  —  68)100»  +/(n  —  69),0O)  4-./?«  —  ^Oy00'  +  *te. 
— /(«  —  90)'«'  — /(/»  —  92;'00'  — /n  —  93),0°'  — /(«  —  ^V)100'  —  etc. 

etc. 

Htijus  rormular  0|>e,  nisi  «  sit  nuinerus  valde  magnus,  e\  serie  pro  partitione  in  20  partes  inser- 
viente  ipsa  serics  n<00'  facile  constituilur,  liocque  modo  ea  in  tahula  constructa  ethibetur,  eum 
ubique  exccssus  lerininorum  n'00*  supra  terminos         sint  assignati. 

%  VV.  Hac  igittir  serie  constructa,  proposito  quocunque  numero  deQniri  poterit,  quot  omoino 
modis  is  in  partcs  dispertiri  possit.  Sic  palet  numerum  10  omnino  V2  modis  ex  additione  resultare 
posse;  atque  numenis  59  tot  modis,  quol  indicat  iste  numerus  831820  per  addiUonem  produci 
poleril.  Sin  autein  numeri  majore»  proponanlur,  tum  tabula  liic  exhibita  ultcritis  continuari,  vel 
pro  quovis  casu  numerus  desidcratus  per  praecepta  hic  trndita  investigari  debet.  In  his  autem  par- 
lilionibus  aequalitas  parlium  non  excluditur.  Unde  novum  oritur  problema,  ipto  pro  quoiis  nuinero 
proposito  quaeritur  omnium  purtitionum  numerus  in  partts  inter  se  inaequales,  quod  problema  resol- 
vetur  ope  hujus  exprcssionis: 

f  1  4-  x)  ;  1  4-  **)  ( I  4-       1  -f  x*  .  (1  4- *•)  I  4-  x*)  etc. 
His  enim  factoribus  111  se  invicem  mulliplicatis  orictur  series,  in  qua  quilibet  coefliciens  oslendel, 
quot  variis  modis  exponens  ipsius  x  in  partes  inler  sc  inaequalcs  dispcrtiri  possit. 
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%  «.    Quod  si  autcm  hoc  prodoctum  actu  evolvatur,  reperietur  haec  series: 
1  +  x  +  x*  +  2  r*  4-  2x4  +  3  *»  +  *  x*+-  5  x1  +  6x  »  +  8  x»  4- 1  Ox1»  -+■  1 2x"  4- 1 5  x*  +  1 8xl*  4-22  *' 4 

•+■27*'»  +  32x"+- 38x"  + Mx"+  5Vx"  +  6Vx--4-76xll  +  89x" 4  etc. 
quac  cum  sit  proiluctum  cx  factoribus  inGnitis  tam  siuiplicem  legem  servanUbus, 
digna  videtur.    Ac  primo  quidem  manifestum  est  coeflicicntcs  horum  terminorum  plerumque 
pares,  ct  eos  solum  esse  imparcs,  qui  sint  cum  cjusmodi  ipsius  x  potcstatibus 


cxponentes  in  hac  forma  '  ""2  conlincantur:  cujus  phacnomeni  eadem  est  ratio,  atquc  illiiLs,  quod 
circa  exponentes  ejusdem  formae  !t""~"  m  evolutione  producU 

il_XMl-.c4:(l-x»,,l-x4:i  etc. 
observavimus.    Cum  autem  sit: 

„ +*a +x.„, +*->,.  +.-i<te.=v-^--^--j?.?--^r 

apparet,  sericin  ante  iuvcntam  cxpriini  hac  fractione: 

|  _  x»-,«+rl'|,H-  ,»-I»+,'t  +  f»-I'0-IM+  cU. 
1_.r--.r»  +  .1>  +  .X*_.r>'_.l'>  +  .,"+.t'«  -*•'-*«»  +  .tC.  " 

undc  ea  ad  modum  scrierum  recurrentium  formari  poterit. 

§  M>.  Facillime  autcm  sine  dubio  haec  series  construitur  ez  ipsa  ejus  indole,  qua  cujuslihet 
termini  coefficiens  indicare  debet,  quot  variis  modis  exponens  ipsius  x  in  partes  inaequales  dispcrUri 
possiU    Sit  ;V  cocflicicns  |iotestatis  x"  in  ista  serie,  eritque: 

N=(n  —  t)u>  +  (n  — 3)m  f  («  —  6)'»'  +  (n  —  10)<4>  +  (n  —  15)m  +  n  —  21 ':'"  +  ctc. 

nam  (n — l)u,_:l  indicat  numerum  n  unico  modo  ex  una  parte  coostare:  (n —  3}'1*  ostendit' 
quot  modis  numerus  n  in  duas  partes  inaequales,  (n —  6)"'  ostendit,  quot  modis  numems  n  in  tres 
partes  inacquales  distribui  possit,  et  ita  porro:  unde  et  haec  series  opc  tabulac  datae  quousque 
libucrit  continuari  potcst.  Cetemm  hic  notatu  dignum  cst,  si  niuneri  partiUonum  in  partes  numero 
pares  negative  capiantur,  hanc  exprcssioocm  resultantem: 

(„_,;■«»_  (n  -  3}'»'  +  (n  -  6i<J>  -  (n  -  10)m  +  n  -  15)m  -  (n  -  21  ."l  -r  etc. 

semper  essc  ~  0 ,  nisi  fucrit  n  numcrus  in  hac  forma  contentus  '-—^ —  >  sin  autcm  n  in  hac  forma 
contineatur,  tum  illius  expressionis  valorem  esse  vel  +1  vel  —  1,  prout  z  fuerit  numcrus  vcl 
impar  vel  par. 

§  M.  Qucmadmodum  hacteous  omnes  numeros  intc.gros  ad  partes  conslituendas  ndmisimus, 
ita  partiiun  conditione  limilnnda  numerus  quacstionum  in  infinitum  augeri  possct:  cui  negotio,  curo 
methodus  certa  ad  hujusmodi  quacstiones  rcsolvendas  sit  tradita,  non  diutius  immorabimur.  Siidi- 
ciat  ex  praccedente  insigncm  proprietatem  partitionis  in  partes  imparcs  annotasse.    Cum  sit: 

(1  4  xWl-i-x1)/!  +  .rJj(t  +  x,)ctc.  —  ■  -  ■   .--  \  -       ,—  — , 

quae  fonnula  ex  aequationc  iu  $  M  exhibita  sponte  fluit,  hinc  scquiUir,  qucmvis  numcrum  totidcm 
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ex  numeris  sons  imparibus  per  atlditiooem  prodoci  posse,  quot  modU  idem  numerus  omnino 
in  partcs  inter  «e  inaequales  dispcrtiri  possit.  Sic  cum  numerus  10  dcccm  modis  in  partes  inae- 
quales  dispertiri  possit,  qui  modi  sunt: 

10—10  10=1+24-7 

10  =  1+9  IOr=l-(-3-|-6 

10  =  24-8  10  =  1  -f  K  4  5 

10  =  34-7  10  =  2434-5 

10=  %  4-  6  10=1+24-34* 

idem  numenis  10  quoque  decem  modis  ex  solis  numeris  imparinus  per  additionem  produci  potest, 
hoc  modo 


10  =  l4l4l4l41i-l-rl  +  l4-l  +  l 
10=1  4141  +  1414141+1 
10=1  +  14-14-1  +  1  +  5 
10  =  t  -I-14-I-1-7  ' 
10=14-9 


10  =  1  4  3  -4  3  +  3 
10=14141-^14343 
10  =  141  4345 
10     3  4  7 
10  =  545 


§  18.  Relictis  autem  bis  speculationibus  progredior  ad  investigandum,  quomodo  quisque  nu- 
mcrus  ex  terminis  progTessionis  geometricae  J,  2,  4,  8,  16,  32,  etc.  per  additionem  formari  possit. 
Ac  primo  quidem  si  istae  partea  inter  se  debeant  esse  omnes  inaeqnales,  quaestio  resolvetur  per 
evoluUonem  hujus  expressionis: 

,=  (14*)  (1  4*1)  («  +■**)  (»  +  *•)  (l  4*"j  (14-*")  «t* 

Multiplicationc  enim  aetu  instituta,  cujusque  termini  coefficiens  indicabit,  quot  modu 
potestatis  ipsius  «  adjunctae  ex  numeris  progressionis  geometricae  1,  2,  k,  8,  16,  etc  per 
uonem  produci  possit,    Cum  igitur  quivis  numerus  unico  modo  sic  resolvi  posse  observatus  sit, 


§  %9.    Ut  hoc  « 

i  =  l  4 ra 4  ^'4  y»'4  fe' 4  w*4  ?i' -f-  ^'4***4  ete. 

atque  ad  valores  coefficienUum  a,  /3,  y,  H,  etc.  eruendos,  ponamus  **  loco  *,  sitque  valor  pro  * 
boc  modo  resultans  =  1,  erit: 

I  =  (1  4  x»)  (1  4  **)  (I  4  **)  (1      *")  (1  -4-  ***)  «tc. 

ideoque  (Iet  1  =  ( I  4  *}     Q^a  relaUonc  in  sericbus  considcrata ,  ob 

t  —  1  4  «**  4  /?**  4  -/*'  4  «V  -u       4  etc. 

habebitur: 

(1  4  *)  1  =  1  4  *  4  uar*4  «**  4  /3x*  4  /?*54  r**4  y**4  *'*'4  A*'  1-  ete. 
quac  cum  aequalis  esse  dcbcat  seriei  s,  comparatio  cocfficientium  dabit: 


■ 
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«  —  1 

3=/? 

X  =« 

,-  =  « 

t—fi 

&  —  d 

X  —  t 

7  =« 

£  =  r 

i—6 

«  =  c  etc. 

unde  manifcstum  est,  «ngulos  cocfficieotes  esse  unitaU  aequales,  ac  propterea  essc 

l^l+x  +  ^+^+^+^  +  ai'!  as7-f«,4-ele.  =  r?r;» 
quod  idem  per  se  perspicuum  est,  cum  sit: 

(t  -x)  ?|  4-*)  (i  -+-«*)  (14-««)  (1  +x')  (t  4  x")  etc.  =  t. 

$  50.    Sin  autem  quaeratur,  quot  variis  modis  quisque  numerus  ei 
geometricae  I,  2,      8,  16,  etc.  partium  aequalltatc  non  amplius  sublata,  per  additionem 
queal:  solutio  petenda  erit  ex  evoluUone  hujus  fracUonis: 

  '  

*— ■  (I  --)(!  -x«)(l  -'jt«)(I  --•)("l-_'c)  (!-*")  etc 

bac  enim  in  serie  evoluU,  cocfficicns  cujusque  tcrmini  ostcndct,  quot  variis  modis 


ipsius  x  adjunctae  ex  terminis  progressionis  geometricae  propositae  per  additionem  resultare 
'■x  loco  x,  el  valor  ipsius  $  abeat  in  I,  erit: 


possit. 


<  = 


(I— -»)(t -_«)<!  -jt«')(|-V)rtft"~^ 


Sit  igitur 

erit 


*  =  I  +  ax  4  /9«*4-  yx*4-3x4+-  *x*4  £c*  +  i^x1  +  &x'  +  /x'  +  etc. 


(1— x)*  =  t  +  «x  +  ,*-a  +  yx»4-3x4  4_fa5*4_rx*4-«?t74  ***  +  '**  + 

—  1  —  a  —  /?  —  y   —  3  —  *  —  £  —       —  fr  —  etc. 
=  *  =  I  +  «x*  +  /Sx*         +  yx*         +  3x«  +  etc. 

ex  aequalitate  terminorum  homogeneorum  obtinebitur: 

v  —  it        =  20 

£=*+.,,  =  26 
o  =  £  =26 

y  =  *  =36 
<!=(>+/  =  V6  etc. 


rj  =s  =6 
&  —  +3  =  10 
/=.*  =10 
x=  /  4-e  =  H 
A=*  =IV 

«  =  x-i-;=20 


«  =  i  =i 

.■3*  —  e  4  a  =  2 

=2 

3  =  y  +  __:  V 
<=3  -  V 
:  =  f  4  y-6 

§  51.  iNotatu  digna  est  haec  series,  cum  quod  hini  termini  sint  ubique  acquales,  liun  tjuod 
ea  facillime  quousque  libuerit  continuetur.    Clterius  autem  continuata  ita*  se  habebit: 


I  -r-  x  +  2x*  +  2xs  +  kx*  +  *x3 


6x'  +  6x7+  10x*+-  10x' 


Hj-1 


ti»x"+_ux'*  +  _ux 


1.. 


+  26x'*  +  26x"-+36x,«+  36x"'  +  V6x"4-  *6xl,+-  60x,e  +  60x1'  +  7Vx"+-  7ixM-U  !)'»*** 
+-_*x*'  +  IHi"f  IHx"  +  H0xM  +  H0x"+  166x,0+  166xil  +  202 x"  +  20.*» 
+  238x"+-  238x*»+  28VxM  +  2Mx"  +  etc. 

Ei  hac  ergo  serie  patet  numerum  verbi  gratia  30  centum  sexaginU  et  'sex  modis  cx  terminis  pro- 
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gressionis  gcometricae  duplae  per  additioncm  produci  posse.  Ceterum  attendenti  facilc  patebit, 
legem  hujus  progressionis  nullo  modo  per  terminum  generalem  exprimi  posse,  cum  revera  sit  series 
recurrens,  cujus  scala  relationis  in  infinitum  extendatur.    Dabit  autem  hoc  productuni  infinitum: 

fi  —  xj  (I  —  x1)  [I  —  x*)  ■  1  —  x"}  {1  —  x")  (1  — x")  etc. 

—9»  evolvalur,  scalam  relationis.    Ad  quam  inveniendam  ponatur  hoc  productum  =  />,  quod  abeat  in 
q  si  loco  x  ponatur  x*,  critque: 

q  —  (l—x\  (I— x*;i(l— x')il— «"jelc^^,    seu    />  =  <!— xl7. 
Statuatur  ergo: 

p  —  1  4-  «x  4-  ^x*  +  i)x*  -  fx'  4-  ."x'  4-  >/x'  -4-  9x*  —  /x'  -+■  xx'°  -t-  etc. 

eritque : 

1 1  —  x)  7  =  1  —  x  ~j-  «x* —  ux1  *  .•>'.i.-4  —  ,3x5  -r  y«* —       +  &r*  —  &-'-+-  *x,#  —  etc. 
unde  per  coaequationem  terminorum  similium  obtinetur: 


,')—     A  =  —  1 

<>  =  — '/-+' 

;V_  «=-1 

/  =  —  <5  =  +  1 

rr=     .9  =  —  1 

y  =  -«=+l 

r.~      t  _  -  1 

(>=-.'>- 

d—     ,:?  =  —! 

;.  =  -*  =  -i 

ff  =      /  =  -)-• 

1  —  —  ^  —  t  - 

,«=  r=+t 

:  =    y  =  +i 

•          "  —  | 

i/=     x  =  -t-l 

<,  =  —  r  —  —  i 

._  =   >t--\     |    <f_-*  =  -i 

§  52.    Cocflicientes  ergo  seriei  j»,  quae  ex  evolutioue  hujus  producti: 

f| -X)  (|  -x1)  (1  -x4)  (I  -x4}  (1  -x'sj  (1  -xMj  etc. 
nascitur,  omnes  sunt  vel  -+-  1   vel  —1,  neque  tamen  legem  obtinent  solito  more  assignabilem, 
erit  enim: 

/>  =  t  —  x'  —  x»  +-x4  —  x4  -i-  x*  -f  x6  —  x1  —  x"  -4-  x»4-  x10—  xn-f-x'»  —  x1*  —  xM  ■+-  x14 
_  ->« _f_  r" _|_ar* *  —  xl»  +  x10  —  x1'  —  xM  x"  +  x"  -  xli  —  .r"  -4-  x17  —  / M  .. "  4-  x»° 
-  x5'  -  x"4-X»»-4-  x*4  -  x»*  +  x4t  -  xs:-  _.M-|-  x4'^-  x«°-  x4'  -  x4>  4  ,        x44  eto. 

ubi  uotanduni  est,  quamlibet  potestalem  exponentis  imparis  xl"+l  contrarium  habere  signuin  1>i, 
quod  habet  potcstas  xln,  hujusque  signum  perpetuo  convenire  cum  signo  potestalis  x";  unde  cujusvis 
potestatis  signum  facilc  assignabitur.  Uti  si  quaeratur  sigmim  potestatis  bujus  x,:4i,  erit  rcspectu 
;<d  sola  signa  habito: 

x',41_  —x1'**—  —  x*7  __  —  X4J4=  —  i 11 '=  —  x'03—  -+-  i10'—  -r-  x"=  -f  J-2  —  —  x1  f=  — X,J 
=  +.'*-  4- x6  =  -+-xJ  =-x*  =  -*' 

siguum  ergo  potestatis  x'"1  contrarium  est  signo  potestatis  x',  quod  cum  sit  — ,  erit  id  -4-. 
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X. 

Dc  numciis  amlcabllM>ii6. 

(Opiucula  varii  argurn.  II.  1750.  p.  23.) 

* 

§  I.  Bini  numcri  vocantur  amlcabiles,  si  ita  sint  eomparati,  ut  summa  partium  aliquotarum 
unius  aequalis  sit  altcri  numcro,  et  vicissim,  summa  partium  aliquotarum  alterius  priori  numero 
aequelur.  Sic  isti  numcri  220  et  28V  sunt  amicabiles;  prioris  enim  220  partcs  aliquotac  junctim 
sumtae:  1  +  2 +  h  +  5  -f  10  +  1 1  +  20  +  22  +  U  +  55  +  1 10  feciunt  28*;  et  hujus  numeri 
28*  partcs  aliquotae:  1+2  +  V  +  71  +  W2  producunt  priorem  numerum  220. 

§  2.  Mchollon.  Stifelius,  qui  primus  hujusmodi  numeronun  meotioncm  fecit,  casu  hos 
duos  numeros  220  et  28 V  contemplatus  ad  haoc  speculationem  de«luetus  vidctur;  analvsin  enim 
ineptam  existimat,  cujus  ope  plura  istiusmodi  numerorum  paria  inveniantur.  Cartesius  vero  ana- 
lysin  ad  hoc  ncgotium  accommodare  cst  conatiu,  rcgulamque  tradidit,  qua  tria  talium  nuntcrorum 
paria  elicuit,  neque  praeterea  Schotenius,  qui  inultum  in  hac  investigatione  dcsudass»  videtur, 
plura  eruere  valuit.  Post  haec  tempora  nemo  fere  geometrarum  ad  lianc  quaestionem  magis  evol- 
vcndam  operam  impendissc  rcperitur.  Cum  autem  nullum  sit  dubium  quin  analysis  qvoque  ex  hae 
parte  incrcmenta  non  contemnenda  sit  consecutura,  si  metliodus  aperiatur,  ipia  muHo  plura  hujus- 
modi  numerorum  paria  investigare  liccat,  luud  abs  re  fore  arbitror,  si  methodos  quasdam  huc 
spectanles,  in  quas  forte  incidi ,  communicavero.  In  hunc  finem  autem  sequentia  praemittere 
necesse  cst. 

§  3.  H >|io(li«>»U.  Si  n  denotct  numcrum  quemcunque  integrum  posilivum,  cujusmodi 
numcri  liic  semper  sunt  intclligendi,  omnium  ejus  divisorum  summam  hoc  signo  /n  iodicabo,  ila 
ut  cbaracter  J  numero  cuipiam  praefixus  sununam  omnium  ejusdem  numeri  divisorum  denotet:  sic 
erit  /6  —  1  +  2  +  3  +  6  =  12. 

%  *.  CbrolL  I.  Quonlam  iuter  divisorcs  cujusvis  numeri  hic  ipse  numerus  refertur,  partcs 
aliquotac  autem  censenlur  divisores  ipso  numero  exccpto,  manifestum  est  summam  partium  aliquo- 
tarum  numeri  n  exprimi  per  fn —  n. 

$>  5.  CovoB.  9.  Quoniam  numcrus  primus  nulios  alios  divisores  admitUt  praeter  UBitatem 
et  se  ipsum,  si  «  sit  uumerus  primus  erit ,/«—  1  -j-  n.  Cum  autem  casu  /»  —  I  sit  /  I  ~  I,  patet 
unitatem  non  recte  numeris  primis  annumerari. 

§.  €.  Lrmim  I.  Si  m  et  n  fuerint  numeri  inter  se  primi ,  tit  praeter  unitatem  nullum  ha- 
beant  divisorem  cominunem,  tum  erit  fmn  —  fm.jn,  seu  summa  divisoruin  prodwii  mn  aequalis 
est  producto  ex  summis  divisorum  ulriusque  numeri  m  et  n.  Produiium  enim  mn  primo  habet 
singulos  divisorcs  utriusquc  factoris  m  ct  n,  tum  vero  insuper  divisibile  est  per  producta  cx  singulu) 
divisoribus  numeri  m  in  singulos  divisores  numeri  n.  Hi  vero  omnes  ipsius  mn  divisores  junctim 
prodeunt  si  j'm  pcr  j'n  multiplicetur. 
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■  "£"T. "  Coroll.  1.  Si  numerorum  m  et  n  uterque  sit  primus,  tdeoque  fm  =  1  +  m  et 
/n=l  +  n,  erit  summa  divisoriun  producti 

>«  =  (1  +  »)(l  +  «)=l+»  +  (.  +  mn. 
primiu  diversua  ab  m  et  n,  erit 
/mn/»  =  /mn./n  =/«./n./p  =  ( 1  +  m)  (1  -(-  n)  ( I  +  p). 
Hincque  summa  divisorum  cujusque  numeri,  qui  est  productum  n  quotcunque  numeris  primis 
diversis,  faciJe  assignabitur. 

§  8.  Coroll.  9.  Si  m,  n  et  p  non  quidem  sint  numeri  primi,  sed  tamen  ejusmodi,  ut 
praeter  unitatem  nullum  habeant  divisorem  communem,  tum  mn  et  p  erunt  numeri  inter  se  primi, 
ac  propterea  fmnp—fmn.fp.    Cum  autem  sit  fmn—fm.fn,  erit  fmnp—fm.fn.fp. 

§  9.  gchollon.  INisi  factores  m,  n,  p  sunt  numeri  inter  se  primi,  summa  divisorum  producti, 
prout  per  lejnma  indicatur,  non  est  justa.  Cum  enim  secunduro  lcrnma  smg-uli  divisorcs  factoruro  m,  n, 
p  inter  divisores  producti  mnp  rcferaotur,  si  baberent  divisorem  communem,  is  inler  divisores  pro- 
ducti  bis  numerarctur;  at  dum  quaestio  de  summa  divisorum  cujuspiam  numeri  iustituitur,  nullui  i 
divisorem  bis  uumerare  oportet    ilinc  si  m  et  n  sint  numeri  primi,  ac  m  =  n,  non  erit 

fnn  =/ ra./n  =  fl  -j-  •}*=  1  -f-  2n  -f-  •«» 
sed  habebitur  yhn=l  +  n  +  nn,  neque  divisorem  n  bis  poni  convenit  Cum  igitur  per  boc  lcmma 
divisorum  cujusque  numeri,  qui  est  produclum  et  quotcunque  numeris  primis  diversis,  recte 
r,  residuum  est,  ut  pro  factoribus  aequalibus  rcgnla  tradatur,  cujus  ope 
producti  definiri  queat. 

§  10.    LemiM  *.  St  n  sit  numerus  primus,  erit 

/n*  =  1  +  n  +  n» .  >*=  1  +  n  +  n»  +  n« ,  /n*  =  1  +  n  +  «*  +  „J  +  «* , 
et  generatim  crit 

/n'=l  +„  +  „*+..  .  +  „*-"*^1. 

§  11.    CorolL  I.   Cum  sit/n=l  +  n,    crit  /«'=/« +  n*,    vel  etiam  /n*=  1  4  «/•• 
Simili  modo   erit  /n*  = /h*  +  ns ,  vel  etiam  /n*  =  1  +  n /n" ;    porroque  /h*  = /hJ+  n*  seu 
/n*=l+n/n*  et  ita  porro.    Sicque  ex  cognita  summa  divisorum  cujusque  potestatis  n  facile 
summa   divisorum  potestatis  soquentis  n*4"1  assignatur,   cum  sit  fnk  "*" '  =/n*      n*  "*" 1 
/«*  +  »=  1  -j-  n.M 

$  12.  Coroll.  S.  Quo  sumroac  divisorum  facilius  per  factores 
/«*=(! +«)(!+«*)  =  (!+«*)/« 
/«*=(!+«*  +  «*)/« 

■/•'=  (f  +  «*  +  «*+  ««)/«  =  (I  +  «*)  ( 1  +  «*;/«. 
Scque  summae  divisorum  potestatum  imparium  semper  per  factorcs  cxhibcrl  possunt:  at  potestatum 
parium  summae  divisorum  quandoquc  erunt  nuroeri  primi. 

§  13.  CoroD.  8.  Hinc  igitur  facile  tabula  eondi  polerit,  qua  non  solum  nuroerorum  primo- 
rtim,  sed  ctiam  potestatum  ipsonun  sumroae  divisorum  exhibeantur.  Cujustnodi  tabulam  hic  adjiccre 
visum  est,  in  qua  omnium  nunterorum  primoruro  millenario  non  majortun,  eorumquc  petestatum  ad 
usque  et  altiores  pro  minoribus  numeris  summae  divtsorum  per  factores  expressae  traduntur. 
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31 

1* 
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2' 
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11' 
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2« 

127. 

38 
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11* 
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2' 

3.  5.  17. 

37 

2».  5.  VI. 

ir 

2\  3.  61.7321. 

2* 

7.  73. 

3* 

13.  757. 
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7.  19.  1772893. 

2' 

3.  M.  31. 

3» 

2\  11*.  61. 

u» 

2\  3.  5.  3221.  13121. 

2'° 

23.  89. 

3'° 

23.  3851. 

13 

2.  7. 
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3».  5.  7.  13. 

3" 
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2" 

8191. 

3 11 

797161. 

n* 

1  Kl 

2" 

3.  *3.  127. 

3 

2*.  5V7.  1093. 

13* 

2*.  5.  7.  17. 

2U 

7.  31.  151. 

3 

1 1*.  13.  %56l. 

13* 

3U9U. 

2" 

3.  5.  17.  257. 

««15 

3 

2  .  5.  17.  »1.  I9J. 

13» 

2.3.7.61.157. 

2" 

131071. 

13' 

5229043. 

2 

3*.  7.  19.  7J. 

5 

2.  J. 

13\ 

2\  5.  7.  17.  14281. 

 , — 

2i« 

52*287. 

5* 

31. 

17 

2.3*. 

2»i 

3.  5\  11.31.  U. 

5* 

2*.  3.  13. 

17* 

307. 

7*.  127.  337. 

5* 

11.71. 

17* 

2\  3\  5.  29. 

2»' 

3.  23.  89.  683. 

51 

2.  3\  7.  31. 

17* 

88741. 

2" 

M.  178181. 

5* 

19531. 

17* 

2.  3\  7.  13.  387. 

2** 

3*.  5.  7,  13.  17.  2V1. 

57 

2*.  3.  13.  313. 

2»* 

31.601.  1801. 

5' 

19.  31.  829. 

19 

2*.  5. 

2»* 

3.2731.8191. 

5' 

2.  3.  11.71.521. 

19* 

3.  127. 

2« 

7.  73.  262657. 

19* 

2*.  5.  181. 

2»' 

3.  5.29.  M.  113.  127. 

7 

— .  .  ...  — 

2\ 

19* 

151.911. 

2" 

233.  1103.  2089. 

7* 

3.  19. 

19* 

2*.  3.  5.  7\  127. 

2« 

3*.  7.  11.31.  151.331. 

7* 

2\  5\ 

2*° 

21V7V836V7. 

T 

2801. 

23 

2*.  3. 

2». 

3.  5.  17.  257.  65537. 

V 

2*.  3.  19.  k3. 

23* 

7.  79. 

2» 

7.  23.  89.  599V79. 

7« 

29.  V733. 

23* 

2\  3.  5.  53. 

2» 

3. 13691.  131071. 

77 

2\  5\  1201. 

23* 

292561. 

2" 

31.  71.  127.  122921. 

7* 

3\  19.  37.  1063. 

29 

2.  3.  5. 

2" 

3\  5.  7.13.19.37.73.109. 

V 

2*.  11.  191.2801. 

29* 

13.67. 

2" 

223.616318177. 

7io 

32955H57. 

29* 

2\  3.  5.421. 
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Num. 

Somma  dmsornm 

31 

2\ 

83 

2*.  3.  7. 

139 

2*.  5.  7. 

31» 

3.  331. 

83' 

19.  367. 

139* 

3.  13.  V99. 

31» 

2«.  13.  37. 

83» 

2».  3.  5.7.  13.  53. 

139» 

2*.  5.  7.  9661. 

37 

2.  19. 

89 

2.  3\  5. 

IV9 

2.  3.  5*. 

37* 

3.  7.  67. 

89* 

8011. 

1V9* 

7.31.103. 

37» 

2\  5.  2603. 

89» 

2*.  3*.  5.17.  233. 

IV9» 

2*.  3.  5*.  11.  101. 

VI 

2.  3.  7. 

97 

2.  7*. 

151 

2\  19. 

VI* 

1723. 

97* 

3.  3169. 

151* 

3.  7.  1093. 

VI* 

2*.  3.  7.  29. 

97* 

2*.  5.  7\9V1. 

151» 

2\  13.  19.  877. 

V3 

2\  H. 

101 

2.  3.  17. 

157 

2.  79. 

V3J 

3.  631. 

101* 

10303. 

157* 

3.  8269. 

\r 

2*.  5*.  1 1.  37. 

101* 

2*3.  17.5101. 

157» 

2\5\  17.29.  79. 

V7 

2\  3. 

103 

2».  13. 

163 

2*.  VI. 

V7* 

37.61. 

103* 

3.3571. 

163* 

3.  7.  19.  67. 

V7» 

2\  3.  5.  13.  17. 

103* 

2\  5.  13.  1061. 

163» 

2\  5.  VI.  2657. 

53 

2.  3\ 

107 

2*.  3». 

167 

2».  3.  7. 

531 

7.  V09. 

107* 

7.  13.  127. 

167» 

28057. 

53» 

2».  3\  5.281. 

107* 

2'.  3».  5*.  229. 

167» 

2*.  3.  5.  7.  2789. 

59 

2\  3.  5. 

109 

2.  5.  11. 

173 

2.  3.  29. 

59* 

35V1. 

109* 

3.  7.  571. 

173* 

67.  VV9. 

59» 

2\  3.  5.  17V1. 

109* 

2\  5.  11.  13.  V57. 

173* 

2\3.  5.29.  VI.  73. 

Gl 

2.  31. 

113 

2.  3.  19. 

179 

2*.  3*.  5. 

61* 

3.  13.  97. 

113* 

13.  991. 

179* 

'  7.  V603. 

61» 

2\  31.  1861. 

113» 

2*.  3.  5.  19.  1277. 

179* 

2*.  3*.  5.  37.  V33. 

67 

2\  17. 

127 

2\ 

181 

2.  7.  13. 

67* 

3.  7\  31. 

127* 

3.  5V19. 

181* 

3.  79.  139. 

67» 

2\  5.  17.  VV9. 

127* 

2".  5.  1613. 

181» 

2\  7.  13.  16381. 

71 

2*.  3\ 

131 

2*.  3.  11. 

191 

2«.  3. 

71* 

5113. 

131* 

17293. 

191* 

7.  13*.  31. 

71* 

2\  3\  2521. 

131* 

2*.  3.  11.8581. 

191* 

j  2\  3.  17.  29.  37. 

73 

2.  37. 

137 

1  2.  3.  23. 

193 

2.97. 

73* 

3.  1801. 

137* 

7.  37.  73. 

193* 

3.  7.  1783. 

i 

73» 

2\  5.  13.  37.  VI. 

137* 

2\  3.  5.23.  1877. 
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2*.  5*.  97.  1V9. 

L.  Colcrl  0»»«.  1  V 
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Nurn. 

Summa  divisorum 

Num. 

Njmm.-i  d.n&orum 

Num. 

SumnM  ilivinorum 

197 

2.  3*.  1 1. 

263 

2\  3.  11. 

331 

2».  83.  | 

lfJ75 

19.  2053. 

263* 

7\  13.  109. 

331* 

3.  7.  5233. 

197* 

2*.  3*.  5.  11.  3881. 

263* 

2\3.  5.  11.6917. 

331* 

2*.  29.  83.  1889. 

199 

2*.  5*. 

269 

2.  3*.  5. 

337 

2:  13*. 

199l 

3.  13267. 

269* 

13.  37.  151. 

337» 

3.  V3.  883. 

199* 

2\  5*.  19801. 

269* 

2*.  3*.  5.  97.  373. 

337* 

2\  5.  13».  VI.  277. 

211 

2*.  53. 

271 

2\  17. 

3V7 

2*.  3.  29. 

211» 

3.  13.  31.  37. 

271* 

3.  2V571. 

3V7* 

7.  13.  1327. 

211* 
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3.  10651. 

277* 
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3V9» 

3. 19.  2IV3. 
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2*.  5.  7.  V973. 

277* 

2*.  5.  139.  7673. 

3V9* 

2\  5*.  7.  60901. 

227 

2*.  3.  19. 

281 

2.  3.  V7. 

353 

2.  3.  59. 

227* 

73.  709. 

281* 

109.  727. 

353» 

19.  6577. 

227* 

2*.  3.  5.  19.  5153. 

281* 

2*.  3.  13.  V7.  3037. 

353* 

2*.  3.  5.  i7.  59.  733. 

229 

2.  5.  23. 

283 

2*.  71. 

359 

2*.  3».  5. 

229* 

3.  97.  181. 

283* 

3.  73.  367. 

359* 

7.  37.  V99. 

229» 

2\  5.  13.23.2017. 

283» 

2*.  5.  71.  8009. 

359* 

2\  3*.  5.  13.  V957. 

233 

2.  3\  13. 

293 

2.  3.  7\ 

367 

2\  23. 

233* 

7.  7789. 

293* 

861 V  3. 

367* 

3.  13.  3V63. 

233* 

2*.  3\  5.  13.61.89. 

293* 

2*.  3.  5\  7\  17.  101. 

307* 

2\  5.  23.  I3V69. 

239 

2\  3.  5. 

307 

2\  7.  11. 

373 

2.  11.  17. 

239* 

19.  3019. 

307* 

3.  V3.  733. 

373* 

3.  7*.  1 3.  73. 

239* 

2  ■  3*  13* 
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Summa  diYisorum 

Nam.  | 

Su.uma  di-i_onun 

Num. 

S«mma  drisorum 

397 

2.  199. 

V61 

• 

2.  3.  7.  1 1 . 

5V1 

2.  271. 

3971 

*_       *-  A         M  •>  A~\  A\ 

3.  Jl.  1699. 

V61* 

373.  571. 

5V1 

*1    *■!     J  akrThl*  *H 

3.  7.  1 396 J. 
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2*.  5.  199.  157bl. 

■  __  i  JL1 
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*\       H        A    A    A  A\  j  >  .  \  />  _ 

2\  3.  7.  11106261. 

-  L  •  3> 
jVl 

2\  13.  271.  11257. 

4-01 

2.  3.  67. 

V63 

2'.  29. 

5V7 

2.  137. 

V011 

7.  23029. 

i  _-»«__. 

V6J 

4%.         A  M  \         *\  _.  «^  X  % 

3.  19.  3769. 

T  *    ■*  '1 

5V7 

3.  163.  613. 

V01* 

2*.  3.  37.  VI.  53.  67. 

V6J* 

2\  5.  13.  17. 29.  97. 

5V7* 

2\  5.  137.  29921. 

V09 

2.  5.  VI. 

V67 

2\  3\  13. 

557 

2.  3*.  31. 

V09* 

#_       W  mr  A\g\mmf 

3.  55897. 

V671 

M  €\        M   M    *r  A\f% 

19.  11503. 

5a7 

7  . 63V3.  i 

V09* 

2\  5.  VI.  836V1. 

V67* 

✓*_  \       0%  %      mw       M  •  —       _i    *  4^       _  A  A 

2\  3  .  5.  13.  1 13.  193. 

5a7 

Cmt      ll      rl     J  1      **4  a  *V*4 

2  .  3  •  5  .  17.  31.  73. 

V19 

2*.  3.  j.  7. 

V79 

2\  3.  5. 

5G3 

2*.  3.  V7. 

V19* 

13.  13537. 

V791 

\3.  53V7. 

o63 

*4  a       J  i~hlf4  L  *4 

31.  102V3. 

VI 9* 

_-_S     «B      C  ™ ■      L  .4      A|t  1 

2\  3.  5.  7.  VI.  21*1, 

V79* 

/_£    «4     >     Oik     * &~4£>f4 

2*.  3.  a.  89.  1289. 

o63 

Cki     O     C     4*44*4     L  **}  ii.AI 

2\  3.  5.  29.  V7.  1093. 

V2l 

2.  21 1. 

V87 

2*.  61. 

569 

2.  3.  5.  19. 

V211 

3.  .9221. 

V871 

3.  7.  11317. 

5691 

A*r\    /*  s*  a  i\ 

7*.  6619. 

V21* 

_»_.     m  *\     m  —t    i\m  m      t  i\  m 

2*.  13.  17.  21 1.  V01. 

V87* 

2\  5.  37.  61.  6V1. 

569s 

21  3.  5.  19.  161881. 

r  «_  m 

V31 

2*.  J\ 

V91 

2\  3.  VI. 

571 

f\\      a  a       m  *\ 

2*.  11.  13. 

V3I 

7.  67.  397. 

V911 

37.  6529. 

571 

3.  7.  103. 151. 

V3I 

2\  3\  293.  317. 

V91* 

2  .  3.  VI.  1V9.  809. 

er  *9  4  S 

571* 

rh &      m  m       A  <\      m       ^  i \  t  m 

2*.  1 1.  13.  1630V1. 

V33 

2.  7.  31. 

V99 

21.  d\ 

577 

2.  17\ 

V331 

3.  37.  1693. 

V991 

3.  7.  109*. 

5771 

3.  19.  5851. 

V33 

2\  5.  7.  31.  187*9. 

V99* 

2*.  5\  13.  61.  Ia7. 

577s 

r4l     f      m  §\a\     m  *Wa\     J  a*4  Pf  l- 

2*.  5.  13".  17".  197. 

V39 

_V_     w      m  a 

2*.  5.  1 1 . 

503 

2J.  3\  7. 

587 

•-1*1    «*  ■1 

2\  3.  7*. 

V391 

«4      'lil     i>  *¥ 

3.  3I  \  07. 

5031 

13.  19501. 

587* 

5V7.  631. 

V39* 

C\ 4                 •    a        d                 *•  W  mmt 

2  .  5.  11.  173.  557. 

503* 

2'.  3\  5.  7.  25301. 

587* 

2\  3.  d.  7\  3VV57. 

VV3 

2\  3.  37. 

509 

2.  3.  5.  17. 

593 

2.  3\  11. 

L  L  *4_ 

VV3 

■V  -~40/_f_4_ 

7.  28099. 

509 

V3.  6037. 

5931 

m  **  »4     t"4  m  /»  j) 

163.2161. 

r  l  *4_ 

VV3 

2  .  3.  5  .  37.  157. 

509* 

2*.  3.  5.  17.  281.  V6I. 

593* 

2'.  3  .  5\  11.  13.  5V1. 

VV9 

2.  3\  5\ 

521 

2.  3\  29. 

599 

2\  3.  5» 

VV91 

97.2083. 

521 1 

31*.  283. 

5991 

7.513V3. 

VV9S 

2\  3\  5\  100801. 

521 3 

2\3\29.  135721. 

599* 

2'.  3.5\  17.61.  173. 

V57 

2.  229. 

523 

2\  131. 

601 

 ______ 

2.  7.  V3. 

V571 

3.  7*.  9967. 

5231 

3.  13.7027. 

6011 

3.13.9277. 

V57J 

2\  5\  229.  VI 77. 

523* 

i  2\  5.7.  131.  1609 

601* 

2\  7.  V3.  313.  577. 
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Nw». 

Somma  dm*orum. 

Xum. 

Summa  divisonun. 

Nuir). 

1 

Summa  dmsomiu.  J 

607 

2\  19. 

673 

2.  337. 

751 

2\  V7. 

607* 

3. 13.  9V63. 

673* 

3.  151201. 

751* 

3.  7.  26893. 

607* 

2\  5*.  19.  7369. 

673* 

2*.  5.  337.  V5293. 

751* 

2\V7.  282001. 

613 

2.  307. 

677 

2.  3.  113. 

757 

2.  379. 

613* 

3.  125161. 

677* 

V  59007. 

757* 

3.  13.  1V713. 

613* 

2*.  5.  53.  307.  709. 

677* 

2*.  3.  5.113.  V5833. 

757* 

2*.  5\  73.  157.379. 

617 

2.  3.  103. 

683 

2*.  3*.  19. 

761 

2.  3.  127. 

617* 

97. 3931. 

683* 

7.  66739. 

761* 

579883. 

617* 

2*.  3.  5.103.  38069. 

683* 

2*.  3*.  5.  19.  V66V9. 

761» 

2*.  3.  17.  127.  17033. 

619 

2*.  5.  31. 

691 

2».  173. 

769 

2.  5.  7.  11. 

619* 

3.  19.  6733. 

691* 

3.  19.  8389. 

769* 

3.  31.  6367. 

619* 

2*.  5.  13.  31.  IV737. 

691* 

2*.  173.  193.  1237. 

769* 

2*.  5.7.  11.71.  17393. 

631 

2*.  79. 

701 

2.  3*.  13. 

773 

2.  3\  V3. 

631* 

3.  307.  V33. 

701* 

V92I03. 

773* 

598303. 

631* 

2*.  79.  199081. 

701* 

2*.  3*.  13.  17.  97. 1V9. 

773* 

2*.  3*.  5.  V3.  59753. 

6V1 

2.  3.  107. 

709 

2.  5.  71. 

787 

2*.  197. 

6V1* 

7.  58789. 

709* 

3.  7.  23971. 

787* 

3.  37*.  151. 

6V1* 

2*.  3.  107.  205 V VI. 

709* 

2*.  5.37.  71.6793. 

787* 

2*.  5.  197.  2V1.  257. 

613 

2*.  7.  23. 

719 

24.  3*.  5. 

797 

2.  3.  7.  19. 

6V3* 

3.  97.  IV23. 

719* 

V87.  1063. 

797* 

157.  V051. 

6V3* 

2*.  5*.  7.  23.  8269. 

719* 

2*.  3*.  5.  53.  V  877. 

797* 

2\  3.  5.  7.  19.  63521. 

6V7 

2\  3*. 



727 

2*.  7.  13. 

809 

2.  3\  5. 

6V7* 
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3.  I76VI9. 

809* 
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2*.  3\  5.  229.  1V29. 
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2.  3.  109. 
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2.  367. 
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6531 
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3.  19.  9V39. 

811* 

3.  31.  73.  97. 

653* 
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733* 

2*.  5.  13.  367.  VI 33. 

811* 

2\  7.  13.  29.  VI.  617. 
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2*.  3.  5.  11. 
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2*.  5.  37. 

821 

2.  3.  137. 
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739* 

3.  7.  260VI. 

821* 

7.  229.  V21. 

659* 

2*.  3.  5.  11.  17.  53.2V1. 

739* 

2\  5.  37.  273061. 

821* 

2*.  3.  137.  337021. 

661 

2.  331. 

7V3 

2\  3.31. 

823 

2*.  103. 

661* 

3.  1V586I. 

7V3* 

552793. 

823* 

3.  7.  V3.  751. 

661* 

2*.  331.218V61. 

7V3* 

2\  3.  5*.  31.61.  181. 

823* 

2\  5.  103.  67733. 
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§  I».  Hchollon.  Usus  bujus  tabulae  est  amplissimus  in  quaeslionibus  circa  divisorcs  et 
partfs  aliquotas  versantibus  resolvcndis.  Ejus  enim  ope  cujusque  numeri  [»ropositi  siimma  divisorum 
facili  ncgotio  inveniri  potest,  qua  rcperta,  si  inde  ipse  numerns  proposilus  auferatur,  rcmanebit  ejus 
summa  partium  aliquotarum.  Ex  quo  statim  constat,  hujus  tabulac  sitbsidio  nuineros  amicabiles, 
qiHW  snm  traditurus,  fecile  explorari  posse,  utrum  sint  justi  nec  ne?  Quemadmodum  autem  opc 
hujus  labulae  cujusvis  numeri  summa  divisorum  cognosci  possit,  in  sequenti  lemmate  explicabo. 
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§  15.  Lcmma  S.  Proposito  quocunquc  numcro,  cjus  summa  dWisomm  sequenti 
modo  collijfitur. 

Cum  omuis  numerus  sit  vel  primus,  vel  productum  c\  primis,  resolvatiu-  numerus  propositus  in 
suos  factorcs  primos,  et  qui  iuter  se  fucrint  aequales,  conjunrlim  exprimantur.  Hoc  modo  numerui 
|>ropositus  sempcr  ad  hujiismndi  formam  redigetur  m" .  n'./>?.  q8.  ctc.  cxistcntibus  m,  n,  p,  q  cUn 
nmncris  primis.  Posito  ergo  numero  proposito  —  JV,  cum  sit  V  =  m".  n\  p".  qa.  ctc.  ct  factores 
m  ,  /if,  p",  q",  etc.  inter  sc  primi,  crit /V=/m" .fn> \/p'./qH.  etc.,  ct  valores/m",  /n\  /p\/qS,  ©to. 
cx  tabula  adjuncla  patebunt. 

Exempl.  1.    $it  numerus  propositus  jV=360. 

Resoluto  hoc  numero  in  suos  factorcs  primos  erit  .V=2'.  31.  5,  ideoquc 

./360  = /S*  ,  /3*  ,/  5  =  3.5.13.2.3,  ob       —3.5, /31  =  1 3 ,  /5  =  2 . 3. 
Lnde  his  factoribus  ordinatis  Get  /360  =  2. 31.  5.13=  1170. 

Exempl.  2.    Kxplorentur  numcri  2f,20  et  2924  utrum  sint  amicabiles,  ncc  nc? 
Cuni  sit  2620  =  2*.5. 131  ct  202V  =  2*.  17  .  U,  examcn  ila  instituctur 

[Numcri  proposiU  *  2620  292* 

pcr  factores  expressi  i        2 1 .  5  .  131  2*.  17.  M 

summac  divisonim   7 . 6.  132  =  55 \\   i  7  .  18.  k%  =  55 *V 

summae  |iartium  aliquotarum  |  292V  2620 

Cum  igitur  summac  partium  aliquotarum  sint  numeri  reciproce  aequales,  patet  propositos  numeroj 
esse  amicabiles. 

§  16.  SchoUoit»  llis  igitur  praemissis,  quac  ad  invcntioncm  divisorum  cujusque  numeri  perr 
tinent,  ipsuin  problema  dc  invcstigatione  uumerorum  amicabilium  aggrediar,  atquc  scrutabor,  qucm- 
admodum  hujtismodi  numeros  rationc  summae  divisonim  intcr  se  comparatos  esse  oporteat,  quo 
deinceps  facilius  conim  invcntio  per  regulas  post  tradendas  suscipi  qucat. 

§  17.  ProMema  «cncralc.  Invcnire  numcros  amicabilcs,  hoc  cst  duos  numeros 
hujus  indolis,  ut-allcr  aequalis  sit  summae  partium  aliquotarum  alterius. 

golutlo.  Sint  m  ct  /i  duo  hujusmodi  numcri  amicabilcs,  ct  pcr  hvpothesin  /m  ct /n  summae 
divisonim  eorumdem.  Krit  numcri  m  summa  parlium  aliquotarum  =  /m —  m,  et  numeri  n  summa 
partium  aliquotarum  =/'» — «.  Hinc  c\  natura  numcrorum  amicabiliom  nasccntur  hac  duac  aequatkmes: 

/m —  m  =  n  ct  /n —  n~m,    sive  /m  = /n  =  m  -4-  n. 
^umcri  crgo  amicahiles  m  cl  /i  primo  habcrc  debent  candcm  summam  divisorum,  tum  vero  oportet, 
ut  haec  commuuis  divisorum  summa  aequalis  sil  aggregato  ipsorum  numeroruin  m  -\-  n. 

§  18.  Coroll.  1.  Problema  ergo  huc  reducitur,  ut  quaerantur  duo  ejusmodi  numeri.  qui 
habcaiit  eandem  divisorum  summam,  haecquc  aequalis  sit  aggrcgato  ipsorum  numerorum. 

§  19.  Coroll.  3.  Ips.i  quidem  probleuialis  ratio  exigil,  ul  bini  numeri  quaesiti  sint  inter  se 
inaequalcs:  sin  autem  desiderenlur  aequalcs,  ut  sit  m  =  n.  fiet  /n  =  2«  et  /n  —  n  =  n:  hujus 
scilicet  numeri  gcminati  /i  summa  partiuiu  aliquotarum  ipsi  (iet  aequalis,  quae  est  proprietas  numeri 
perfccti.    Ergo  quilibet  numcrus  perfectus  repetiUis  numcros  exhibet  amicabilcs. 
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§  20.  Coroll.  3.  Sin  autem  numeri  amicabiles  m  ct  n,  ut  natura  quaestionis  postulat,  sint 
inaequajes,  manifestum  est,  aiterum  esse  redundantem,  alterum  deficicotem;  summa  scilicet  partium 
aKquotarum  alterius  ipso  erit  major,  alterius  vero  ipso  minor. 

§21.  Scholion.  Ex  hac  quidem  gcncrali  proprietate  parum  adjumenti  consequimur  ad  nu- 
meros  amicabiles  inveniendos,  eo  quod  ista  analyscos  species,  cujus  ope  aequationem 

fm  —  fn  —  m  -j-  " 

evolvere  liceat,  etiam  nunc  penitus  sit  inculta.  Ob  quem  defectum  formulas  magis  particulares 
contemplari  cogimur,  ex  quarum  indole  regulas  speciales  pro  inventione  numerorum  amicabilium 
derivare  liceat;  quorsum  etiam  pcrtinet  regula  Cartesiana  a  Schotenio  commemorata.  Ac  primo 
quidem,  etiamsi  non  constet,  utrum  dentur  numeri  amicabiles  inter  se  primi,  nec  ne?  formulas 
generales  ita  restringam,  ut  numeri  amicabiles  factorem  commonem  obtineant. 

§22.  ProMema  partlculare.  Invenire  indolem  numerorum  amicabilium,  qui 
communem  habeant  factorem. 

—  an;  sint  vcro  tam  m  et  a,  quam  n  et  a  numeri  inter  se  primi,  ut  utriusquc  divisorum  summa 
per  praecepta  data  reperiri  queat.  Cum  igitur  primo  utriusque  eadem  esse  delieat  divisorum  summa, 
htlja.fm—fa.fn,  ideoque  fm  —fn.   Deinde  vero  neccsse  est  ut  sit  fa  .fm  scu/a./h  ipsorum 


aequalis  aggregato  am  +  an,  unde  habetur^-  _.  ^r^-   Positis  ergo  numcris 

amicabilibus  am  et  an,  primo  csse  oportet  /m  =  /n,  tum  vero  requiritur  ut  sit  a{m-\-  n)~  fa.f  m. 

§  23.  CoroD.  1»  Si  ergo  pro  m  et  n  ejusmodi  numeri  jam  fuerint  eruti,  ut  sit  /m_  /n, 
tum  numerus  a  investigari  debet,  ut  sit  jr—£^-i  scu  cx  ratione,  quam  numerus  ad  summam 
divisorum  suorum  tencrc  debet,  ipse  numcrus  a  erit  investigandus. 

§  2%.  Coroll.  3.  Si  factor  communis  a  fuerit  datus ,  quaestio  ad  inventionem  numcrorum  m  et. 
n  reducitur,  qui  prouti  vel  primi,  vel  compositi  ex  duobus  pluribusve  primis  assumuntur,  quoniam 
tum  divisorum  summac  actu  exhiberi  possunt,  rcgulae  speciales  ad  eos  inveniendos  tradi  potcnmt. 

§  25.  CoroIL  3.  Statim  autem  perspicitur  utrumque  numerum  m  et  n  primum  esse  non 
posse:  quare  casus  simplicissimus  exstat,  si  alter  prirous,  alter  vero  productum  ex  duobus  numeris 
primis  assumalur.  Tum  uterque  productum  ex  duobus,  pluribusve  numeris  primis  statui  poterit, 
unde  innumerae  regulae  speciales  pro  inveniendis  numcris  amicabilibus  derivari  poterunt. 

§  26.  HchoHora.  Diversae  ergo  numerorum  amicabilium  formae,  quae  hinc  nascuntur,  se- 
quenti  modo  repracsentari  poterunt.  Sit  a  utriusque  communis  factor,  et  p,  q,  r,  s,  etc.  numeri 
primi,  quorum  nullus  sit  divisor  communis  factoris  a,  atque  numerorum  amicabilium  foruiac  crunt: 

apq 
rs 


{apa  (  a 
Forma  sccunda  < 

«r  \  a 

(  apqr  i 

Forma  tertia  <  Forma  quarta  | 

(  npqr 

Formaquinta  |  etc. 


apqr 
asl 
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Quanquam  numerus  harum  formanim  in  infinilum  augeri  potest,  minime  tamcn  hinc  concludcre  licct, 
in  his  formis  omncs  numcros  amicabiles  contineri.  Frimum  enim,  dum  hic  litterae,  p,  q,  r,  s,  t,  etc. 
numeros  primos  divcrsos  significant,  non  verisimile  est,  nullos  dari  numeros  amicabilcs,  in  quibus 
non  occurrant  potostates  ejusdom  numcri  primi.  Deinde  paritcr  non  constat,  utrum  non  dentur 
numcri  amicabilcs,  qui  vel  nullum  habeant  factorem  communcm  a,  vel  in  qiubus  factor  hic  non 
prorsus  sit  idcm:  veiuti  si  darentur  numeri  amicabilcs  hujus  formac  m"P  et  m?Q,  in  quibus  cxpo- 
ncntcs  «  ct  /J  essent  diversi;  quae  forma  propterca  in  supcrioribus  non  contincretur,  etiamsi  PetQ 
cssent  producta  n  meris  numcris  primis  inter  sc  diversis.  Ex  bis  perspicilur  quaestionem  de  nu- 
mcris  amicabilibus  latissime  patere,  camquc  ob  hoc  ipsum  tam  essc  difficilcm,  ut  solutio  complcta 
vix  sil  exspectanda.  Solutionibus  igitur  particularibus  equidem  tantum  incumbam,  ct  varias  methodos 
apcriam,  quarum  opc  ex  forinulis  InuUlis  plures  numeros  amicabiles  mihi  elicere  licuit.  Quaelibet 
autem  forma  duplicem  mibi  suppcditavit  metbodum,  prout  factor  communis  a  vcl  datus  assumitur, 
vel  ipse  quaeritur;  has<|ue  inethodos  in  sequcntibus  prohlematibus  exponam. 

§  27.  Problema  1.  luvenirc  numeros  amicabilcs  primac  formac  apq  et  ar,  si 
factor  communis  a  sit  datus. 

Solutio.  Cum  p,  q  et  r  sint  numeri  primi,  alquc  fr  — //>  ./</,  seu  r  -|-  I  =  (p  -\-  I)  [q  -+■  1); 
ponatiu*  p-\-i—  x  ct  q-i-i—y,  fietque  r  —  xy — 1,  ideoque  x  et  y  ejusmodi  essc  oportet 
numeros,  ut  tam  x —  1  et  y —  I  quam  xy —  I  sint  numeri  primi.  Deiude  ut  a  (x  —  i)(y —  I) 
et  aixy —  I  sint  numeri  amicabiles,  oportct  ut  corum  aggrcgaUim  <n;2xr  —  x  —  y)  aequale  sit 
summac  divisorum  alterutrius  xyfa;  undc  nanciscimur  hanc  aequationem 

xyfa  =  2axy-ax-ay,    seu  j •-  ^_y"}  x  _  „• 

•i 

Sit  brevitatis  gratia  ~- et  -  sit  valor  fractionis  a  "      ad  mioimos  terminos  rcilucLac, 

criloue  r  — — i  scu  cy  —  —  X  ,  —  6  -\  — .  >  unde  habebimus  (rx —  6)  \cy  —  6)  — 66. 

Cum  igitur  cx —  6  ct  cy  —  6  sint  factores  ipsius  66,  quadratuin  cognitum  66  in  ejusinodi  binos 
factorcs  resolvi  debct,  quonim  utcrquc  numero  6  auctus  fial  per  c  divisibilis,  ct  quoti  x  ct  y  indn 
cmergentos  ita  sint  comparati,  ut  x —  I,  y —  1  ct  xy  —  I  cvadant  numcri  primi.  Quac  conditio 
quoties  obtincri  potcrit,  quod  quidem  pro  quovis  valorc  ipsius  ti  assumto  statim  dispicitur,  toties 
obtincbuntur  numcri  amicabilcs,  qui  crunt  • 

a  r—  1    v_  |     ot    «,  />•—  I,    Q.  E.  I. 

%  28.  CorolL  Prout  igitur  pro  <i  alii  aliiquc  numeri  accipiuntur,  unde  valores  6  ct  c  inno- 
tcscant,  rcgulae  cmcrgeut  particulares,  quanim  opc  numcri  amicabilcs,  si  qui  in  eo  genere  dantur, 
lacile  cruentur. 

J>  29.  Reyuta  I.  Sit  factor  communis  a  polcstas  quaecunquc  binarii,  pula  a~2",  erit 
fa—  2"-'—  t,  ideoque  2n  —  fa  —  I ,  unde  crit  1  —  2" ,  et  |.i opterea  6  —  2"  et  c  =  i. 
Ilinc  oritur  \x  —  2"i  ( y  —  2")  -  2,B.  Quare  cum  2l"  alios  non  habeal  factorcs  nisi  poteslates 
binarii,  erit 
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x—  2"  =  2"+i,    y  —  2n=2*-1        .,  ,  ,;„«.>.  .-,,■„  ■„tl.r  ,  -1 
seu    .     fa8«+'+S»,.   y  — 2"- *+2". 
n  est,  an  ejusmodi  valor  pro  A  detur,  ut  sequeotes  Ures  numeri  \ 

X       |  =  2*+"*+  2"       f  '  '  ■  »:|,,"-J<- '  i< 

r- 1=2-^2»-! 
xr_  I  _2»»+i^_2»"-+-*4- 2*"-*— 1 
numeri  priml.    Quod  si  succedat,  erunt  numeri  amicabiles 

2«(2-+-*4.2"-l)(2'-*-|-2',-l)  ; 
2«  (2*"+«  _j_  2*n+li-\-  2*"~*  l). 

Vel  sit  a-k  =  m,  seu  n  =  m  +  A,  ttetque  ' 

x—  \=2m{2tk-\-2l)  —  i=q 

xr  —  1  —.a*"*  ^**-^*-!-  2** H-  24) —  l=r 
qui  numeri,  quoties  fuerint  primi,  praebebunt  nunieros  amicabilcs. 

JJ  30.  <  a*ii»  I.  Sit  k  =  1 ,  et  numeri  amicabiles  obtinebuntnr,  quoties  sequentes  tres  numeri 
fuerint  primi 

3.2'"- I;  6.2™- 1;   18.2""-!.  '  '  »": 

Tum  enim  positis 

p_3.2"—  I;  «7 -=6.2"'—  1   et  r_18.2*m  —  I 
numeri  amicabiles   erunt  2m  +  ipq  et  2m  +  lr,    ob  ft  =  m  +  k  =  «  -f  I.    Haecque  est  regula 
Cartesii  a  Schotcnio  tradita.  »   .    *  c      »    .  '■ 

§  31.    Exempl.  1.    Sit  m=f,  critque  t 

p  =  3. 2  —  1=5  numerus  primus  - •• 

0  =  6.2—1  =  11  Mmerus  primus  - 
r  =  18.*—  1  =  71  numerus  primus< 
Hinc  ergo  oriuntur  numeri  amicabiles: 

2».  5.  II  et  2\  71  sive  220  et  28*, 
qui  sunt  minimi  omnium,  qui  exliiberi  .possunt. 

§  32.    Exempl.  2.    Sit  /«=2,  eritque  2T=h  et  2*"?=  16  atque 

p  =  3 .  \  —  1  =  11    numeros  primus 
«7  =  6  .  K  —  1  —  23    numcrus  primus  1  ■•:►...»  . 

%  33.    Em*£.  3.    Sit  m  =  3,  eritque  2«"=  8  et  2»"'=  6*  atque      .§  -•.:...>    .  . 
I  p  =  3  . 8  —  1  =  23  primus 

„1    ^  .  q  =  6 . 8  —  I  =  V7    primus  | 

r  =  18.64—1  =  1151  primus. 

UK.I.riOiw.  |5 


♦ 

i 


Digitized  by  Google 


IU  L.  EULERI  OPEHA  ARITHMETICA.  1750. 

Ergo  hinc  numeri  amicabiles  erunt 

2\23.*7  et  2M151»   sive  1729G  et  18U6. 


Sit 

m  =  t 

2 

i 

3 

1 

5 

6 

7 

8 

erit 

p  =  5 

11 

23 

V7 

95« 

191 

383 

767* 

9=11 

23 

*7 

95* 

191 

383 

767* 

1535* 

r  =  71 

287* 

1151 

*607* 

18*31* 

73727 

29*911 

11796*7 

Ubi  numeri  non-primi  asteriscis  sunt  notati,  unde  hinc  tantum  terni  numeri  amicabiles  obtinentur, 
nempe 

(      f  2'.5.7  (  2V23.*7  |  2M91.383 

(  2\71  \  2M151  l  2'.  73727 

I  p    -  •  -  m 

Ulterius  autem  progrcdi  non  licet,  quoniam  valorcs  ipsius  r  nimis  fiunt  magni,  quam  ut  dignosci 
possit,  utrum  sint  primi,  nec  ne?  Tabulae  namque  numerorum  primorum  adhuc  constructae  vix 
ultra  100000  porriguntur. 

§  35.    C**u*  II.    Sit  /c  =  2,  et  valores  litterarum  p,  o,  r,  qui  debent  esse  primi,  erunt 
p  =  5.2w— 1;    9  =  20.2"'-  1;    r  =  100. 2lm-  1 , 
quorum  cum  postremus  semper  stt  per  ternarium  divisibilis,  ob  2lM*=  3«     1  et  r  =  300a-f-99, 
uulli  numeri  anucabiles  consequuntur. 

§  36.    Ca»u*  III.  Ponatur  /c  =  3,  eritque 

p  =  9 . 2"1  _  1 ;    9  =  72.2"—  1;    r  =  6V8.21'"—  1 , 
quorum  cum  nullus  necessario  videatur  divisorem  admittere,  valores  ipsorum  p,  q,  r  ex  valoribus 
simplicioribus  ipsius  m  oriundos  hic  coojunctun  repraesentabo : 


IW  =  1 

2 

3 

* 

5 

p  =  17 

35* 

71 

1*3* 

287* 

7  =  1*3* 

287* 

575* 

1151 

2303* 

r  =  2591 

10367* 

*t*71* 

165887 

663551 

Hinc  ergo,  quoniam  ulterius  progndi  non  licet,  nulli  numeri  amicabiles  inveniuntur. 
§  37.    Casna  IV.  Ponatur  *  =  *,  et  sequentes  Ures  numeri  debcbunt  esse  primi 
p=l7.2m— I;    9  =  272.2"— 1;    r  =  *62%.2*~  —  1.  . 

i 

Ubi  cum  r  semper  sit  multiplum  ternarii,  patet  hinc  nullos  prodire  numeros  amicabik». 
$  38.    Carnu  V.  Ponatur  fc=  5,  et  sequentes  tres  numeri  debebunt  esse  primi: 
^  =  33.2"*— 1;     q=  1056.2™— 1;     r  =  3*8*8.2*'"—  I. 
Ubi  statim  patet  casum  m  =  1  esse  inutilem,  cum  det  p  =  65.    Sit  ergo  «  =  2,  fietque 

P=  131;   9  =  *223*;    r=  557567; 

.) 
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ubi  cum  q  non  sit  primus,  rt  majores  valorcs  pro  m  ob  dcfectum  tabularum  numeronim  primorum 

rationem  majores  valores  ipsi  k  tribuere  non  liceL 

$  39.  SchoUon.  Quonjam  potestates  binarii  pro  a  positae  valorem  ipsius  c  in  fractione 
T =  ia  "-Ta  uuitali  «equalem  reddiderunt,  hincque  solutiones  obUnerc  lfcuit,  alios  valores  pro  a, 
qui  pariter  ipsi  c  valorem  =  1  inducant,  ponam.  Inter  hos  aulem  imprimis  smtt  notandi,  qui  ex 
hac  forma  a  =  2n{2n+,-f  e)  nascuntur,  siquidem  2*+l+c  sit  numerus  primus,  tum  enun  fit 
2a— /a  =  e+l,  et-^-  =  *" ^,4"^  «  ^  c+1  sit  divisor  numeratoris  r  (2"-'-,+  -)1 
valor  ipsius  c  fiet  iUdcm  =1. 

$10.  Hettiilft  2.  Sit  factorcoinmiiiusa  =  2',(2B-,-,+  »<—  I),  at  2*+ »+ 2*- t  numerus 
primus,  erit  ob  «  +  I  =  24,  fmcUo 

.  —  r 

siquidem  non  sit  k  >  «.    Ilac  ergo  hjpothesi  habebimus 

6  =  2n-1(2nH-I  +  2*— 1)  ete=l. 
Quadratum  ergo  66  in  dues  ejusmodi  factores  (x  —  b)(y  —  6)  resolvendum  est,  ex  quibus  non 
solum  valores  numerorum  x—~  i  —  p  et  y  —  I  =  q ,  sed  etiam  ay  —  1  =  r  flant  numeri  primi. 
Cujusmodi  casus  si  eruere  Hceat,  erunt  numeri  amicabiles  apq  et  ar.  Verum  bic  notandum  est  eos 
casus  rejiciendos  esse,  in  quibus  aiiquis  numerorum  primorum  p,  q ,  r  prodit  diviaor  ipsius  a,  sco 
aequalis  2"+,+  2* — 1,  quia  a  per  nullum  alium  numerum  primum  est  divisibile. 

Sit  n  —  k  =  m,  seu  n  =  «  +  /c,  erit 

a  =  2™+'  (2",+i  +  ,+  2*—  1)   et  6  =  2~(2'"^i"f"'+  2* —  1). 

Jam  quia  2m~hl~hi  +,2* —  1  debet  esse  numerus  primus,  ponatur  2"'~+<+'  +  2* — 1=/",  seu 
f=2A(2m+*-\-  I)  —  I,  ut  sit  a  =  2m+Y  et  b  =  2'"f,  erit  66  =  2""ff=  (tc  —  6)  (y  —  6). 
Nunc  ob  /*  numerum  primum,  numerus  2tnff  duplici  modo  in  genere  tn  duos  factores  resolvetur. 
Priori  modo  fiet  (x-b)(y  —  b)  =  2m-af.2m+af,  idcoque 

x  =  2m-af+2mf,  p  =  (2"-fl+2m)/>- I 
T  =  -2m+af+2mf,       q=  (2m+*-|-2m)/"-l 

r=(2»mH-,+  2*'"+B+2lm-")ff—  1 
qui  tres  numeri  p,  q,  r  debent  esse  primi.    Posteriori  modo  resolutio  fiet  ita: 

{x-b)<j-b)  =  2r±\ir+'fr, 

unde  fit 

a.  =  a»±«4.2-/;  n  =  2m±0+2"f-l 

r  =  2-»+"dr+2V,  9  =  (2-^Y+2-)/--l 

r  =  (2,'"-t-,/,+  24m±a-f28m:+:fllf)fr—  1 
et  quoties  p,  q,  r  hoc  modo  prodeunt  numeri  primi,  inde  oriuntur  numeri  aroicabilis  apq  et  ar. 
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$  M.   Cmmn  E.   Sit  k  «  \  ,   erit  a  =  2mt4(8«t^i)r  6=2~  (»**■»+ t)  atque 
/=2'-+'»+  1,  1~  numftu»,  deb*t  esae  prinius.    Cu_  «rgo  sit  (x  —  6)(y-6)  =  2,m#, erit 
v«l  vel 

p==(8»»--+2f»)/_i  ■■J.=*",±,,+a"Y— i 

?  =<2m+a  4.  a»j  /_  l  q  =  (2"+«/+  2m)  /*~  1 

,rf(28n,+  ,  +  2*y"+*  +  2*",-<t)/f—  1  r  =  {a*",+lf+  2Sm±a  +  2,m:*:o /f ) /"—  1. 

Nbtindum  autem  est,  ut  2***+  1  sit  numerus  primus,  exponcntem  j*  +  2  essc  oportere  potcstatcm 
binarii:  vatores  ergo  ipstos  m  erunt:  0,  2,  6,  H  etc.  At  casus  m  =  0  rejici  debet,  ob  nullum 
valorem  ipsius  «  assignabilem. 

$  %-  ^mpi.  I.  Sit  ergo  m  =  2,  ut  sit  «  =  8.17  et  6=%.17  =  68,  atque  /=17. 
Cum  igitur  esse  debeat  (a?  —  6)  (y  —  6)  =  4».  17»,  erit  resolutione  in  factores 


x  — 68  = 

2 

% 

8 

3% 

r-68  = 

8.17* 

1156 

578 

136 

x  = 

70 

72 

76 

"  102 

7  = 

2380 

122% 

646 

20% 

•n.i»      •  '  ,1        , i".  <'.<rr  ;ip«*P'- 

69* 

.-  71 

75* 

101 

,li ■•!'('.   i<  n-  i.t     i        •>           </  — 

2379* 

1223 

6V5* 

203* 

r  = 

166599* 

88127* 

49095* 

20807 

Hinc  ergo  nulli 

$  43.    Exempl.  2.    Sit  m  =  6,  ut  «  =  2\257,  6  =  2*.257.  /"=257.   Cum  igitur  sit 

(X_fc)  (r_ 6)  =  2".  257», 

resolutio  ita  institui  debebit: 


x—  16448  = 

32.257 

v—  16448  = 

128.257 

x  = 

24672 

r  — 

49344 

/>  = 

24671 

9  = 

49343* 

■    •  • 

■  _  * 

valorcs  ex  reliquis  factoribus  oriundi  adhuc  magis  fiunt  magni,  quam  ut,  an  primi  sint  nec  ne, 
judicari  possit. 

%  44.  Casu»  rellqal.  Cum  f=  2™**  +  *  +  2*—  1  debcat  esse  numerua  primus,  quaeramus 
primo  casus  simpliciores ,  quibus  hoc  evenit,  cum  casus  nimis  compositos  evolvere  non  liceat.  Sit 
crgo  k  =  2,  et  ob  /=2""^*+3,  valores  idoaei  pro  m  erunt:  1,  3,  4.  Sit  &  =  3,  erit 
/*=2""(-*  +  7,  et  valores  idonei  pro  m  crunt:  2,  V,  6.  Casu  fc=4,  cst  /=2"'+*  +  15,  et  m 
eril  1,  vcl  3,  neque  ulterius  progredi  licet. 

§  45.  Cremp?.  1.  Ponamus  ergo  fc  =  2  et  m=l,  erit  /"=19  et  a  =  8.19,  atque 
6  =  2. 10  =  38,  unde  fiet  (*  —  38}  <y  —  38  =  2».  19»=  14%*,  et  resolutio  dabit 
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1 


m 


x  —  38  = 

2 

r-as  = 

722 

361 

x  = 

hO 

r  = 

760 

imp. 

n  = 

39* 

Neutw  scilicet  factor 


potest  impar. 


Quia  hic  jam  p  non  est  prirous,  palet  hinc  nullos  numeros  amicahiles  resultare. 

§  V6.  Exempl.  2.  Ponamus  k  =  2  et  m  —  3,  ut  sit  f=  67,  erit  a  =  32.67  et  b  =  8.67=536, 
unde  6t  (x  —  536)  (y  —  536j  =  ^*^?1: 


x  —  536  = 

268 

16 

r-  536  = 

1072 

17956 

a;  = 

80* 

552 

r  = 

!608 

•    •  • 

p  = 

803» 

1 

1551* 

7  = 

1607 

•    •  • 

•j 


Reliqni  valores  pro  p  praebent  numeros  per  3  divisikiles ,  quos  proptcrea  omisi. 
ad  nimis  magnos  numeros  deducunt. 

§  W.    R«Uula  3.   Sit  ut  ante  a  =  2"  (2n+,-l- 2*—  1)  et  2n+,+  2*  —  1  =  f  numeras 

jl         on/an-f- 1  i  oA  _  i\  , 

primus,  at  in  fractione  --=  — — £        '  sit  k  >  n,  eritqne  6  =  2n+,4-  2  —  1  ct  c  =  2*-". 


Ponamus  k  —  n  =  m,  ut  sit  k  —  m  -j-  n ,  erit 

a  =  2"(2n-+-,4-2B,+"—  1),   fc  =  2''-,-,-)-2'B-H'' —  1  =  /*  et  c  =  2"', 
unde  haec  habcbitur  acquatio 

(2~a>  —  6)  (2"*r  —  6)  =  66. 
Curo  autem  6  =  /*  sit  numerus  primus,  alia  resotutio  locum  non  invenit  practer  1.66,  cx  qua  fit 

*  - — "  jni  *l  /   8tVe 

a;  =  2',-r-2n  +  ,-",  et  r  =  (2n  +  ,  +  2'"+'*—  l)(2"+2^,-ra) 

Jam  notandum  est  hos  quatuor  numeros  esse  oportcre  primos: 

/*=  2"-»-»-|_2'™-^''  —  1;    p  =  x—l;    o=v  —  1;    tt  r  =  i.v-| 
atquc  nccesse  est  ut  sit  m<n  4-1.    Quibus  conditionibus  si  satisfiat,  erunt  numeri  amicabiles: 
apq  et  ar. 

$  %8.  Ctmm  I.  Sit  «  =  1,  erit  /=2n  +  l  —  1,  x  =  2n+'  ct  /j  =  2"  +  '—  I ,  fieri  autem 
nequit,  ut  simul  ct  /et  p  sit  numerus  primus,  nisi  casu  n=  I,  quo  vero  fit  q  =  27.  Ergo  cx 
hypothesi  m  =  I  nulli  oriuntur  numeri  amicabiles. 

$  V9.    Canu  IL  Sit  ergo  m  =  2,  ut  sit 

/=3.2"+"— 1,   aj  =  3.2n- 1   et  y  =  3.2"-'  ;3.2n+1  —  I  \   atque  a  =  2"f. 
Scquentes  ergo  quatuor  numcri  debcnt  esse  primi: 

/,=  3.2n-,-,—  1,  p  =  3.2*-'— 1,  o  =  3.2n-,(3.2"+'— 1)  — 1,  et  r  =  9.2,n-*(3.2nAt  —  1)  —  1, 

la: 
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n  = 

i 

3 

5 

f= 

u 

23 

*7 

95* 

191 

P  = 

2 

5 

11 

•  •  • 

*7 

9  = 

32* 

137 

563 

•  •  • 

9167* 

98* 

827 

6767* 

•  •  • 

valet 

hincque  ergo  ex  n  =  2  et  a  =  \ .  23  nascuntur  numeri  amicabiles 

|  ¥.23.5.137 
\  %.23.827. 

%  50.  Ca»u*  eetert.  Si  m  =  3,  itcnnn  vel  /*vel  p  fit  divisibile  per  3,  quod  idem  evenit 
si  m=  5,  vel  7,  etc.    Sit  ergo  m=  fc,  erit 

/  =  9.2"^'  —  1,  *  =  9.2"-*  et  y  =  9.2"-,(9.2"+l— 1),  et  a  =  2flf, 
unde  formantur  baec  exempla: 


/1  = 

1 

5 

6 

f= 

35* 

287* 

575* 

1151 

x  = 

72 

r  = 

82872 

p  = 

•  • 

•  •  • 

71 

0  = 

•  • 

•  *  • 

•  •  • 

82871* 

r  = 

•  •  • 

•  *  • 

•  •  • 

Neque  crgo  binc,  neque  ex  majoribus  valoribua  ipsi  m  tril>uenriis  numeros  amicabiles  elicere  Hcet. 

§  51.  Regula  4.  Possunt  etiam  aliae  cxpressiones  pro  factore  communi  a  inveniri,  ex  quibus 
fractionis  denominator  c  vel  uniUti ,  vel  potestati  binarii  fiat  aequalis.  Fingamus  namque 
ffl  =  2"(c  —  !)(/»—  1),  ut  sinty— 1  et  h—i  numcri  primi;  erit 

/a  =  (2"+»--i)ofc==2"+'o*-c»; 
,at  est  2a  =  2"+'cn-2"+lo-2"+,fc-|-2"+\  unde  fit 

2a-/a  =  on-2"+'o-2"+,/i-|-2"+'. 

Ponatur  2a  — / a  =  d,  erit 

oft_2"+1(c +  *)-+■  2"+'  =  d  ct  (c  —  2n  +  ,)(n  —  2"+,)  =  d-2"  +  ,  +  2»"+»; 
unde  per  resolutionem  in  factores  ejusmodi  valores  pro  g  et  h  elici  debcnt,  ut  g  —  1  et  h  —  i 
fiant  numeri  primi;  eritque  tum  a  =  2"(o  —  1)  (n  —  1)  et  -£ -  =  ~- 

I.  Ponamus  n  =  1 ,  erit  (o  -  *)  (h  —  *)  =  d  +  12,  ubi  ut  d  +  12  riuos  obUneat  factores 
pares,  sequentcs  prodibunt  valores: 
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Sit  d  =  l,  erit  (^- 4)  (6-*)  =  16  =  2.8,  unde  0  =  6,  fc=12,  a  =  2.5.11,  atque 
i_  =  «__jl!,  ergo  6  =  5.11  et  c  =  2. 

Sit  d  =  8,  crit  (g  —  4)  (6  —  *)  =  20  =  2.10,  unde  0  =  6,   h  —  H,  «  =  2.5.13,  atque 

b        «.5.13  ,       _  ,_ 

-  -  =  — g — »   ergo  6  =  5.13  et  c  = 

Sitd=l6,  erit  (o  — 4)(6  — V>  =  28  =  2.14,  uadey  =  6,  6=18,  a  =  2.5.17,  atque 

-  =    16   ,   ergo  6  =  5.17  etc  =  8. 

11.    Ponamus  n  =  2,   erit  (o  —  8)  (6  —  8)  =  d  +  56,  atque  a  =  %    —  1)  (6  —  1),  unde 
sequcntes  casus  resultant: 

Sit  d=4,  erit  (o  —  8)  (6  —  8)  =  60  =  6.10,  unde  o  =  H  et  6  =  1 8 ,  «  =  1.13.17,  atque 
£- = — ^  -»  ergo  6=13.17  et  c=l. 

Sit  d  =  8,  erit  (g  —  8)  (h—  8)  =  6*  =  k.  16,  unde  o  =  12  etn  =  2*.  «  =  4.11.23,  atque 

A      4.11.23  ,  rt_  .„ 

-  =  — _--»  ergo  6  =  1 1 . 23  et  c  =  2. 

c  a 

Sit  d  =  16,  erit  (g  —  8)  (h  —  8)  =  72  =  6. 12,  unde  o  =  1*  et  h  =  20,  a  =  V.  13. 19,  atquc 
A  =  — ~ »  ergo  6  =  13. 19  et  c  =  4. 

Ul.  Ponamus  n=3,  ut  sit  «=8(o- 1)  (6—1),  oportebitque  esse  (o— 16)  (6-  l6)=d-|-240. 
Sit  d=4,  erit  (o—  16)(6  —  16)  =  244  =  2. 122,  unde  «=  18,  6  =  138,  «  =  8.17. 137, 

atque  *  =^^7,  ergo  6  =  2. 17. 137  etc=l. 
Sttd=8,  erit  (o— 16){6-  16)  =  248  =  2.124,  unde  g  =  18,  h  =  140,  <  =  8.17. 139, 

atque  4  =  5^1^?  ,  ergo  6  =  17.139  et  c=  1. 

Sitd=l6,  erit  (o-16|(6-  16)  =  256  =  4.64,  undeo  =  20,  6  =  80,  «^8.19.79; 
Sit  iterum  d  =  16;  (y—  16)  Ih—  16)  =  8.32,  unde  «  =  24  et  6  =  48;  «  =  8.23.47; 

b  8.23.47 


=  ~ .^'  «rgo  6  =  23.47  et  c  =  2. 

autem  hinc  valoribus  pro  «,  si 
a(xy—l),  ut  sint  x— I,  j-—  1,  et  x.r  —  1  uuu.«.  F. ...... 

fcx  _  6)  (cy  —  6)  =  66. 
$  52.    Exem/rf.  1.    Sit  .  =  2.5.11,  erit  6  =  5.11  =  55  et  e  =  2,  «mde  fiet 

2* -55.  ^y^SSj^SWi* 


«(x-l,iy  —  lj  et 
it  ut  sit 


2x-  55 

i 

5 

25 

2r  —  55 

3025 

605 

121 

X 

28 

30 

40 

y 

1540 

330 

88 

x—  1 

27* 

29 

39» 

r—  i 

xr-i 

:: 
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§  53.i  £xmpl.  $L\  Sit  «  =  2.5.13,  erit  6-5.13  =  65  *  e  =  *,  unde  fit 

(**  —  65)(*y-65)  =  5M3\  '' 
At  hic  numerus  5M3*  non  resoivi  potest  in  duos  factores,  qui  65  aucti  fwnt  per  \  divisibiles: 
quod  idem  in  valore  a  =  2.5.17  usu  venit. 

*  • 

§  5*.    Exempl.  3.    Sit  a  =  %.  13 . 17,  erit  b  =  13 . 17  =  221  et  c=l  esseque  oportet 

(«  — 22l)(r-221}=13M7a,  unde 


x  — 221  = 

13 

17 

169 

y-221  = 

3757 

289 

x—  1  = 

233 

237* 

389 

y  —  1  _= 

3077» 

•  •  • 

509 

ar>*  —  1  — 

•  •  • 

198899 

In  resolutione  ultima  fit  x —  1  et  y —  I  numcrus  pritnus,  quaestio  ergo  huc  redit,  utrum 
xy —  I  =  198899  sit  numerus  primus,  ncc  ne?  Ktiamsi  autcm  bic  numerus  terminum  100000 
exccdat,  tamen  demonstrare  possuni  etim  esse  primum,  unde  numeri  amicabiles  erunt: 

,    V. 13. 17.389.509 

(  4. 13. 17. 1U8899. 

%  53.  Schollon.  iNumerum  autcm  hunc  198899  csse  primum  inde  colligo,  quod  ohscrvavi 
csse  198899=:2.*7M;  V'»l\  ila  ut  1988<>9  sit  numerus  in  hac  forma  2«a  -f  bb  contcntus.  Cer- 
tum  autem  cst,  si  quis  numerus  unico  modo  in  forma  2aa  bb  contincatur,  tum  eum  esse  primum, 
sin  autum  duplici  vcl  pluribus  modis  ad  formam  2aa  -j-  66  redigi  queat,  tum  esse  compowtum. 
Quacsivi  crgo  utrum  a  numrro  lioc  19889H  aliud  quadratum  duplum  praeter  k7*  subtrahi  queat,  ut 
rcsiduum  evadat  quadratum,  nullumquc  subducto  calculo  inveni:  ex  quo  tuto  conclusi  bunc  nume- 
rum  esse  priiuum,  ideoquc  numeros  inventos  esse  amicabilcs.  Ex  reliquis  autem  valoribus  ipsius  a, 
quos  exhibui,  nulli  rcperiuntur  numeri  amicabiles. 

%  56.  Regula  5.  Possunt  etiam  alii  numeri  idonei  pro  a  assumi,  cx  quibus  numeros  ami- 
cabiles  crucrc  liccat.  Cum  autem  pro  iis  rcgula  gencralis  tradi  ncqucat,  ali<pios  tantum  hic  evolvam, 
ad  qnorum  imitationem  non  erit  difficile  alios  cicogilare. 

I.  Sit  crgo  a  =  3\5.13,  erit  fa  =  13.6. H,  et  ob  2a  =  90.l3  et'/a  =  8t.l3,  erit 
2a  —  fa  =  6.13,  atque  ±-  =  ~^rJa  =^^i  =  "»  idetMl«c  6  =  15  et  c  =  2. 

II.  Sit  a=3\7.13,  crit  /a  =  13. 8.U  =  16.7.13,  undc  ob  2a  =  18.7.13,  erit 
2a  —  fa  ~  2 . 7 . 1 3 ,  idcoque      =  £££  =  \ ,  unde  6  =  9  ct  c  =  2. 

III.  Sita  =  3\7M3,  erit  /a=  13.3. 19. 1\ =  2.3.7.13.19,  ct  2a  =  V2.3.7. 13,  unde 
2«  —  fa  —  V.3.7. 13,  idcoquc   ''  =  tVt^!  ==      >   er&°  6  =  21  et  r  =  \. 

IV.  Sit  a  =  3\5,  crit  /a  =  5.8.6=  16.3.5.  Ergo  ob  2a  =  18.3.5,  erit  2a— /a  =  2.3.5, 

..„   .1*  5       9      t  .      _  a 

h,nc^  .  2»eto  =  9ctc  =  2. 
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V.  Sit  «  =  3\5.13.19,  erit/«=  13. 6.H.20=  16.3.5.7.13,  et  ob  2«  =  1 IV. 3. 5. 13  et 


3.19 
3 


VI.  Sit  a  =  3\7\13.19,  erit  /«=13.3.19. IV. 
31 


et  6=3.19  =  57  et  c  =  2. 

=8.3.5.7.13.19  etob  2«=V2.3.7.l3.t9 


.     b  _  3'. 7». 13. 19 

em  V  ~~  a.a.T.u.» 


=  Y>  unde  Ot  6  =  21  et  c  =  2. 

«meris  nmicabilibus  a  (x  —  \)  (y  -  1)  et  a  (xy  -  1),  fieri  debet 

(rx-6)(cy  —  6)  =  66. 

$  57.    Eroyt.  1.    Sit  6  =  15,  c  =  2,  erit  a  =  3*. 5. 13  et  satisfieri  oportet  hi 

(2x  —  15)  (2y-  15)  =  225: 


2x—  15  = 

1 

5 

9 

2y  —  15  = 

225 

V5 

25 

x  = 

8 

10 

12 

r  = 

120 

30 

20 

X—  1  = 

7 

9* 

li 

y-l  = 

119* 

•  • 

19 

*y-  1  = 

•  • 

239 

m  .  3\5. 13. H.19 

Numeri  er&o  amicabiles  sunt  {  , 

\  3\5. 13.239. 

$  58.  ExtmpL  2.  Sit  6  =  9,  c  =  2,  erit  vel  «  =  3\7.13,  vel  «  =  3\5,  et 
rcsoNenda  (2*  —  9}  (2y  —  9)  =  81. 


2x  — 9  = 
2y  —  9  = 

x  = 

y  = 

X—  1  = 

.     r-i  = 

xy —  1  = 


3 

27 
6 
18 

5 

17 
107 


Unde  cum  sit  x  -  1  =  5,  hic  yalor  cum 
a  =  3\5  combinari  nequit.    Erunt  ergo 


|  3*.7. 13.5.17 
\  3\7.13.107. 


$  59.    Exempl.  3.   Sit  6  =  21  et  c  =  V,  erit  «  =  3\7\  13  et 

(Vx  — 21)  (Vy  —  21)  =  W1. 


resolvenda 


\x  —  21  = 

3 

Vy  —  21  = 

1V7 

Quia  x  et  y 

eri  pares, 

x  = 

6 

rctim  nou  habet 

Es  hac 

y  = 

X—  1  = 

V2 

5 

ergo  prodeunt  i 

lumeri  amicabilei 
3\7\13.5.V1 

>  hi: 

y  — 1  = 

VI 

I 

3\7\13.251 

xy  —  1  = 

251 

L.  E.l.rlO 
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S  60. 


V.    Sit  6  =  21  et  c  =  2,  erit  «  =  3*.  7».  13.19  et  aequatio 
(2*  — 21)  (2/  —  2l)  =  VVi. 


2x  — 21  = 

3 

7 

2y-2l  = 

JV7 

r.3 

x  = 

12 

iv 

Quia  autem  valor  x  —  1  =  13  jam 

r  = 

8* 

42 

in  valore  «  continctur,  hinc  nulli 

X—  i  = 

li 

«3 

oblinentur  numcri  amicabiles. 

r-t  = 

83 

VI 

xr— 1  = 

1007* 

587 

§  61.    Exmpl.  5.    Sit  6=  57  et  c  =  2,  crit  a  =  3.5. 13.19  ct  acquatio  rcsolvenda 

(2x-57)  (2r— 57)  =  32V9. 


2x  —  57 

3 

19 

2y  —  57 

1083 

171 

X 

30 

38 

r 

570 

nv 

X—  1 

29 

37 

r—i 

569 

113 

ry —  1 

17099 

V331* 

Hinc  crgo  oriuntur 
biles  hi: 

3*.5. 13. 19.29.569 
.17099. 


t  3*.5.13.19.2 
{  3*5.13.19.1 


§  62.    Exmpl.  6.    Sit  b  =  V5  et  c  =  2 ,  erit  a  =  3*.  5 . 1 1 ,  ct  aequatio  resolvenda 

(2x  -  V5)  (2r  -  V5)  =  2025. 


Hlnc  ergo  oriuntur  numcri  amica- 
biles: 


2x  —  V5  = 

3 

15 

2y  —  V5  = 

675 

135 

x  = 

2V 

30 

r  = 

360 

90 

X—  1  = 

23 

29 

r-i  = 

359 

89 

xy  —  1  = 

8639* 

2699 

F.xtmpl.  7. 

Sit  b  =  77 

et  c  =  2, 

i2x- 

-77)  (2r 

2x  —  77  = 

7 

11 

2r  -  77  = 

8V7 

539 

x  = 

42 

VV 

Y  = 

V62 

308 

X—  1  = 

VI 

V3 

r-i  = 

V6I 

307 

xr-i  = 

19V03 

13551* 

|   3\5. 11.29.89 


resolvcnda 


Hinc   ergo  oriuntur  numcri 


3*7*11.13.11.161 
3*.7*.ll.i3.19V03. 
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$  6*.    Exmpl.  8.   S*  6  = 


15 

35 

735 

•  • 

CO 

70 

V20 

•  ■ 

59 

69» 

H9 

25199* 

=  105,  c  =  2,  erit  a=3*.5.7  et  aequaUo  resolvenda 
(2x  —  105)  (2r  —  105)  =  105*. 

Cum   102059  sit  numerus  prinius,  quia 
coutinetur  in  fonna  8o  -j-  3  et  unico 
modo  ad  formara  2aa  -f-  66  redaeitur, 
numeri  amicabilcs  hinc  orti  crant: 
53.1889 
102059. 


I  3*. 5. 7.! 
\  3*5.7. 


ex  forma  apq,  ar 

(2*.  5.  13.  19.29.  569 
\3*.  5.  13.  19.17099 

3*.  5.  11.29.89 


IX. 


X. 


XI. 


/3\  5.  II.  ! 
\  3«.  5.  1 1. 1 

3*.  7*.  II.  13.11. 161 


XII. 


|3*.  7».  II. 
\3*.  7*.  11. 
( 3*.  5.  7. 
(3*.  5.  7. 


13.  I9M)3 

53.  1889 
102059 


quos 

k  13.  17.  389.  509 
13.  17.  198899 

3*.  5.  13.  11.  19 

239 

i    7  13.5.  17 
107 

7  ».  13.  5.  ki 
13.  251 

9.  Invenire   numeros  amicabilcs  secundae  formac  apq,  ars, 
positis  p,  q,  r,  s  numeris  primis  et  factore  communia  dato. 

Cum  factor  conununis  a  detur,  quaeratur  ex  eo  valor  fractionis  —  =  a  a   -  in 

1  c        ta  —  /a 

terminis,  bincque  erit  a  :/a  =  6 :  26  —  c.  Dcinde  cnm  esse  debeat  /p  ./q  =  fr  ./s  seu 
(/» — r-  1)  (?+  1)  =  (r-f-  1)  (*-}-  1),  ponatur  uterque  valor  =  a/3xy,  et  sumatur:  p  =  ax  —  1, 
q  =  0y— l,r  =  /3x—i,  s  =  ay  —  i,  ubi  manifestum  est  hos  nuineros  a,  /3,  x,  y 
ease  debere,,  ut  p,  q,  r,  s  fiant  numeri  primi,  et  numcri  amicabiles  erunt: 

a(ax — i)(/3y — I)    et    a{}3x — i)(ay —  1). 
Praeterea  vero  ex  natura  numerorum  amicabilium  esse  debet: 

a(3xy/ a  =  a  (ax  —  1)  (/3y  —  i) -\- a  (/3x  —  i)  (ay  —  1 ) 
seu  ob  /a  :  a  =  26  —  c  :  6,  erit 

2  ba&vy  \        i  26o/-?xy  —  6ax  —  b/3y  -\-  26 
—  ca/3xy )         \  — 6/?x —  bay 

vel  caflxy  =  6  (a  +  /3)  (x  -+-  r)  —  2  6.    Unde  fit 

c*a*fxy  —  6co^  (o  +  0)  x  -j-  66  (o  +  /?)*  =  —  26c<*?  +  66  (o  -f-  /?)* 
-6co£(a  +  ,S)v 
quare  satisfieri  debet  huic  aequationi: 

(co/?x  —  6  (o  +:  0)}  (cutfy  —  b  (o  +  ,5) )  =  66  (a  +  .<*)*  —  26co^. 
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Numerus  ergo  W(«  +  ^-2ic^  quovis  easu  in  duos  ejusmodi  lactores,  qui  sint  P,  Q  resolvi 
debet,  ut  positis 

■     p  +  b<f>+»   .  Q+t>(«+n 

hi  nnmeri  x  et  y  oon  soium  fiant  integri,  sed  etiam  ax —  1 ,  ,iy —  1 ,  ,3x —  1 ,  et  uy  —  1  nu- 
meri  primi.    Erit  igitur 

P  +  b«  +  (b-c)?  Q+bfi+-b-c)a  />  +  *;}  +  (/,  _t)«  Q  +  tM+{h-c)j- 

P  =  $  t   o-  „        -»  r_  c}  ,  ,=  

Quovis  ergo  valore  ipsius  a  proposito,  unde  reperitur  -^- =  g<  "^,  dispiciendum  est,  utrnm  cum 
numeri  «  et  /?  ita  assumi,  tura  resolutio  haec 

66  («  +■  fl)*  —  26e  o.i  =  PO 
ita  institui  queat,  ut  valores  modo  traditi  pro  p,  q ,  r  et  t  (iant  numeri  primi,  et  tales  quidem,  ut 
factor  communis  a  nullum  eorum  involvat    Quoties  autem  his  conditionihus  satisfieri  poterit,  erunt 
numeri  amicahiles:  apq  et  ar». 

§67.  CoroU*  Quoniam  esse  nequit  u  =  jd ,  pro  his  numerU  u  cl.tf  ponantur  nnmeri  sim- 
pliciores,  hincque  orientur  casus  sequentes: 

I.  Sit  a=i,  /9=2,  erit  l»(?  =  966  —  kbe  et 

II.  Sit  «  =  1,  /i  =  3,  erit  PQ  =  1666  —  66c  et 

/»-L.4fc_4c  Q+4&-C  P+46-e  Q+4/--3c 

III.  Sit  «  =  2,  /?  =  3,  erit  P<)  =  2566  —  126c  et 

/»+56  r__±__.i,  ._<>+5t_| 

IV.  Sil  «  =  1 ,     =      erit  PQ  =  2566  -  8  6c  et 

„-_____!     „-_+"_!     r  ______  i     ,_  <?+«*. 

V.  Sit  «  =  3,  ,S  =  k,  erit  P(?  =  W66  —  2*6c  et 

„  — _t__     i     „_  ^+7A     i     „—  p+76     <    ,_^+7i  i 

'  =  "tc  f>    ?  =     3c  '  -  ~U  1  '   '  =  ~4c  -U 

VI.  Sit  a  =  1 ,  ,S  =  5,  erit  PQ  =  3666  -  !06c  et 

,__+___!,  ,«__•_'_,,  r  =  *±i_-l,  4=^-1. 

r  5c  *Tc  c  *  5e 

VII.  Sit  a  =  2,  $  =  5,  erit  P0  =  V966  —  206c  et 

•.  —  P+7b     i     „  — <H"7*      i  />+7''     i  .__+___! 
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VIII.  Sit  «  =  3,  0  =  5,  erit  PQ  =  6*66  —  306e  et 


125 


P+6b 


• »  7—  t;  1 .  r  —  -_:  • .  *  — 


5c 


r  ~    5c  '    »  —     Sc  ■»'"-»« 

IX.  Sit  «  =  *,  £  =  5,  erit       —  8166  — %06c  et 

X.  Sit  «  =  1,  /3  =  6,  erit  P<?  =  W66  —  126c  et 

_-,,+7i_l     _-<?+7'_i     r-p+',b     i     ,_<?+74  i 

XI.  Sit  «=5,  £  =  6,  erit  P<_  =  12166  -606c  et 

p___lL'__i     ,__±_L6_i     r  ___!*_  .     ._<?  +  «*_, 

Secaadum  hos  igitur  casus  valores  ipdus  a  jam  aote  adhibitos,  quia  prae  ceteris  ad  numeros  atni- 
cabiles  inveniendos  ridentur  apti,  evolvam,  ex  iis  autem  potiasimum  eos  eligam,  qui  actu  ad  nume- 
ros  amicabiles  deducunt. 

casus  secundus  quo  u  =  I , 


%  68.    Exempl.  i.   Sit  <z  =  2*,  erit  b  =  \  et  c  =  1. 
£  =  3,  ut  numeri  amicabiles  sint  2*pg  et  2»r*.  Berique  debet 

PQ  =  16.16  —  6.4  =  232,  atque 
p  =  P+K_it    q  =  Q+i6__if    r=P+16-l,  ,_«±i-_| 


factores  ergo 


232  ita  debent 

P  =  2 

0=  116 
P+.  16=  18 
0+  «6=  132 

p  =  5 
131 

r=17 

s  =  %3 


,  ut  16  aucti,  fiant  per  3  divisibiles: 


AHa  resolutio  nulla  succedit;  si  enim  poneretur 
P  =  8,  fieret  Q  numerus  impar,  neque  ergo 
q  el  t  numeri  primi  csse  posscnt   Hinc  ergo 
hi  numeri  amicabiles: 
21.  5.  131 
V3. 


I  21.  5.  1 
1  2».  17. 


$  69.  Exmpl.  2.  Si  a  —  I  ct  /?  =  3,  et  a  potestas  binarii  altior,  inventio  numcromm 
amicabilium  non  succedH,  donec  perveniatur  ad  a  =  2*.    Tum  aotem  erit  6  =  2*  et  c  =  1,  atque 

PQ=  16.2H— 6.2,"-2»(2n— 3)=-  512. 20«  —  512.5. W)9 


1,   o  =  0+102V-l,   r  =  P-|- 102%- I,  *: 


1 


undc  bctores  P  et  Q  ita  debent  esse  comparati,  ut  quaternario  aucti  per  3,  vel,  ut  quoti  fiant 
pares,  per  6  sint  «fivisibile*. 
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p  = 

2 

8 

20 

32 

80 

128 

320 

1280 

0  = 

•  • 

13088 

8180 

P  +  102*  = 

1026 

1032 

10H 

1056 

110* 

1152 

13** 

230* 

Q  +  102.1  = 

•  - 

•  • 

1*112 

920* 

/>  = 

3*1 

3*3* 

3*7 

367 

383 

**7* 

767* 

</  = 

•  • 

•  • 

1 

1*111* 

9203 

;•  = 

1025» 

•  • 

10*3* 

1055* 

1103 

1151 

13*3 

2303 

•  • 

•  • 

•  • 

•  • 

*703 

30G7 

383. 9203 
1151.3067. 


§  70.  Exempl.  3.  Sit  u  =  2  rt  £  =  3,  et 
erit  PQ  =  25.225—  12.30  =  3\5. 13; 


Erunt  ergo  numeri  amicabi.es  {  ^ 

a  —  3*.  5.  13,  ut  sit    =  15  ct  c  =  2; 


/»-M5       .             Q  +  75       .              P+75       .      .  Q+K 
P=    9  1=~4  1  '    r^     4  !'    S=     8  ~ 

unde  factores  P,  Q  ejusmodi  essc  debcnt,  ut  tcrnario  aucti  (iant  pcr  2*  divisibile». 


Aliac  resolutioncs  non  iovcniunt 
locum;   unde  hinc  numeri  ami- 


/'  = 

*5 

Q  = 

117 

P  +  75  = 

120 

0-f  75  = 

192 

P  = 

19 

q  = 

47 

r  — 

29 

j  = 

31 

i  3».  5. 
\  3*.  5. 


3».  5.  13.  19.  *7 
13.  29.31. 


§  71.    Exempl.  *.    Sit  a  =  1  et  ,3  =  V;  sumatur  a  =  3*.  5,  ut  sh  b  =  9,  <?  =  2,  erit 

PQ  =  25. 81  —8.18  =  9.11.19  et 


p  =  -s  1, 


<?+« 


undc  P  et  Q  ejusmodi  esse  debent  numeri,  ut  quinario  aucti  per  8  (iant  divisibiles. 


y+45 


llinc  exgo 


I 


p  = 

3 

19 

Q  = 

627 

99 

P+  *5  = 

*8 

6* 

0+  *5  = 

672 

ikh 

f>  = 

5 

7 

7  = 

335* 

71 

r  = 

23 

31 

s  = 

83 

17 

l  3».  5.  7.  71 
\  3*.  5.31.  17. 
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Jj  72.    Sefiolloa.    Hae  aulem  ©perationes  uimis  sunt  incerUe,  ac  plerumquc  plures  frustra 

instituuntur,  antequam  numeri  amicabiles  se  offerunt.  Labor  quoque  foret  vehemcnter  prolixus,  si 
singuiis  valoribus  ipsius  a,  quos  quidcm  supra  exhibui,  per  singulos  casus  litterarum  a  et  per- 
cunrere  velimus,  atque  nimis  raro  evenit,  ut  qualuor  numeri  pro>  p,  q,  r  et  $  resultantes  slmul  fiant 
primi.  Tum  vero  etiam  inventio  numcrorum  amicabilhim  pcr  dcterminationem  rationis  «  ct  fi  ntmis 
restringitur,  alque  dantur  casus  hojusmodi  numcrorum,  in  quibus  ratio  u  et  /)  tam  est  compltcata, 
*  ut  nulla  probabili  ratione  ebgi  potuisset,  cujusmodi  sunt  numcri  amicabiles  2*.  1  9. 85413  ct  2*.  83.2039, 
ad  quos  hac  via  inveniendos  ratio  w.fi  asnimi  delmis^et  5:21  vel  1:102.  Hanc  ob  rem  huic 
methodo  nimis  sterili  et  operosae  diutiua  non  immoror ,  sed  aliam  viam  aperiam,  qua  facilius  et 
expeditius  numeros  amicabiles  tam  hujus  secundac  forma» ,  quam  aliarum  magis  compositarum  inveati- 
gare  liceat,  et  quae  similis  sit  praecedenti,  quae  tribus  tantum  numeris  primis  repericndis  absolvitur. 

§  73.  ProMetna  3. '  Invenirc  numeros  amicabilcs  hujus  formae  apq  et  afr,  ubi 
p,  q  et  r  sint  numeri  primi,  f  sive  primus  sive  compositus,  qui  perinde  ac  factor 
communis  a  sit  datus. 

Soluito.  Quacrantur  iterum  cx  coguito  factorc  communi  <t  valorcs  b  el  c,  ut  sit  '  =27^;» 
et  sit  numeri  f  summa  divisorum  ff=  gh.    Cum  igitur  primo  rcquiratur  ut  sit 

fP-f<i=fffr,    erit    !>  +  l)(o-  +  i)=gh(r-{-  i). 
Ponatur  r  +  1  =  xy,  p  +  1  =  hx  et  q  +  1  =  gy,   et  nccesse  erit,  ut  sint  hi  tres  numeri  primi, 
scilicet  p  =  hx—  I,  q  =  gy  —  1  et  r  =  xy  —  I.    Deinde  opus  ert,  ut  sit 
fapq  =  ghxyfa  =  a  (hx  -  i)  ivy  —  l) +  afxy  -  1 )  =  a  ( {gh  +  f)  xy  -  hx  -  gy  +  1  -  f) , 
seu    2bghxy  —  cghxy  =  b  (gh -\- f)  xy  —  bhx  —  bgy-j-b{t  —  f),  vcl 
(bf- bgh  +  egh)  xy  -  bhx  -  bgy  =  b  f—  I). 
Ponamus  brevitatis  gratia  bf  —  bgh  -\-cgh  =  e,  crit 

eexy  —  ebhx  —  ebgy  —  «6 I )  sive 
(ex  -  bg)  (er  -  bh)  =  bbgh+be  (f-  1 1. 
INumerus  ergo  bbgh  +  be  (f —  I)  in  duos  cjnsmodi  factores,  qui  sint  P  ct  Q,  resolvi  debet,  ut 
fianta:  =  ^ii?  ti  y  =  '^±^  numeri  integri,  tum  vcro  h* ■  —  1 ,  gy—l  et  xy  —  i  numeri 
primi.    Quae  conditio,  quotics  impleri  poterit,  erunt  numrri  amicabilcs 

|  a(hx-i)igy-i! 
\  afxy-i). 

Notandum  est,  neque  ullum  horum  numerorum  primorum  hx  — •  I ,  gy  —  1 ,  xy  —  I ,  neque  ullum 
factorem  ipsius  f  divisorcm  esse  deberc  ipsius  a;  ncc  non  f  et  xy —  1  csse  deberc  nuineros  primos 
inter  se. 

§  7fc.  CoroU.  1.  Si  f  sil  tiumerus  primus,  uti  secunda  forma  numeromtn  amicibilium  po- 
stulat,  erit  f+  1  —  gh  ct  propterea  f=gh —  I.   Hoc  crgo  casu  crit 

e  =  cgh  —  b   et    PQ  =  Utgh     be  (gh  —  2)  scu 
PQ  =  bcgghh  —  2bcgh  +  2bb. 
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ri.ar  et  y  aupra 


is  prO|M-ielatibu3  prarditi,  ut  sit 


et     r  = 


e 


§  75.  CorolL  9.  His  igitiy  formulis  ita  uti  conveniet,  ut  pro  a  successive  alii  atque  alii 
valores  ex  iis,  quos  supra  exposui,  substituantur,  atque  pro  siagulis  litterae  f  varii  numcri  tam  primi 
quam  compositi  substituantur ,  qui  quidem  ad  numeros  amicabiles  inveniendos  idonei  videantur. 

§  76.    Casus  L  Sit  a  —  \  (ex  valore  enim  a  =  2  nullos  obtineri  numeros  amicabUes  ob-  * 
servavi),  eritque  6  =  V  ct  r=  I.    Tum  positis  numeris  amicabilibus  kpq  ct  V/r,  sit  f'f=gh  et 
e  =  kf  —  3gh.  Deinde  per  rcsolutionem  quaerantur  factores  P  et  Qt  ut  sit  PQ  =  16oA  4-  \c(f —  I). 

intcgri  *  et  y,  ut  sit 


*  = 


et  r  = 


<?-f  4A 


et  ex  his  dcriventur  valores  litterarum  p  —  hx  —  I ,  q=gy  —  1  et  r  =  arv  —  1 ,  qui  si  fuerint 
numeri  primi,  erunt  kpq  et  V/r  numeri  amicabiles. 

§  77.  Extmpl.  1.  Sit  /*=  3,  erit//  =  o/»  =  V,  hincque  e  =  12  —  12  =  0,  unde  patet  ex 
hac  hypothesi  nihil  obtineri. 

§78.   Erempi.  2.    Sit  f=  5,  erit//  =  oA  =  6,  e  =  20  —  18  =  2,  atque 

/><?=  16.6  +  8.V  =  128. 

Jam  ex  gh  =  6  ponatur  primo  £  =  2  et  A  =  3  fietque 


aj  = 


et    r  = 


Quare  sequcntes 


/'= 

2 

V 

8 

16 

32 

6V  1 

Q  = 

6V 

32 

16 

8 

V 

2 

x  = 

5 

6 

8 

12 

20 

36 

r  = 

38 

22 

IV 

10 

8 

7  1 

p  =  3x—  1  = 

IV* 

17 

23 

35» 

59 

107 

?  =  2r-i  = 

V3 

27« 

19 

15» 

13 

r  =  xy  —  1  = 

•  • 

131 

!«• 

119» 

159 

251  | 

Ponatur  secundo 

g=i,  /i  =  6, 

fietque:    x  = 

et  y  = 

P  = 

2 

V 

8 

16 

32 

6V 

<?  = 

6V 

32 

: 

8 

V 

2 

ar  = 

3 

V 

10 

18 

3V 

r  = 

VV 

28 

20 

16 

IV 

13 

p  =  6x  —  1  = 

17 

23 

35* 

59 

107 

203* 

o  =  iv_t  = 

V3 

27» 

19 

15» 

13 

12» 

r  =  srv  —  1  = 

131 

!!!• 

119» 

159 

251 

vvi» 

Hinc  ergo  prodeunt  numeri 
amirahilcs: 


C: 


V.  17.  V3 
5.  131 


i  V.  13.  107 
\  V.  5.251. 


lidem  ergo  prodeunt  bini 
amicabilos,  qui  ante;  scilicct 

V.  17.   V3  l  V.  13.  10T 

131 


|  V.  17.  V3  |  V.  13.  107 

\  V.  5.  131     e*    (  V.  5.251. 
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$  79.  ExempL  3.  Sit  f  =  7,  erit  ff 
Sit  ergo  primo  g  =  2,  h  =  V  erit 


Zfe  «ummi  amicabilibus.  129 
jr/i  =  8,  «=28— 2*  =  *  et  />£=  1G.84-16.6  =  22». 


x  = 


Sit 


r  = 

0+16 

Vx  — 

1.  1- 

4  ' 

i   p  = 

/>  = 

v 

8 

28 

56 

0  = 

56 

28 

8 

1 

X  = 

3 

4 

9 

16 

Hinc 

y  = 

18 

11 

6 

5 

11 

15« 

35* 

63» 

q  = 

35# 

21» 

11 

9« 

53 

V3 

53 

79 

erit  a 

•=■■¥  et 

r  = 

04-32 
4 

et  p  = 

/'= 

% 

8 

28 

56 

Q  = 

56 

28 

8 

V 

2 

3 

8 

15 

r  = 

22 

15 

10 

9 

p  = 

15» 

23 

63» 

119» 

7  = 

21» 

IV» 

9* 

S* 

*3 

VV 

79 

13V* 

ergo  nulli  prodeunt 


Ut 


§80.  ExempL  V.  Sit  f=U,  erit  j/i=I2,  e  =  8,  PQ  =  16. 12  +  32. 10  =  512,  vel 
(8x — Vy)  (8r  —  VA)  =  512,  quae  acquatio  deprimitur  ad  (2x  —  g)  (2y —  K)  =  32,  qua 
resolula  erit  />  =  hx  —  1 ,  7  =#r  —  1  et  r  =  xr  —  1.  Sivc  autem  hic  ponatur  g  =  1 ,  /» =  12; 
sive  g  =  2,  /1=6,  sive  $f  =  3,  /1  =  V,  nulli  prodeunt  numeri  primi  pro  p,  q  ct  r. 

§  81.  Exemp/.  5.  Sit  /  =  13,  erit  5A  =  IV,  «  =  10,  PQ  =  22V  + VO.12  =  70V  et 
(10x  —  \g)  (10r  —  V/i)  =  70V,  quae  deprimitur  ad  (5x  —  2g)  f5y  —  2/i)  =  176.  Hinc  autem 
nulli  alii  numeri  amicabiles  obtinentur  nisi 

(h.  5.251 
\V.  13.  107 

qui  jam  ante  (§  78)  sunt  inventi.  Simul  vero  jam  patet,  etiamsi  pro  /"majores  numeri  primi  sta- 
tuantur,  nullos  novos  numeros  amicabilcs  prodire,  quouiam  vel  p  vel  q  sortietur  valorem  minorem, 
qui  pro  f  assiimi  potuisset. 

§  82.  Exempl.  6.  Sit  f=5.l3,  erit  ^  =  6.  IV  =  8V.  e=8,  />(?=16.8V  ^ 32.6V  =  6V.53, 
et  (8x  —  Kg)  (8r  —  VA)  =  61» .  53,  seu  (2x  —  g)  (2y  —  h)  =  V.  53.  Ilincquc  invenietur  in  numeris 
primis:   />  =  V3,  7  =  2267  et  r  =  1187,  unde  erunt  numcri  amicabiles: 

V.  V3.  2267 
,V.  5.  13.  1187. 

17 


L.Eil«ri< 


130  L.  EULERI  OPERA  ARITILMETICA.  1750. 


§  83.  Caniu  II.  Sit  a  =  2»=8,  erit  6  =  8,  c=l;  Uim  positis  numer»  «micaMibus  Spq 
el  8/r,  et  ff=gh,  erit  e  =  8/  —  7gh,  atque 

(er  -  8jn  (ey  —  8/i)  =  6Va/t  +  8e (/"-  1} 

unde  casus  sunt  dignoscendi,  quibus  Piunt  numcri  primi 

p  =  h.c  —  1 ,  q  =  gy  —  I  et  r  =  xv  —  I . 

$  8*.    Eeempi.  I.    Sit  /  =  1 1 ,  crit  ^/i  =  12,  e  =  atque 
(kx-Sg)(\y-Sh)  =  6%.  12  +  32.10 = 6*. 17,    seu    (x  -  2j)  (y  -  2h)  =  V.  17  =  68. 
Hinc  autem  nulli  numeri  amicabiles  reperiuntur. 

%  85.    Exempl.  2.    Sit  /*=  13,  erit  9/1=  U,  e  =  6  atquc 

<6x  —  8$)(6y  —  8n)  =  6*.H  +  48.12  =  6V.23,    seu    (3*  —  hg)  (3y  —  *n)  =  16.23; 
vcrum  ctiam  haec  hypothesis  est  inutilis. 

§  86.    Exempi.  3.    Sit  f=  17,  erit  gh  =  18,  e=  10,  alque 
HQx—8g)  (tOy  —  8n)  =  6V .  18 +- 80. 16  =  6*.38,   scu    (5*  —  Ig)  (5y  —  *n)  =  32. 19, 
hincque  prodcunt  numeri  amicahilcs: 

i  8.  23.  59 
18.  17.  79. 

§  87.  Kxempl.  k.  Magis  foecunda  cst  hypothesis  /"=11.23,  ininor  enim  valor  pro  f  in 
compositis  substitui  nequit;  erit  9/»=  12.2Y,'  e  =  8,  unde 

(8x  — 8S)(8y  — 8/i)  =  6V.I2.2Y  +  6V.252,    scu    (x  —  g)(y  —  h)  =  5V0. 
Ilinc  autcm  reperiuntur  sequeiites  numeri  amicabilos: 

/8.383.1907  /8.V67.  1151  |8.6V7.7I9 

(8.  11.23.25V3  (8.  11.23.  1871  1 8.  1 1.  23.  1619. 

Ilujusmodi  numcris  compositis  pro  f  ponendis  multi  insuper  alii  inveniuntur  numcri  amicabiles. 

%  88.    Schollon.    Ingeos  combinationum  numems,  qui  in  hoc  exemplo  locum  habct,  ansam 
mihi  pracbuit  solutiouem  in  aliam  formam  redigcndi  commodiorcm.    Scilicet  cum  sit 
e  =  bf—(b  —  c;jh ,  l'Q  =  bbgh  +  be  (f—  I )  =  (ex  —  bg)  (ey  —  bh) , 

ex  formulis    x  =  ~^    ct   y  =  Q^bh  eliciuntur  valores 

P—       -<  e   

Sit  ergo  ob  gh=J  f,  e  =  bf—\b  —  c)ff,  L  =  bb  ff  A~  be  (f— \)  et  MN  =  Lff,  erit 

_  m+  hfr         _  v+hfr_  ,      =  i.+b{M+s)+u,fr 

el  nunc  quacslio  eo  reducitur,  ut  numerus  Lff  resolvatur  in  duos  factores  M  et  N,  quorum  uterque 
quantitale  fc /*/' auctns ,  fiat  divisibilis  per  e,  et  ut  quoti  hinc  resultantcs  unitate  minuti,  sint  numeri 
primi.  Denique  opoiiet  ul  sit  r  +  I  =  ■ p  ^y-^  l'l  numcrus  primus.  Ilunc  ergo  calculum 
in  nonnullis  casibus  illustrabo. 

%  89.    Casu»  III.   Sil  «  =  2'=  16,  erit  6=  16,  r=  1,  alque 

f=l6/— 15//;  7,  =  256//-f  16e(/  —  I)  ct  MN=L/f. 
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Numeri  igitur  primi  esse  debent: 

_  M+  K/f      .         _  N+KJf      .         _  L+VS»ff+mM+  JV)  . 
P—      e      —  1 .   9—      ~  ' •    r—  „  ~  ' 

quibus  inventis  cnint  numeri  amicabiles:  i%pq  et  16/r. 

%  90.    Excmpl.  1.    Sit  /  =  17,  erit 

//=18,  e  =  2,  £=1024.5  et  MN  =  1024.5. 18  =  2n.3\5,  atquc 
%      p__±m_it  q  =  ?+**_u  r_«*!Lk»JM±»)-tt 

scu  sit  M  =  2w,  N=2n,  ut  sit  mn  =  2*. 3*. 5 ,  erit 

p  =  m-\-  143,  9  =  n-(-lV3  et  r  =  8(m -t-n) -f- 2431, 

qui  tres  numeri  dcbcnt  <»sse  primi,  ut  numeri  amicabilcs  sint  16/>g  et  16.17.r.  Hoc  autem  succedit 
duobus  modis,'  primo  si  m  =  24,  n  =  960,  et  secundo  si  m  =  96  et  n  =  240,  unde  numeri  ami- 
cabiles  prodeunt: 

/  16.167.1103  M6.  383.  239 

\l6.   17.10303  \l6.17.  5119. 

%  91.    Exmpl.  2.    Sit  /_  19,  erit 

//  =  20,  e  =  V,  L=  128.49,  et  MN  =  512.5.49  =  2\5.7\ 

Ergo 

_  3/4-  3*0  JV+880  _  128.89  + 16  (M-f-JV) 

p  —      4      —  ■ »    9  —      4  *  .    r  —  ,6  1 » 

seu  sit  Af=4m  et  N=  4n,   ut  sit  mn  =  32.5. 49  =  2\5 .7»,  erit 

l>  =nt  +  79,   g  =  n  +  79  et  r  =  *  (m  +  n)  -»-  711. 

Hioc  si  m  =  70,  n=H2,  prodeunt  numeri  amicabiles: 

16.  149. 191 
16.  19.  1439. 

$  92.    Exempl.  3.    Sit  /  =  23,  erit 

//  =  2*,    e  =  8,    L  =  256.5.7  et  ^V  =  20%8.3.5.7  =  2M.3.5.7. 

p  =  g  1,    9=      H  ».    r=—  1. 

seu  sit  ytf  —  8m,  JV=8n  et  mn  =  2\3.5.7,  crit 

p  =  m  +•  47 ,    g  =  n  +  47  et  r  =  2  (m  +  o)  + 235. 
Hinc  tres  casus  oriuutur 

/m=56, 
\n  =  60, 

et  numeri  amicabiles  sunt: 

16.  103.  107        u  s    127       (  16.53.607 

16.  23.1367. 


l  m  =  42,  /  m  =  6, 

\«  =  80,  (n=  560. 

/  16.  103.  107      /16.89.127  |l 

\l6.  23.467      (16. 23. 479  (l 


$93.    Enxmpl.  4.    Sit  f=  31 ,  erit jf=  32,  e=16,  L  =  512.31  et  MV=2'\3t, 
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M+  1632                     A  +  16.32                     16(J/+ iV)+5IS.47 
P  =  ~,r,  l>    9  =    "  .«  l>    r  =  Mii  


16  •>    i-         |6  ->     ■  ~  250 

Sit  ergo  A/  =  16«,  A*  =  16«  ut  sit  mn  =  2'.31,  crit 

p  =  m  +  31 ,    </  =  n  +  31 ,    r=  m  4-  n  -f-  93. 

Hioc  autem  oulli  prodeuot  numcri  amicabilcs. 

§  9*.  Exmpl.  5.  Sit  /  =  V7,/y=V8,  erit  «  =  32  et  L  =  t02V.5.7  et  J/.Y  =  2'\3.5.7, 
unde  « 

*+16.48                     #+16.48       .              16(M  +  A'>+ 1024.47 
P=       .li  '»  3i  r=  1024  '» 

Sil  j»/=32m  ct  A"=32n,  ut  sit  »tn  =  2*.  3. 5.7,  erit 

p  =  m +■  23,   o  =  /i-j-23,    r  =  £(m  +  n)  -4-  V6. 
Ergo  «-f-"  debet  esse  numerus  impariter  par,  ut  J(«  +  n)  fiat  impar,  quod  evenit  si  vel  m  vel 
n  sit  impariter  par.    Sit  m  =  30,  n=  56,  erunt  numeri  amicahtles 

f  16.  53.  7» 
\  16.  V7.89. 

$  95.    Ewmpi.  6.    Sit  f=  17 .  137 ,  erit  ff=  18 .  138  =  V .  27  .  23  =  2V8V,  «  =  V, 

L  =  256. 2V8V  +  6V. 2328 = 512.3. 7. 73  et  MN  =  20V8.81 .7.23.73, 

>/+ 16.2484       .             JV+ 16.2484                    512-2775  +  16(A/+  N) 
p  =  |,     g  =  ^         —1,     r  =  |(J  1. 

Sit  iW=  Vm,  7V  =  Vn,  erit  mn  =  128.81 .7.23.73  et 

p  =  m+  9935,    7  =  n  +  9935  et  r  =  V  (m  +  n)  +  88799. 
Scd  hic  scmpcr  prodit  valor  ipsius  r  major  quam  1 00000,  ita  ut  difficile  sit  discernere,  ulrum  sit 
primus  nec  nc. 

§  96.  Exempl.  7.  Sit  f=  17.151,  erit  ff=  18. 152  =  16.9. 19  =  2736,  e=32  ct 
L=  102V.1967=  102V.7.281,  atquc  MN  =  2".9. 7. 19.281.  Sit  A/=32m,  A*=32n,  erit 
m/i=  16.9.7.19.281  et 

p  =  m  +  1367,    ?  =  n+!367,    r  =  J  (m  +  n)  +  2650. 
Sitm  =  2^,   n=Sy,    erit  /^  =  9.7.19.281  et 

p=2/*  +  1367,    o  =  8»>+  1367,    r  =  ft +  Vv  +  2650. 
Ilinc  primum  patet  neque  ,u  neque  *  esse  posse  numerum  formac  3« +  2;  tum  fi  non  posse  desi- 
nerc  in  9  nec  v  in  1 ,  quibus  observatis  sequenles  tantum  rcsolutiones  locum  habent: 


1  * 

• 

• 

• 

3.281 

7.19 

21.281 

21 

63.281 

3 

1 

| 21.19 

9.281 

57 

57.281 

19 

399.281 

1197.281 

quorum  ii,  qui  astcriscts  sunt  notati,  excluduntur  ideo,  ne  p,  g,  vel  r  Gat  per  7  divisibile.  Quarta 
rcsolutio  dabit  hos  numeros  amicabiles: 

|16.  1V09.  129503 

si  modo  liic  numerus  129503  est 


16.  17.  151.66739, 
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$97.  Exempl.  8.  Sit  f=  17. 167,  erit  /f=  18.108  =  16.27.7  =  302*,  e  =  6*. 
t  =  20*8 .  1797  =  20*8  .  3 .  599  et  M  =  2".  3« .  7 .  599.  Sit  M  =  6*« ,  N=  6*n ,  erit 
Mn  =  2\3\7.599  et 

p  =  M  +  755,    9  =  n+  755,    r  =  j  (m  +  n)  + 

SitM  =  2u,  n  =  *f,  erit  /ir  =  3\7.599  et 

p  =  2/<  +  755,    </  =  **  +  755,    r  = »-  +        +  1086. 

Ubi  patet  esse  oportcre  fi=\a  —  1 ,  nc  r  fiat  nuuicrus  par:  nec  u  =  3« +  2,  ncc  v  =  3« -j-  I. 
Hinc  prodeunt  numeri  amicabiles 

^     i  /16.809.51071 

(  16.  17.167.13679. 

§  98.  Cam  IV.  Sit  vel  a  =  3\5,  vel  a  =  3\7.13,  utsit6  =  9,  c  =  2,  erit  e=9/*-7/£ 
L  =  81  //+  9c  [f—  1)  et  WJY  =  L /f,  erit 

*+9//  A'+9//  9(M  +  ir)+/.  +  M/r 

"  e  '     ■  e  '  ce  ' 

qui  numeri  />,  9,  r  si  fuerint  primi,  crunt  numcri  amicabiles  apq,  afr. 

$  99.    Exempl.    Sit  f=1,  /f=S,  erit  e  =  7,  L  =  2.27.19,  MN  =  16.27.19,  crit 

*+72             „_  A-+72                     9  (.W+A)  + 3-27.31 
i°  —      7  •»    7—  — 7  '>     r  —  <9  

Unde  posito  M=5\,  N=  152,  oriuntur  numcri  amicabiles 

3\5. 17.31 


a.l7.3H  seu  /3\5.17.31 
a.7.7lj  \3\5.7.71. 


§  100.  Problcma  4.  Invenire  numcros  amicabilcs  hujus  formae:  agpq  et  ahr,  ubi 
p,  9,  r  sint  numeri  primi,  at  g  et  h  sive  primi  sive  compositi  dati,  una  cum  factore 
communi  a 

Bolutfo.  Ex  factore  communi  a  quaeratur  in  minimis  terminis  fractis  -7  =Sa-/a'  deinde 
sit  ~  =  — »  et  ex  prima  proprictatc  numerorum  amicabilium  eril 

J  A  rt 

(/»,  +  «)     +  «>y>  =    +  »)/'«,  seu  r  +  1  =  ^  (p  +  1 )  (f  +  1). 
Altera  vero  proprietas  praebet  (r+ t)/a./6  =  a  (fl>9  + 6r),  vel  ob^-  =  8i=-%  erit 

(r  +  1)  (26 -<•)//>.  =  6  (</p9  +  Ar), 

et  pro  r  substituto  valore 

M(26-e)(p  +  l)(9+!)/fc  =  6(«a!p9  +  Mfc(p  +  l)(9+  l)-n6). 
Sit  brevitatis  gratia  p  +  1  =  «,  9  +  1  =  /,  erit 

m  (26  —  c)  ay/"6  =  6  (mhxy  +  /ynrr  —  ngx  —  ngy  +  na  —  nh) ,  vel 
(«6n  +  nbg  -  2m6/6  +  mc/A)  *y  —  «6jx  -  nbgy  =  nh(h-  g). 
PonaUir  brevitatis  gratia  e  =  6  (i/in  +  ny)  —  (26  —  c)  m/6,  eritque 
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eexr  —  nbgex  —  nbgey  +  nnbbgg  =  nnbbgg  -\-nb(h  —  g)e  seu 
(ex  —  nbg)  (ey  —  nbg)  =  nnbbgg  -\-nb[h  —g)  e. 
PonaUir  crgo  nnbbgg  +  nb  (h  —  g)  e  =  MN  Cetquc 

x  =  ^    ct   r=_+_#  scu 

lf  0__±_*_()  r_^~_,. 


Qui  tres  nuraeri  p,  q  et  r  si  fucrint  primi,  erunt  numeri  amicabiJes  agpq  et  ahr, 
que  factores  sint  primi  intcr  se. 

§  101.  CoroU.  Si  sint  g  et  /i  numeri  primi,  crit  -^  =  f+{j  «t  ergo  g  =  km — 1  et 
h  —  kn  —  1 ,  erit  /A  —  An,  unde  fiet 

e  =  6  2kmn  —  m  —  n}  —  (26  —  c)  Amn  =  cfc/nn  —  6  (m ,+  «) 
MN  =  nb  (n6  iftm  —  1       fc  (n  —  mj  «)  =  (ex  —  6n  (ftw  —  1 ;)  (er  —  6n  ifcm  —  1  >) 
ct     p  =  r  —  l,o  =  r  —  1  atquc  r  =  -"-  rr  —  1. 

§102.  Canu  I.  Sit  m  =  1 ,  n  =  3,  ergo  g  =  k  —  t ,  h  =  3fc  —  1 ,  eritque  <  =  3cA— kb 
et  MN  =  36  (36  [k  —  1 1*  +  2fce)  ideoque 

e  '    .>  —  e 

ac  denique  p  =  x  —  1 ,  g  =  r—  1  et  r  =  J  j  r  —  1 . 

§103.    Excmpl.  1.    Sit  n  =  4,  6  =  *,  c=  1,  erit  e  =  3A— 16  et 

=12(12(A-l)*+2fce)  et  «=_+JA___   et  r  =  __il-__ 

Hic  poni  potest 

I.    ft  =  6,  ficlque  £  =  5,  A=17  et  e  =  2,  sed  hinc  nihil  efficitur. 
II    ft  =  8,  Getque  o  =  7,  A  =  23  et  e  =  8,  jtfiV=  12  (12.49  f-  128)  seu 
MN  =  16.3.179  =  (8x  — 84)  (8^  —  84)  idcoque  3. 179  =  (2x  —  21)  (2r  —  21), 
unde  nihil  pariter  scquitur. 

§  104.    Exempt.  2.    Sit  o  =  8,  6  =  8,  c  =  l,  erit  «  =  3A  —  32, 

MN  =  2k  (2k(k  —  !)•+  2fte)  seu 
MV=48(15AA— 56A-fl2|  =  (ex— •  24(A  —  1))  (er  —  2i(A  —  1  i. 
Verum  ne  hinc  quoque  quicquam  concludere  licel. 

§105.   Catiu  11.   Sitm  =  3,  n=l,  erit  e  =  3cA_»6  et  g  =  3k  —  1,  h  —  k  —  1, 
MN  =  b  (6<3A -  1)»-  2ke)  =  iex  —  6  (3  A  —  1))  (ey  —  6  (3A  -  D), 
/>  =  cc  —  1,    o  =  r— 1    et   r  =  3xr  —  1. 

.     §106.    Exrnpl.  i.    Sitfl  =  10,  6  =  5,  c=l,  erite  =  3A  — 20  et 
5(5(3  A-  l)1-2fcc)  =  (e*  —  5<3A-  l))(er_5(3A-  1)). 
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Si  hic  ponatur  ft=8,  fiet  5.29.89  =  (l«  -  115)  [\y  -  115).  Unde  prodit  x  =  30,  y  =  61%, 
3*r  =  60660,  et  numeri  amicabiles  erunt 

f  10.  23.  29.  673 

\  10.  7. 60659. 

$  107.    Extmpl.  2.    Sit«  =  3*.5,    6  =  9,    c  =  2,  erit  «  =  6A  —  36  et 
9(3fc  —  1)'—  2fce  =  ($«c  —  3(3*—  l))(Jqr  —  3(3fc—  1>). 
Jam  Gat  k  =  8,  erit  e  =  12  et  3. 1523  =  (ix  —  69)  (fcy  —  69),  hincque  oritur  *  =  18,  y  =  398, 
3xjr  =  2U92,  eruntque  numeri  primi  g  =  23,  A  =  7,  p=17,  9  =  397,  r  =  21*91,  et  numeri 
amicabiles 

f  3«.  5 . 23.17. 397 
l3s.  5.7.21191.  . 

satis  luculenter  perspicilur;  scd  ob  ipsara  nimiara  (ingendi  libcrtatem  non  parum  molestum  eat 
secundum  praecepta  faic  tradita  omnes  casus  percurrcre.  Cum  igitur  sufGciat  hanc  methodum  tra- 
didisse  ejusque  usum  monstrasse,  ei  prolixius  non  immoror,  sed  ad  ultimam  metbodum,  cujus  ope 
numeros  amicabiles  eruere  liceat,  qua  quidem  sum  usus,  exponcndam  progredior.  Nititur  ea  autem 
singularibus  proprietatibus,  quibus  numeri  ratione  summae  divisorum  gaudent,  quas  oblata  occasione 
expiieabo,  ne  plurium  lemmatum  pracmissio  taedium  creet  lis  autem  expositis  non  dUficUe  erit 
plnra  alia  problemata  ad  boc  genus  pcrtinentia  resolvere. 


§  109.  Problema  5,  Invenire  numeros  araicabiles  hujus  formae  zap  et  zbq, 
ubi  factores  a  et  6  sinl  dati,  p  et  q  numeri  primi,  et  factor  communis  z  investigari 
debeat 


Sit  fa  :fb  =  m :  n,  et  cun 

/«(p+i)  =Jb(q  4-1),  erit  m(p4-t  )  =  n(o-M). 
p-(-l=nx  et  9  4-  1  =  «x,  eruntque  numeri  amicabiles:  za  (nx  —  t)  et  zb  (mx  —  1). 
Ubi  quidem  requiritur  ut  mx  —  1  et  nx  —  1  sinl  numeri  primi.  Cum  jam  utriusque  numeri  eadem 
sit  suinma  divisorum  =  nxfafz  =  mxfb fz,  oportet  ut  ea  sit  acqualis  summae  numerorum 
z  ((na  4-  016)  x  —  a  —  6).  Unde  obtinetur  ista  aequatio  ■  V  =  -  — ^  _  fc.  Quo  jam  ex  hac 
aequatione  valor  ipsius  t  elici  queat,  fractio  lM+m^^~^rb  ad  minim<»  terminos  reducatur,  quac 
«•*  =-f »  tta  ut  habcatur  =  -f ;  hinorae  sequentia  sunt  notanda:  Primo  esse  z  vel  ipsi  r 
aequale,  vel  ejus  multiplo  cuipiam  puta  kr.    Priori  casu,  si  :  =  r,  erit  /:  =  *,  ac  propterea 


»=fr.  Posteriori  casu,  si  z=kr,  erit  /:  =  ks  =  fl<r.  Verum  quicquid  sit  k,  vril  jf>  k, 
nam  fkr  continet  omncs  divisores  ipsius  r  singulos  per  k  multiplicatos,  et  insuper  eos  divisorcs 
ipsius  r,  qui  non  sunt  per  k  divisibiles;  eritque  crgo  fkr>kfr.  Cum  igitur  sit/:>&/r,  erit 
quoque  kt>kfr,  seu  *  >/r.  Quare  si  in  fractione  fuerit  s=fr,  crit  x  =  r;  sin 
sit  *>/r,  erit  :  aequalc  multiplo  cuipiam  ipsius  r.    Uude  patct  si  sit  $  <  f  r, 


-j:=—  *»**  impossibilem,  ncque  hoc  casu  numeros  amicabiles  inveniri  posse.  Deinde 
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St  =  »t±?±-^=  *  +  » ob  ±  <1  (|i<l,erit^<2-i--\  ideoqoe 

s  nfa  nx  Ja       J  a    '    fb       nxja  fa  fb  i  nxfa  1 

multo  magis  ~  >  -5- '    'ta  ut  z  sit  semper  numerus  deficiens.    Ilincque  patct  aequationem  -^-  —  — 

/ *       *  /s  ' 

I"  1 

semper  ita  fore  comparatam,  ut  sit  —  >  —  seu  s  <  2r.  Unde  si  sit  fr  =  s,  crit  y>  <  2r,  ct  si 
«  > />,  erit  multo  magis  y*r  <  2r.  Lftroquc  igitur  casu  r  erit  numerus  deficiens.  Quocirca  si  x 
tanquam  numerus  incognitus  spectetur,  proposita  acquatione 

i_    nrfa 

/  »       (nii  +  mh)  x  _«  —  /,' 

nx/a 


valorem  ipsius  r  ita  determinari  oportet,  ut  reducta  fraclionc  ^-^rmb)  :z_a  _  b  ad 
nos,  -  >  fiat  r  uumcrus  deliciens,  et  ul  sit  vel  *  =./>,  vcl  *  > /r.  Quibiu  conditionibus  animadversis, 
tam  r  quam  i  in  suos  factores  simplict*  primos  rcsolvatur,  ut  prodcat  hujusmodi  acquatio 

i  _  Aa  AiJ C 
~fl  ~~  i« >t  «f ' 

tunc  autem  successive  vcl  A",  vel  allior  potestas  ipsius  A  ponatur  factor  ipsius  z,  seu  ponatur 

z  =  P  ,/«*+',   crit  fz=/A"  +  'JP  et    ;; ■=  fjX^fp*  ideo,r"" 

/'  _  n?  c:  fAa-*-*  ' 
fp  —  A"t:'/-  ili^ '  i 

Similique  modo  ponatur  ullerius  P  =  Ii '■'->' Q,  ct  hoc  pacto  procedatur,  doncc  tandem  perveniatur 
ad  acquationem  bujus  formae  jy  =  y^->  qua  habeatur  Z  — «.  Saepe  quidem  baec  opcmtio 
succcssu  optalo  carct ,  scd  pro  quovis  casu  oblato  facilius  erit  opcrationem  hanc  per  cxempla  docere, 
quam  pcr  pracccpta. 

§  110.  Exempl.  1.  Sit  a  —  3,  b  —  1 ,  erit  /'«  =  V,  ff>  =1  et  w  —  V ,  n  =  I ,  ac  nunwri 
amicabiles  erunt:  3  x  —  l)z  ct  (hx—  liz,  si  sint  x—  1  ct  Vx  — 1  numcri  prirai  et  y-:  =  ^-^ 
Hic  autein  primo  patet,  si  *  ex  numeratorc  non  tollatur,  fore  7x  — V</Vx,  ob  f\x=7fx. 
Ergo  neccssc  cst  ut  sit  7x  —  k  numerus  par.  Ponatur  x=Vp,  erit  —  -  _y  Nunc  fiat 
7/»  —  1  numcrus  par,  poncndo  p  =  2g  +  1  ,  erit  ^  —  ^z^f  ct  x  =89  +  V,  atque 
x—  1— 89  —  3,  \x — l  =  32y-t-15.  Undc  7  ncquit  csse  multiplum  ternarii,  ne  x  —  1  fiat 
per  3  divisibilc.  Erit  ergo  vel  t/=3r-+-  1,  vel  t/  =  3r — 1;  priori  casu  lit  2</  1  =  6r  -\-  3, 
ac  1  deberct  essc  divisibile  per  3,  quod  pariter  ficri  ncquit,  quia  iu  allero  numero  quacsito 
3  fx  -  1  j     jam  iocst  factor  3.    Sil  igitur  y  =  3r  -  1 ,  erit       _=  atque  x  =  2Vr  —  V, 

x—  1  =2Vr  — 5  et  Vx— 1  =9Gr—  17.  Cum  autem  z  factorcm  3  habcre  ncqueat,  nisi  bina- 
rius  ev  numeralore  2  6r  —  l  l  tollatur,  z  erit  divisibile  per  2,  et  posito  :  =  2 y  fieret 

ir  _  2(Cr-  I)  r   __  -H6r  -  j) 

3./.V         41  r- 4-      01     ./>"""    <lr~4  ' 

ideoquc  evadcret  v  et  proptcrca  quoquc  z  pcr  3  divisihilc,  quod  fieri  nequil.  Hanc  ob  rcm  iste 
binarius  ex  ntimcratorc  tolli  dcbet,  ponendo  r  =  2*,  ut  sit  r  —  1  =  \Hs  —  5,  \x—  1  =  192*—  17, 
eritque  ^  =  Jam  si  *  sit  numcrus  impar,  ob  z  ntimerum  imparcm,  fiet  quoque 

fz  =k(2ls-2) 
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,  ex  quo  sequitur  itumerum  z  fore  quadratum:  sin  autem  t  sit  numerus  par,  factor 
r  non  erit  quadratus.    Evolvantur  ergo  ii  insius  s  valores,  qui  cfficiunt  x—  1  =  »8*— 5 

et  V*— 1  =  192 1—17  humeros  primos,  et  dispiciatur  utrum  acquationi  /-=^rj  satisfier» 

queat.    Sit  «  =  7,  erit  * — 1=331,  kx —  1  =  1327  et  —  =         Jam  cum  i  debeat  esse 

A        34i7  19 

quadratum,  ponalur  :  =  83*//,  eril  fz  =  367. 19///  et  — ,  =  ;r.*j_V  Nunc  autem  ipsius  A  factor 
statui  nequit  19*,  ol>  /19*=  3. 127;  prodiret  enim  3  factor  ipsius  /1;  altioribus  vero  potestatibus 
sumendis,  mox  devenilur  ad  numeros  lam  grandes,  ut  facile  pateat  opus  succedere  non  possc. 

11.13 


Si  »  =  12,  erit  x  —  1  =571,  \x—  1  =2287  et  ~  =  qua«  neque  11*  neque  13  pro 

resolvi  potest.    INcque  vcro  eliam  ei  majoribus  valoribus  pro  s  mihi 


$111.    Extmpl.  2.    Sita=5,  fc=l,  erit /_  =  6,  /6  =  1 ,  «  =  6,  n  =- 1 ,  et 
amicabiles  erunt  5  (x  —  I  )  ;  et  (6x  —  1  j  z,  hahebiturque  -*  =  j|T-_'  a*(lua,io  ul  sit  Pos_ 

sihilis,  e*  numeratore  6x  vel  binarium,  vel  ternariuni  tollere  oportet,  quia  alioquin 
rcdundans.    Ilabebimus  erfo  duos  casus  cvolvendos. 


I.  Tollatur  cx  numeratore  ternarius  ponendo  x  =  3p,  erit  -r  =  ^  _2?  nunc  vero  ponatur 
p  =  3g  1 ,  critqne  y-  =  -jj-^y  >  et  °h  x  =  9f/  -t-  3,  numeri  primi  esse  debent  x —  1  =  9g4-2 
et  6x  — - 1  =  5\q  -{- 17,  ubi  patet  q  esse  debcrc  numerum  imparcm.  Sit  ergo  q  =  2r  —  I ,  erit 
x — I  =  18r — 7,  6x — I  =  108r  —  37  et  ~  =  ^~1T  ~  "i tV—  4~*  Evolvantur  jam  c_sus, 
quibus  18*  7  et  I08r  —  37  fiunt  numeri  primi,  qui  sunt 

1)    r=l,  eritx-1  =  11,  6x— 1  =71  ct      =^=  J.Com  igitur  hic  sit  7  = /\,  erit 

(V.  3.  11) 

i  =  V,  et  numeri  amicabilos  erunt  \  )  quos  quic 

v  >•  71  ,  1 


2.5 


2)    r  =  2,  eril  x— 1=29,   6«- 1  =  179  et  ^  —      —  T*    At  Z 


factorem  5  babere 


3)    r  =  5.  erit  x  —  1  =  83,  6x  —  1  =  503  et  y*  =  *~,  at  hic  3. 17  </».7. 

V)    r  =  8,  crit   x—  1  =137,  6x— 1=827  et  j-  =  Ponatur   r  =  23P,  crit 

/:-=2V//»  et  £=|J -jr=  \  >  °~de  P  =  »  et  s  =  ».23,  quam  operationem  ita  bre- 
viter  repraesenlo: 

/»  —  .  3.7  \  _4  J    7    \  '  ) 

unde  Gt  i  =  V.23,  ct  numeri  amicabiles  crunt:  l*'"!»'f'i^7 

\  \.  23.  827. 


Reliqdi  valores,  quousque  quidem  etaininavi, 

18 
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II.  Tollatur  ex  numeratore  binarius,  ponendo  x  =  2p,  erit  j-  =  |f^__3*  ^«nc  sit />= 2g-M, 
erit      =  -rr^4~r>    e'  numeri  primi  esse  «dcbebunt  (ob  *  =  %q  -+-  2) :    x  —  t  =  **o  -V-  I , 

_/  -  11  y -f-4  ■  1  1 

6x — l=2*g-|-11,  quare  esse  nequit  y  =  3 u — 1.  Dcindc  cum  -  non  esse  dcbcat  divisibile 
per  5,  neque  2q  -f-  I,  neque  bq-\-i,  neque  2Vg/-+-  II  per  5  debet  esse  divisibile,  unde  excluuun- 
tur  casus  q  =  5«  -+-2,  g  =  5«-f  1.  Rejectis  ergo  his  aliisque  valoribus  inutilibus  ipsius  q,  qui 
pro  x  —  I  et  6x  —  1  non  praebent  numeros  priraos,  calculus  iU  sc  babehit: 


*—  1 

1 

6x—  1 



s       3<2y  +  l> 
/»       »>?  +  < 

3 

13 

83 

^  nihil  dat 

J7 

V 

17 

107 

^  =             Ji           I  (^h  z  =  9.7.l3,  vcl^          ;  {A\ 

48       16  |  13  |  16  (  14  j    B    (  «  {                                 16(40)  1(6) 

ergo  z  =  27.5.    Hic  autem  valor,  ob  a  =  5,  est  inutihs.  Erunt  or^o 

numeri  amicahiles:  j            5.  17 
19  7  13  107 

9 

37 

227 

nihil  dat. 

10 

11 

251 

8.81        3.7    (  71  \    3*    {  3*\    13    (  13  \  .  ., 

HT  =  ri.  {3.19}  iT  {«}  14  |iTp    er*°  -  =  3'.7M3,  et 

nnmeri  amicabiles  erunt:    | 3*/  7*-  i3- 5  Kl 

(3*7*.  13.251. 

...  -             _  .  . 

18 

73 

H3 

3-37  _  3.37      ....  , 
«02       2.101  " 

2» 

97 

587 

_?  =  rS  nih»  **• 

afin       4. 67 

28 

113 

683 

3.57       9  19       3  19      ....    ,  . 
—  -  = =  —  —  =  — -      Dibil  uat. 
312       8.39  8.13 

3* 

137 

827 

3.69        .3           23      j  23  \     4      (  4  \ 

378"  -  8.21  ~  8_7    \  84  j    T    \  7  j  '     -  =  *         Ut  *-««. 

39 

157 

9*7 

g   nihil  dat. 

« 

181 

1091 

3.91  _  3.7.13 
499  499 

18 

193 

1163 

3.97         3  97         3.97     1  97  \     3.7     (  7*  \     3»     ( 3*  \  13 
532  —  4  7.19  —  4.133    \_.7*  |    2.19    (8.19)    2.7    (13)  14* 

_  =  3*.  7M  3. 97 ,  et  numeri  amicabiles  sunt :    j  3'-  J*-  1 3-  97-  5-  •  9  3 

\  3*.  7».  13.97.  1163. 

i9 

197 

1187 

3.99  _  9.11 
543   —  181 

60 

2VI 

1151 

3.121  3.11' 
W  -  YM 
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—  l 


6x  —  1 


»  _3(3y  +  I) 
/,—  Hf  +  4 


69 


277 


79  i  317 
8*  '  337 
93  :  373 


1*167 


iyu7 


100 
2V% 


W)t 

977 


22M 
2Ht 
5867 


3.139 
79» 

3.159 
873 

3.1  «9 
»48 

3.187 
1037 

3.S01 
1104 

3.489 
2688 

Ergo 


97 
3M69  _ 

H.m  - 

3.H 17 
13.79 
3.67 


3.if>9 


3.67 
1«  23 


_  3.163    (  163  \     3L41     I  _1_\     3*      (  3_\     1»     \  l*\ 
128.7  32.7     \8  3.7  1      16      )  18  (     16    \  14  ) 

t  =  3*.  7 . 13  .  fci  .  163,  el  numeri  amicabiles  erunt: 


i 


3*.  7,  13.  U.  163.  5.  977 
3».  7.13.*l.  163.5876. 


Ilinc  ergo  bini  prodierunt  oot!  nnmeri  amicabiles. 


15,-4'  1 
,  quia  15p  —  K/8p.    Ergo  Oat 


7(x-i)z  et  (8x-l)z,  existent*  F|__V    Ac  primo 

ponatur  crgo  x  =  2p,  erit  x  —  I  =2p  —  I,  8x  —  1  =  16p  —  t  et  -J- 
est  impossibilts,  nisi  potestas  binarii  in 

p=\q,    ut  sil  J  =  8f/,  «—1=87—1,    8x  —  1  =  6V7  —  1   et  ~  = 
9  =  2r+l,  «rlty;=-l^-y  et  x-  1  =  16r  +  7,  8x -  1  =  128r  +  63, 
ut  neuter  sit  per  3  divUibilis,  neque  erit  r  =  3« — 1,  nequer  =  3«.    Sit  ergo  r  =  3*-|- 1,  erit 

r.-'£$2 ~ t-jm}  -—«»+«•  •.-•-«*+•••. 

Nunc  tcI  ternariits  Tel  quaternarius  ex  numcratore  tolli  debet.    At  ternarius  tolli  nequft, 
per  3  est  dWisiWlis;  toUalur  ergo  quaternarius,  ad  quod  pono  t  =  2t, 


primi  esse  debent  x  —  1  =  192«  —  73,  8x  —  1  =  1536u  —  577. 


x  — 1 


8x—  I 


./' 


887 


7103 


JT37 
908 


3.37 
16-13 


X  =  3\  5  .  19.37, 


(  37  \  319  (  1»  \  3.»  jj_\ 
\8.19)     8.13  S  «3  \S-3j 

et  numeri  amicabiles  erunt: 

(  3*.  5.  19.  37.  7.  887 

\3*.  5.  19.  37.  7103. 


3« 
13 


Erpo 
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i  —  i 

ox  —  1 

5 

/* 

3.5.17 
4.107 

11 

2039 

16319 

13 

2123 

19391 

3.101 
8.71 

26 

V9I9 

39359 

3.205 
1153 

§  1 1 3.  Exempl.  V.  Sit  a  =  1 1 ,  6  =  1,  eril  /a  =  »t  =  12,  J  b  =  n  =  1 ;  numcri  quaesiti 
ll(x — l,i  ct  (I2x —  1)  r,  atque  j~.—y\r  _ "'c  61  numeratore  vel  3,  vel  \  tolli  debeL 

I.    Tollatur3:  ponatur  x  =  3p,  crit ^  =  et/>  =  37-l,  erit  S-  =  ,  et 

ob  x  =  9r/  —  3,  7  dcbct  essc  impar.    Sit  9  =  2r4-t,  nt  sit  x=t8r-f-6,  erit 

:       4(6r  +  8)  _  4(3^+1) 
/*—  46r  +  14  23r-f-7 


ct  x 

—  I  = 

I8r  -f  5, 

I2x—  1  _216r  +  71. 

r 

x—  1 

12x— 1 

X 

/■• 

0 

5 

71 

*  ,   r  =  \;  nume 
7 

ri  amicabiles  [W'  XXm  5 
\\.  71 

2 

\i 

503 

4.7 
53 

3 

59 

719 

4.10  8.5 

"76  =79  ""P- 

6 

113 

1367 

4,9      4  19  :m„ 
145  =5T2§  ""P- 

••} < ,  *  *  _« hic  ^ , 

7 

131 

1583 

4.22  _  11        11  I 

768  —  21  ~~  3.7  1 

m  valet. 

II.  Tollatur  factor  *,  ac  ponaUir  x  —  V/>,  ut  Gat  ^  =  ^J^-    Jam  sit  />  =  \q  +  1 ,  erit 

et  «»b  x=1674-V  numeri  primi  esse  debent 

x-l  =  l69  +  3  et   12x  — 1  =  192^  +  47; 


7 

x—  1 

12x— 1 

X 

/» 

0 

3 

\7 

3 

-j-  impos8. 

1 

19* 

239 

3,5  f  n  r 

4.7     (23  J  14 

{li}  l4;  2  =  3».  5.  13,  et  numeri  amicabiles  erunt: 
(3*.  5.13.  H.  19 

• 

\3\  5.  13.  239. 
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q    jx—  1 

I2x  —  1 

| 

13 

211 

25V3 

3.53      (  M  )       81       (    *«    )       7  »3       i  »»  )       7*       i  7'  \ 
16.19      (8-*7j     »19     (4.7. 13  j     2.3.19     |2.7j     3.19     ^  3.19  j 

Ergo  :  =  3\7\13.  53,  et  numeri  amicabilcs  enmt: 
|3\  7*.  13.  53.  11.211 
(3\  7*.  13.53.  25  V3. 

§  11V.    Exempl.  5.    Sit  o  =  5,  6  =  17  et  numcri  amicabiles  5  (3x  —  1)  :  et  17  (x  —  1) 

..    i         ISj  9x       r  ,  ,  _        .    i  18» 

ent  >-  =  i_ — s_  =   r."  ^un>  *  debeat  esse  nunierus  rwr,  nonatur  x  =  2p,  ent  >-  =        -r.  > 

./»      3_x  —  i2       IGx  — 11  *        1  r'         /z      32/>  — 11 

et  cx  numeratore  18p  vel  factor  2  vcl  3*  tolli  dvbet,  ne  sit  numcrus  redundans.  At  factor  2  tolli 
nequit;  tollatur  ergo  factor  9.  Ad  hoc  ponatur  p  =  9^4"  V,  ut  sit  x  =  1 8 7 -f- 8  et  x —  I  =  189+7 
et  3x  -  1  =  5 V7  +  23,  erit  ±  = 


1 

x— 1 

12x  — 1 

0 

7 

23 

t3  lmP 

oss. 

• 

2 

V3 

131 

4.11 
7.11  — 

4 

V 

:  =  V,  et  numeri 

amicabiles: 

jV.  5.  131 
|  V.  17.  V3 

V 

79 

239 

16.5 
3.47 

5 

97 

293 

2.49 
17S 

17 

313 

9V1 

2.157 
557" 

19 

3V9 

10V9 

3.5«. 7 
37.23 

20 

367 

1103 

16.23 
653 

- 

2V 

V39 

1319 

8.5.11 
781 

inut. 

8.5 
—  71* 

• 

$  115.  Exempl.  6.'  Sit  a  =  37  et  6  =  227,  crit  /«  =  38,  /6  =  228  et  "  =-~>  undc  si 
numeri  amicabilcs  sint  37  (6x  —  1):  et  227  (x —  1):,  fiet  ±  =  ..H'***^.  —  .i_*'!9__i»  cwm 

v  v  '  /»      449  x  —  264      449 x  —  264 

x  debeat  esse  numerus  par,  ponatur  x  =  2p,  ut  numeri  primi  esse  debeant  x  —  i  =  2p  —  1  et 

6x  —  1  =  i2p  —  i ,  eritque  ^  =  Nunc  "  nummtor*  vcl  factor  v»   wI  factor  3 

tolti  debet 

I.  ToUatur  factor  3;  ad  hoc  ponatur  p  =  3?,  ut  sit  ^  =  ^'-"jji  nunc  fiat  7  =  3r  +  1, 
eritqoe  yx  =  4J*f(^ etp  =  9»-4-3,  x  —  1  =  18r  4-  5,  6x— 1  =  108r -j- 35. 
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• 

r 

x  —  1 

6x  —  1 

/» 

2 

41 

251 

4.19.7 
1033 

3 

59 

359 

4.19.10  4.5 
1482  —3.13 

6 

113 

683 

4.19.19 
XS3.41  f 

13 

239 

1439 

4.19  40 

4  149.1 

17 

311 

1871 

16.13.19 
~8.97l 

22 

401 

2411 

4.19  C7         4.C7     (  67  \      16     (  16  \  .             IC  c- 
10013          17.31     14  17  j     31  (311 

numeri  amicabiles:          67.  37.  2Vl  1 
\  16.  67.227.  401. 

1 17 

2111 

12671 

4. 19.352        128.11.19        32.  „ 
52668    —  4  7  9.11.19  —  63'    *  ~  **' 

et  numeri  amicabiles:  (32-37.12671 

(32.227.2111. 

II.  Tol 

atur  fector  4;   ponatur  p  =  4«,  cril  j.  =  £AV^  nunc  sit  ?  =  4r+1,  erit 

p=16r-f  4 

,  x  —  1  = 

=  32r  +  7,  6x-  1  =  192r  +  47  atque  ±  =  ^g'' 

r 

x—  1 

6x—  1 

s 

/* 

0 

7 

47 

i:§  {"»}  £5  {s5*}  5* :=3*-5 19  et  numeri  «««"W»5 

(3*  5.  19.  37.47 

2 

71 

431 

(3*.  5.  19.227.  7. 

9.19 
2.167 

8 

263 

1583 

{"»}  "  |A}                S»  .  =  **.»..«. 

.....       (3*  5.13.19.37.1583 
et  numen  amicabues:  <  . 

(3*.  5.  13.  19.227.  263, 

15 

487 

2927 

3.19.61 
7.977 

23 

743 

* 

■ 

4463 

9.19.31  31 
9. 19. 61  —  61 

26 

839 

5039 

3  19  105  3.5.7.19 
2.3  13.151  2.13.151 

30 

* 

967 

5807 

3.19  11 
2617 

11 

1319 

7919 

3.19.165  519 
9.121.17  —  11.17 
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$116.  Exempl.  7.  Sit  a  =  79,  6  =  II .  19  =  209,  fa  =  80,  /6  =  2*0,  erit  m=i, 
n  =  3,  et  numeri  amicabiles  sint  79(3*—  1)  r  et  11.19  (x— 1)r,  crit 


71 


UQz 
446x  — «88 


120-r 

«S3x  —  144* 


Sit  x=2p,  erit  —  f^^7i  «t  numeri  primi  esse  debent  2/> —  1  et  6p  —  I.  Nunc  autem  ex  . 
numeratore  I20p  vel  tactor  8  vel  3  toili  debeU 

I.  Tollatur  faclor  3;  sit p  =  9o,  erit ^  =  et  fiat  q  =  3r-  1 ,  ut  sit  ^  =  g£=±>, 

p  =  27r  — 9  et  x  —  l  =  5Vr  —  19,  ac  3x  —  I  =  162r— 55.    Nunc  autem  ob  10  nuroerum 
redundantem  vel  5  vel  %  tolli  debet: 

* 

o)  Tollatur  5,  sitque  r=5s—  1,  erit  ^  =  ^^-60  *  el  numeros  pnmos  esse  oportel 
x—  l=*70i  —  73,  3x~  1  =  810*  —  217.    Ac  ne  teraarius  denuo  in  numeratorcm  intret, 
*=3w — 1.    Hinc  autcm  nibil  invenitur. 

0  Cum  «it^^^p^,  tollatur  l:  sitque  r  =     -  1 ,  erit  ±  =  l0(!8l-4) - 40(3'" l)' 

iomt+s)  »(«f 


2*3» -75  «43»-75] 


Sit  porr 


*f  ■ 


I,  eril 


I)    c-.         ,     n  •.   *      10(1«« -8) 

+       S.tporro<=2u-l,  ent  -  =  ^    ^  , 


/»       ««3/  +  37 

et  ob  r=  16<+3  =  32«  — 13,  erit  x— 1  =  1728h— 721 ,  et  3x—  1  =  5l8V«  —  2161.  At  hos 
numeros  non  reddit  primos  valor  minor  ipsius  u  quam  16,  unde  fit  ~r  =  ^j^7»  9*»  °b  factorem 
11  est  inutilis. 

II.    Ergo  ei  aequatione  -J%  =  tolJatur  factor  8.  Ponatur  p  =  8?,  erit  ~  =  J,*l9 

et  nunc  sit  ?  =  8r-l,  erit  ±  = 3^ J^±> j  at  ob»  =  6*r-8,  erit  x-l  =  l28r-l7, 
3x  —  1  =  38*r  —  W,  unde  valores  excluduntur  r=3a-(-l  etr=5o±l. 


3x-  1 


239 


367 


719 


1103 


3.5^ 
T39 

3. 83 
148 

3.«3 
138 

erunt : 
vel 


«3  t 
8.9 


83 

8.3 


}    V.    {£}   -«   {*}    8-  =  =  3^.7.13.23,  vel 

}   S  {£}  |.  «Tgoz  =  3«.5.23,  et 

(3\  7.  13.23.79.  1103 
(3\7.  13.23.  11.  19.  367 

1 3*.  5.23.  79.1103 
\3*.  5.  23.  II.  19.367. 


$117.  ExempL  8.  Sit  a  =  17. 19,  6  =  1 1.59,  erit fa  =  18.20, /6  =  12.60,  ct  m  =  1, 
n  =  2.    Si  ergo  numeri  amicabiles  ponantur  1 7 . 19  (2x  —  I)  z  et  1 1 . 59  (x  —  I)  t,  erit 

_»_  780* 
/*  —  l«95x-974' 
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Sit  x  =  2/>,  erit 


= i_s£hs»  at««e  *  - 1 = *P  -  1 ,  2—  1 = -  I , 

- —    ct  x  —  1  =  6//  —  1 , 


sit  divisibilis  per  3,    debet   csse  p  =  3  7 ,    ut  sit  J.%  = 
2x  —  I  =  12g  —  I.  Tollatur  ex  numcralorc  factor  16,  sitquc  q  =  2r,  erit  *^ 


7-Pr 


nunc 


sit  r  =  I65  -  I ,  crit  j\  =  Y^*fL~^  rt  x  -  t  =  192*  —  13,  2x  —  1  =  38*5  -  25.  Sit  5  =  I, 
erit  x  —  1  =  179,  2x  —  1  =  359  cl 

1  __  45J3  _  iii  _  3». 5»   1.1*  )   5*  (s»\ 

./•-  ~~  1*09  —  *m  —  iV.ai  \13ij  at  \3i]' 
i  3*.  5*.  17.  19.  359 

Ergo  z  =  3*.  5*,  ct  numeri  amicabiles  crunl:    \  ^       f  j  .^"  j_9 

§  118.  Mcholion»  llaec  ultima  methodus  in  problcinate  5  exposita  prorsus  divcrsa  est  a 
mcthodo  pracceilcDlc,  ijuam  problcmata  quatuor  priora  complectuntur:  iluin  in  hac  factor  conununis 
quaeritur,  iu  illa  autcm  datur.  Utraque  tamcn  singulari  pracstanliac  generc  cst  jjraedita ,  ut  altcra 
sioc  subsidio  altcrius  non  satis  apta  sit  ad  inultiludinein  numcrorum  ainicahilium  augendam.  l'ostcrior 
enim' methodus  suppcditat  ejusmodi  factores  cominuncs,  quos  ad  usum  prioris  vix  suspicari  licuissct: 
prior  vcro  suggerit  rcliquos  factorcs  huic  instituto  idoneos.  Otcrum  cuncta,  quac  hic  tradidi, 
S|>ecimen  continent  methodi  summc  inccrtae,  quam,  quantum  licuit,  ad  rcgulas  algcbraicas  rcduxi, 
ut  vaga  tentandi  inccrlitudo  restringeretur.  Coronidis  crgo  loco  ultra  sciaginta 
btlium  paria  subjungam,  quos  his  mcthodis  clicui. 
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\3\  7.  13.  41. 
( 2\ 17.  79 
W  23  59 

l2\ 

j  2*.  47.  8« 
{2*.  $2.  7i 


3.97.5.193 
13.97.  1163 

163.5.977 
163.  5867 


.23.  1367 
.53.607 

,89 
.79 


XIX. 

XX. 
XXI. 
XXII. 
XXIII. 
XXIV. 

XXV. 
XX  \  I. 
XXVII 


j  2\  23. 479 
\2\89  127 
j2\23.467 
\2\  103.107 

j2\  17.5119 
(2*.  239.  383 

|  2*.  17.  10303 
\2\  167. 1103 

j24.  19. 1439 
\2\  149.  191 

j2\59.  1103 
(2'.  79.  827 

|2\  37. 12671 
\2\  227.2111 
j2\53.  10559 
\2\  79  7127 

j2\  79. 11087 
[*.  383.2309 
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XXVIII. 
XXIX. 
XXX. 

XXXI. 
XXXII. 
XXXIII. 
XXXIV. 
XXXV. 
XXXVI. 
XXXVII 
XXXVIII 


•  I  .. 

1 2».  383  9203 
12».  1151.3067 
(2*.  H.  17  263 
(2*.  II.  43. 107  , 
IV.  5.7.71 
[r.  5.  17.31 

(  3*.  5. 13. 29. 79 
(3*.  5.13.11. 199 

|3f.  5.13.19.47 
5. 13.29.31 

|  3*.  5.13. 19.37. 1583 
\  32. 5. 13. 1*9. 227.  263 

f3*.7*.13.  19. 11.220*5» 
\  V.  7M  3- 19.89.29399 
( t»  5. 19.  37.  47 


Dt  nxmerys  akicabilibus. 


XXXIX. 


{ 


1 1».  5. 19.  37 

\3».5. 19.  7. 


(2*.  67. 37. 2411 
(2>67. 227.  401 

f  3*.  5.7.  11.29 
(s*.  5. 31.89 

( 2. 5. 23. 29. 673 
1.2.5.7.60659 


XL. 


XLI. 


XLII. 


\LIII 


XLIV 


XLV. 


XLVI 


XLVH 


XLVIII. 


2  5.  7. 19. 107 
2.5.47.  359 
|2»  11  163.191 
U».  31. 11807 

13. 23.11.19.367 
13.23.79.1103 
19.367 
79.1103 


XLIX. 


I  3».  7 
\3»7. 

J3».  5.23.11. 
\3*-5.  23  79. 

(2'.  11. 59. 173 
\  2*.  57. 2609 

(2».  11 
U».  38 
(2Mt.Si 
U*.467. 

{ 

f2».29. 
\2».  17. 


23.2543 
183. 1907  - 

23. 1871 
1151 

2».  11.23. 1619 
2».  719. 647 

2*.  11.29.239 

191.  449 
.»  29.47. 59 
4799 
2«.  17. 167. 13679 
809.  51071 


IV  (2».  19.  41  (2». 
LX    (2M99  «'■{*. 


2».  41.  467 
19. 233. 


t 


L 
LI. 

LII. 

LIII. 

LIV. 

LV. 

L\  I. 
LVII. 
LVIII. 
LIX. 


145 

|  2«.  23.  47. 9767 
\  2«.  1583. 7103 
12*.  5.13.1187 
[2*.  43.2267 

3«.  7. 13.  5.17.  1187 
3».  7.13.131.971 

3*.  7».  13.53. 11.211 
3».  7*.  13.  53.2543 

|3*.  5».  11.59.179 
\  3*.  5*.  17.  19.  359 

|3'  5.17.23  397 
U»  5  7.21491 
|3\7.  II».  19.  47.7019 
(3*.  7.  II*.  19.389.  863 
|3*.7.11».  19.  53.  6959 
'  \3«.7.11*.  19. 179.2087 

|3'.7M3.19.47.7019 
(3*  7*.  13. 19.  389.  863 

Y3».7M  3.19.  53.6959 
(3*-7M3  19  179.2087. 


His  adjice*  lubet  duo  paria  aequent»,  qiue  «urt  Lbnruie  dimsae 


•«  i ;  •  ••♦•  > 


L.  Itltrll 
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XI 


(N.  Commem.  V.  I7S4  -  W.  p.  $9.  E.l.ib.  I75i.  APr.  6.) 


§  1.  Proposito  qitocunque  numero  n,  denotet  haec  fonnuU  /n  summam  omniiim  dii 
numeri  n.  Ita  cum  iinitas  praeter  se  ipsam  alium  non  habeat  divisorem,  erit  fi  =  I;  atque  cum 
numenu  primus  duos  tantum  bahcat  dirisores,  uniUtem  et  sc  ipsum,  si  n  fuerit  numerus  primus, 
erit  y«=  1  -f-  n.  Deinde  com  numents  perfectus  aequalis  sit  summae  suarum  partium  aliquotarum, 
partes  aliquotae  autem  sint  dirisores  ejus  praeter  ipsum  numerum,  manifesUtm  est  numeri  pcriecti 
divisorum  se  ipso  esse  duplo  majorcm,  hinc  si  n  sit  numerus  perfectns,  erit  /n  =  2n. 

idundans  appellari  solet  is,  cujus  summa  partium  aliquoUrum  ipso  est 
,  si  a  sat  munertts  redundans,  erit/n>2n;  ac  si  n  sit  numenis  deGdens,  sen  Ulis,  cujus 

ipso  est  minor,  eril  Jh  <  2n.  i 
$  2.  Hoc  igttur  modo  indoles  numerorum,  qunUnns  summa  partium  aUquoUrnm,  vel  diriso- 
,  continetur,  facile  signis  exprimitur.  Si  enim  fuerit  /n  =  1  +  n,  erit  n  numerus  primus,  si 
sit  /n  =  2n,  erit  n  nuraerus  pcrfcctus,  ac  si  sit  vel  /n>2n,  vel  /n  <  2n,  numerus  n  erit  vel 
redundans,  vel  deuoens.  IIuc  etiam  referri  potest  quaestio  de  numeris,  qui  amicabiies  vocari  solent, 
quorum  alter  summae  partium  aliquoUrum  alterius  aequatur.  Si  enim  sint  m  et  n  numeri  amica- 
m  sit  summa  partium  aliquoUrum  =Jm  —  m,  et  numeri  n=/n  —  n,  erit  ei 
n  == /m  —  m  et  m  =/n  —  n,  sicque  habebitur ./«  =  /n  =  m  -|-  a.  Duo 


§  3.  Quo  summa  dirisorum  cujusque  humeri  propositi  farilius*  inveniri  possit,  id  commodissime 
fiet  hunc  numcrum  in  duos  factores,  qui  inter  se  sint  primi,  resolvendo.  Si  enim  sint  p  et  q 
numeri  inter  se  primi,  seu  qui  praetcr  unitatem  nullum  habeant  divisorem  communem,  tum  Kumnu 
divisorum  producli  pq  acqualis  erit  produclo  ex  summis  divisorum  utriusque,  seu  erit  / ptj  =  /p.  /q. 
Hinc  inventis  summis  divisorum  numcrorum  minorum,  inventio  summae  divisorum  non  difficulter  ad 


%  k.    Si  sint  o,  6,  e,  d,  etc.  numeri  primi,  omnis  numerus,  quantuscunque  fuerit,  semper  ad 
brmam  aa  V  cr  d*  etc.  reducitur:  qua  forrna  invenU,  erit  hujus  numeri  summa  divisorum 
seu/iT6Vd'  etc.  =  W.JIvKjcf.fd9.  etc.    At  ob  a,  6,  r,  d,  etc.  numeros  primos,  erit 

fa'=t  +  «  +     +  +  mm  =  ±±_^-,  ideoque 

./« 6  c^tTetc.  =  — — ,  — r=i  j—r' 
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$  5.    Hanc  autem  iadagationem  ulterius  non  persequor,  sed,  ot  ad  id,  quod  hie  trartare 

rom  hic  eonspectui  exponam. 


/1=1 

/26  = 

V2 

/51  =  72 

/76=  IV0 

/'2=3 

/27  = 

\0 

/52=  98 

/  77  =  96 

/'  3=  V 

/28  = 

56 

/53=  5V 

/  78  =  168 

r  \  =  7 

/"29  = 

30 

/5V  =  120 

f  19  =  80 

/'  5  =  6 

/30  = 

72 

/55  =  72 

/'  80  =  186 

/'  6  =  12 

/31  = 

32 

/56=  120 

/  8l  =  121 

/'7=8 

/32  = 

63 

/57=  80 

/82=  126 

/  8=  15 

/33  = 

•/ 

V8 

y58=  90 

/  83  =  8V 

/'  9  =  13 

/3>  = 

5V 

/59=  60 

/  8V  =  22V 

/10  =  18 

/35  = 

V8 

^60=  168 

/  85  =  108 

/II  =  12 

/36  = 

91 

/61=  62 

/  86=  «32 

/12  =  28 

/37  = 

38 

/62=  96 

/'  87  =  120 

/13  =  iv 

/38  = 

60 

/63  =  I0V 

/  88  =  180 

/iV  =  2V 

•* 

/39  = 

56 

/6V  =  127 

/  89=  90 

/15  =  2% 

/V0  = 

90 

/65=  8V 

/  90  =  23V 

/16  =  31 

/VI  = 

V2 

/'66=  IVV 

/  91  =  112 

/17=18 

/w  = 

96 

/67=  68 

/  92=168 

/18  =  39 

/v3  = 

VV 

y  68  =126 

/  93  =  128 

/19  =  20 

/w  = 

8V 

/69=  96 

/  9V  =  IVV 

./20  =  V2 

y  vs  = 

78 

/70  =  IVV 

/  95  =  120 

y21  =  32 

/V6  = 

72 

/71=  72 

/  96  =  252 

/22  =  36 

/V7  = 

V8 

/72  =  195 

/  97  =  98 

/23  =  2V 

/*8  = 

12V 

/73=  7V 

/  98  =  171 

J*\  =  60 

/V9  = 

57 

/7V  =  I1V 

/  99=  156 

/25  =  31 

/50  = 

93 

/75  =  I2V 

/100  =  217 

§  6.  Si  jam  contemplemur  seriem  horum  numerorum  1,  3,  V,  7,  6,  12,  8,  15,  13,  18,  12, 
28  etc  qtiam  summae  divisonun  numeris  naturali  ordine  procedentibus  respondentes  eonstituunt, 
non  solum  oulla  lex  progressioois  patet,  sed  ordo  honun  numerorum  Lmtopere  est  perturbatus,  ut 
nulli  prorsus  lefi  adstrictua  videatur.  Quin  etiam  haec  series  ordinem  numerorum  primorum  mani- 
festo  tmplioat,  cum  terminus  indicis  *  seu  Jn  toties  sit  =»-i-  1,  quoUes  n  est  numerus  primus; 
cousUt  autem,  numcros  primos  nullo  adhuc  modo  ad  cerUm  quandam  progressionis  legem  revocari 
potuisse.  Cum  autem  nostra  series  non  solum  numerorum  primorum,  sed  etiam  omnium  reliquorum 
numerorum,  quatenus  ex  primls  sunt  compositi,  rationem  complecUtur,  ejus  lex  muito  etiam  dif- 
ficilior  inventu  videtur,  quam  ipsios  seriei  nuinerorum  primorum. 

C  7.  Quae  cum  iU  sint,  non  parum  equidem  mihi  scientiam  numerorura  promovisse  videor, 
dum  certam  atque  consUntem    legem  detexi,  secundum  quam  tennini  seriei  proposiUe  1,  3,  V,  7, 
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6,  epc  pfogTcdiantur,  ita  ut  pcr  hanc  legcm  quilibet  istius  seric}  terminus  ex  praeced^bu»  definiri 
possi*,  inveni  enim,  quod  magis  mirum  videatur,,hanc  seriem  ad  \d  genus  pjragreasionum  pcrtioere, 
qnac  recurrentes  vocari  solent;  et  quarum  natura  ita  est  comparata,  ut  quilibet  tenninus  ex  prac- 
ccdentibus  sccundum  ccrtam  quandam  relationis  rationem  determinetur.  Quis  autem  unquam  crcdidcrit 
hanc  seriem  tantopere  perturbatam,  et  quae,  cum  seriebus  recurrentibus  nihil  plane  communc  habere 
videtur,  nihilominus  in  hoc  sericrum  generc  contineri  ejusque  scalam  relationis  assignari  possc? 

Jj  8.  Cum  hujus  seriei  terminus  indici  n  respondens,  qui  indicat  summam  divisorum  numeri 
ii,  sit  =/n,  ejus  tcrmini  antecedentes  ordine  retrogrado  erunt  /\n—t),  /(/» —  2),  /(« —  3), 
/(n  —  k),/(n  —  5)  etc.  Quilibet  autcm  terminus  istius  seriei,  scilicet  /n,  ita  es  aliquot  antcccdcn- 
tium  conflatur,  ut  sit:  , 

/n  =    ./ .;,»  -  1)  +/(»  -  2)  -/(n  -  5)  -/(«  -  ?)+/(«  -  12)  +/(„  -  15)  -/(,,  -  22) 
-/(«  -  26)  +/(«-  35)  +/{«-  VO)  — ./(«— 51)  _/(«-57)-H/(«— 70)  -f /(«-77) 
— /{«  —  92)  — /(«  —  •<>")  +./'{«  —  1 17)  +/(«  —  126]  —  etc. 
Vel  cum  signa  4-  et  —  alternatim  binos  tenninos  afliciant,  haec  series  couimode  in  duas  divellitur, 
hoc  modo: 

(  /  («  —  J )  — /(«  —  5}  +■/(«  -r  1 2;  —  /(«  —  22)  -j-/(«  —  35)  — / («  —  51)4-  etc. 
\  /{«  —  2)  — /(«  —  7)  +/(»  —  1 5)  — /(«  —  26)  +/(«  —  10)  — /(«  —  57)  4-  etc 

§  9.    Ex  hac  postcriori  forma  ordo  numerorum,  qui  in  utraque  serie  successive  a  numero  n 
suhtrahuntur,  facHc  perspicitur,  utraque  enim  series  e*t  secundi  ordinis,  differentias  sccundas  habens 
constantes.    Namque  pridris  seriei  nomeri  cum  suis  differentiis  tam  primis,  quam  secundis,  sunt: 
1,     5,      12,     22,     35,     51,     70,     92,      117,  ete.. 
dilf.   1:        V,     7,      10,      13,     16,      19,     22,     25,  etc. 
diff.  2:  3,      3,       3,       3,       3,       3,       3,  ete. 

*  "  S  xx  —  x 

Unde  illius  seriei  terminus  generalis  est  — — 5 — ,  cbntinetque  adeo  omnes  numeros  pentagonales. 

fc  iii. 

Altera  senes  cst: 

2,     7,      15,      26,     40,     57,     77,      100,     126,  etc. 
diff.  1:       5,      8,      11,      U,      17,     20,     23,      26,  etc. 
diff.  2:  3,      3,       3,       3,       3,       3,       3,  etc. 

ideoquc  terminum  generalem  habct  ^  »  ac  seriem  numerorum  pcnlagonaliuin  retro  eontinuatam 
continct. 

§  10.    Omnino  hic  notatu  est  dignum,  seriem  numerorum  pcntagonalium  tam  ipsam,  quam 
rctro  continuatam,  ad  ordiucm  seriei  siinunarum  divisorum  putissimum  adhiberi,  cum  sane  nullum 
nexum  inter  numcros  pentagonales  et  summas  divisorum  ne  suspicari  quidem  liceat.    Si  cnim  series 
numerorum  pentagonalium  tam  antrorsum,  quam  retrorsum  continuata  eiponatur  hoc  modo: 
etc.  77,  57,  40,  26,  15,  7,  2,  0,  1,  5,  12,  22,  35,  51,  70,  92,  etc. 

formula  nostra  ordinem  summarum  divisorum  cemplcctens  sigaia  «hemantibus  hoc  modo  oniinaU 
exhiberi  poterit: 

etc.-/(,,-15)+/(«-7)_/«-2)+./(«-0)-/(«-1)+./(rt-5)-/(«-12)+/(«-22)-etc.=0 
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quae  series  utrinque  quidem  in  infinitum  excurrit,  sed  quovis  casu,  siquidem  ad  usum  nostrum  rite 
adhibeatur,  detcrminato  terminorum  numero  constat. 

$11.    Si  cnim  opc  formulac  nostrae  primum  cxliihitae 
/«  =    J\n  -  I)  +/(„  -  2)  -/(«  -  5;  -/(«  -  7)  4/(«  -  12)  +/«  -  15)  -/«  -  22) 
-/(«-26)  +/(«-  35)  f /(«-»0)  -/(«-51)  -/(«-57)  ^/(«-70)  +/«-77) 

— /(«  —  92)  —  /7«  —  100)  +  etc. 

•  *  i 

summam  divisorum  numeri  n  invenirc  velimus  ex  cognitis  divisorum  summis  numerorum  minorum, 
plurcs  terminos  hujus  formulac  accipere  non  oportet,  quam  (|uoad  ad  summas  divisonim  numerorum 
negativorum  perveniatur.  Omnes  scilicet  termini,  qui  post  signum/iiumeros  negativos  contincnt, 
sunt  rejiciendi;  unde  patet  si  n  sit  numerus  cxiguus,  paucissimos  terminos  sufficcre,  quo  major 
autem  fuerit  numerus  n,  co  plurfes  terminos  ex  formuta  nostra  generaJi  ad  usum  adhiberi  debere. 

§  12.  Summa  igitur  divisorum  numeri  propositi  «  ex  summis  divisorum  aliquot  numerorum 
minorum,  quas  cognitas  esse  assumo,  conflatur;  quoniam  quovis  casu  summae  numerorum  negativo- 
rum  rcjiciuntur.  Quae  cautio  cum  co  sit  facilior,  quod  numerorum  negativorum  summa  divisorum 
ne  concipi  quidem  possit,  insuper  moneri  oportet,  quomodo  opcratio  sit  dirigenda  iis  casibus,  quibus 
formula  nostra  praebet  terminum/(n  —  n)  seu/0,  qui  cum  cyphra  per  omnes  numeros  sit  divisi- 
bilis,  vel  infmitus,  vcl  indcterminatus  vidctur.  Casus  hic  autcm  tolies  occurrit,  quoties  n  est  numerus 
e«  serie  numerorum  pentagonalium  vel  ipsa,  vel  retro  continuata;  his  igitur  casibus  tenendum  est, 
scmper  pro  termino/(n  —  n)  seu/0  ipsum  illum  numerum  n,  qui  proponitur,  esse  scribendum,  et 
quidem  cum  eo  signo,  quo  terminus  J\n —  n)  in  formula  nostra  afficitur. 

$  13.  His  expositis  praeceptis,  quae  ad  usum  .formulae  nostrae-  observari  debent,  cxcmpla  a 
numeris  minimis  inchoando  apponam,  quo  facilius  vis  formulae  nostrae  perspiciatur,  simulque  ejus 
veritas  agnoscatnr. 

f  -  =/  o 

/1=  1=1 

/2  =/.14-/0  ^ 

/2=    1+  2=3 

/3  =/2.+/l  seu 
/3=    3+     1  =  » 

••.    ,•>!  /'^"^y  •» 4y  *->     ;  scu  i  t  •»  ■  * ' i .« 

n\  "ii  /  -t '=     b  4     3  j=  7  ■ » ■■-.■»   .  »..--.•>,  i  , 

1«  •  ■  •' "  /'  5'  =  /"  *  -f-  /'  3  /  0       seu         •!'•   ■>■    i  .  ••>  •    .  • 

»    •  1    /''5=    74     * —     5  =  6' 

J  6=y  5+./  *  —  /  1  seu 
/  6  =    6        7  -  1=12 

ii..  ...    ,  -  , .-    ...    .  , ,   .       ,____     .  -  —  --f- 

/  7  =/6  4/ 5-/  2-/0  seu 

\,  .  •       t    •.  .  .;f      -.!,••  u      •  •  •    •••«•■  .•••#.  ;  -  ,..-•  t  •  --  ,  ,    .*         ■  -    t  •- 

/7=12-(-    6—    3—    7  =  8 

•  •    ■  •  ■■■■  '  '  -  ,    :   ■  '  ' 
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J    *»  =./    '  +./   »   J  * 

—  /  • 

MU 

/8  =    8+  12-  \ 

15 

/9  =  /8  +/  7-  /  V 

seu 

./"  9=  13  +     8—  7 

—    3  = 

13 

/10  =/  9  +/  8  — /  5 

-/3 

seu 

/10=  13+15—  6 

18 

/1 1  =/10  +/  9  — /  6  — /  *  seu 
/11=  18+  13—  12—  7=12 


/12  =/lt  +/10—/  7  — /  5  +  JM  seu 
/12=  12+18—    8—    6  4   12  =  28. 

§  14.  Exempla  haec  attentius  inspicienti,  atque' etiara  ad  numeros  majores  progredienti ,  non 
sine  admiratione  patebit,  quemadmodum  senijwr  quasi  praeter  expectalionein  ad  veram  divisorum 
snmmam  oumeri  propositi  perveniatur;   et  quo  hic  consensus  facilius  deprehendatur,   supra  jam 

mulae  in  numeris  majoribus  explorari  poteriL  Imprimis  autem  non  sine  delectatione  reperiemus, 
quoties  numerus  propositus  fuerit  primus,  ex  formula  nostra  pro  ejus  divisorum  summa  inveniri 

quasi  ignoranfes  exploraturi,  utrum  hic  numerus  sit  primus  nec  ne?  atquc  operalio  iU  consUbit: 
/101  =  /100  4- /99  —/96  —/94  4 /89  4/86-/79  —/75 
217+  156—  252—  1U+  90+  132  —   80—  12^ 
+/  66 +/61  — /50—  /U-|-/31  +/2*—/  9—/  1 
+    1H+   62  —  93  —   8i>+  32+  60—   13—  1. 
Colligendis  ergo  bints  terminis  erit 

/101  =  +  373  —  396 
+  222  —  20» 
+  206  —  177 
+  92-  H 
seu  /101  =  +  893  —  791  =  102. 
Reperitur  ergo  snmma  divisorum  numeri  101  uniUe  major  scilicet  102,  unde,  etianui  id  aliunde 

videtur.  cum  nulla  operatio  sit  instituU  uuae  ad  rationem  dirisorum  ullo  modo  referri  uueat:  uuin 
etiam  divisores,  quorum  summa  per  banc  regulam  reperitur,  ipsi  manent  incogniti,  etiamsi  saepe  ex 
r.onsidcratione  ipsius  summae  concludi  possint. 

jjj  15.  Insig-nis  hacc  proprieUs,  qua  summae  divisorum  sunt  praedilac,  non  minus  forct  memo- 
rabilis,  etiamsi  ejus  demonstratio  esset  obvia  et  quasi  in  aprko  posita.  Sin  autem  demonslratio 
admodum  esset  abstrusa,  atque  numcrorum  proprietatibus  maxime  reconditis  inniteretur,  inde  non 
mediocriter  certe  pretium  hujus  legis  progressiouis  repertae  augeretur,  siquidem  earura  veriUtum 
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investigatio  eo  magis  e«t  uudanda,  quo  magis  eac  fuerint  absconditae.  Verum  duro  fateri  cogor, 
me  non  solum  nullam  hujus  veriutis  demonstrationem  proferre  posse,  sed  etiam  propemodum  pro 
desperato  habere,  nescio  an  non  oh  hanc  qisam  causam  cognitio  toiis  veritatb  niulto  magis  sit  aesti- 
manda,  cujus  demonstratio  nobis  est  imperscrulabilis.  Atque  hanc  ob  rem  istam  veritatem  plurihus 
exemplis  confirmare  visum  est,  quod  raihi  quidem  ejus  demonstrationem  exhibere  non  liceat. 

$  16.  Eximium  igitur  hic  ejusmodi  propositionum  habemus  eiemplum,  de  quarum  veritate 
nullo  modo  dubitore  possumus,  etiamsi  eas  demonstrare  non  valeamus,  quod  plerisque  eo  magis 
mirum  videbitur,  quod  in  mathesi  vulgo  nullae  aliae  propositiones  admitti  putantur,  nisi  quarum 
veritos  ei  indubitotis  principiis  evinci  queat,  Interim  tomen  non  fortuito  et  quasi  divinando  ad 
cognitionem  hujus  veritotis  perveni;  cui  enim  in  mentem  venire  potuisset,  ordinem,  qui  forte  in 
summis  divisorum  locum  babuerit,  ei  natura  serierum  recurrentium  ac  numerorum  pentagonalium 
per  solam  conjecturam  ellcere  velle?  Hanc  ob  rem  noo  abs  re  fore  arbitror,  si  modum,  quo  ad 
cognitionem  hujus  ordinis  pertigerim,  dilucide  eiposuero,  praesertim  cum  is  admodum  sit  reconditus 
ac  longe  multasque  per  ambagrs  conquisitus. 

$  17.    Deductus  autem  sum  ad  hanc  observationem  per  considerationem  istius  formulae  infinitae 
t  =  (1  —  x)  (i  —  x*)  (I  —  x*)  (I  —  x*)  (I  —  x»)  (1  —  x*)  (1  —  x7)  (t  —  x*)  etc., 
cujus  valorem,  si  multiplicatione  singulorum  factorum  actu  instttuto  evolvatur,  ac  secundum  pot<>- 
stales  ipsius  x  disponatur,  deprehendi  in  sequenU-m  seriem  converti: 

,  —  i  —  x  _  *»  +  x*  +  x1- x'*- x»+  x**  +  x»*- x**—  xM  +  x"  +  x"-  etc, 

nales  cum  ipsi,  tum  retro  continuaU.  Uode,  quo  ordo  faciliu*  perspiciatur,  haec  series  ita  exhiberi 
poterit,  ut  utrinque  in  infinitum  excurrat: 

,  =  etc  +xM-x"+x'  — x^+x^-x^+x^-x^-t-x**  — x**+x"-  etc 

$  lo.    Aequalitas  harum  duaruin  formularum  pro  i  eihibitorum  jam  est  id  ipsnm,  quod  solida 

«  =  (f-x)(l— x»)  (l-x*)(l  -x*)(l  -x»)  etc. 

alterius  seriei  t  =  1  —  x  —  x*  +  x'  +  x7—  x'*— xu+  etc.  perveoiet,  neque  difficulter  perspiciet, 
bina  signa  +  et  —  geminata  se  invicem  excipere,  et  exponentes  potostatum  ipsius  x  eam  legem 
sequi,  quam  jam  satis  eiposui.  Concessa  autem.  hac  aequalitote  inter  binas  istas  formulas  mfinitas, 
proprietas  summanun  divisorum,  quam  ante  indicavi,  rigide  inde  demonstrari  potest;  atque  vicissim, 
si  haec  proprielas  pro  vera  agnoscatur,  ex  ea  veritas  consensus  duarum  harum  formularum  evincetur. 
§  19.    Quodsi  enim  pro  demonstrato  assumamus,  posito 

,  =  (1  —  oe)(f  —x»)  (f  —  x*){l  — x«)(l  — x')  etc 
fore    t  =  1  —  x  —  x*  +  x*  +  x7—  x'*—  x"  +  x**+  xM—  etc. 
erit  iogarithmis  sumendis 

i#  =  i(i-x)  +  i(l-x»)  +  i(l-x*)-r.i(l-x')  -M(l  -x4)  +eto. 
et    i«  =  *(f  — x-xx  +  x^  +  x^-x^-x^  +  x**-^**— ctc). 
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Sumantur  utriusquc  formae  dhTcrentialia ,  ««ritque 

dt  _  -dx  __  jxdx  _  Zxxdx  _  4x*dx  _  Sx*dr 
~7  —  \  —X         1  -  Xr        1  -  iT»         1  _  4P«  l-x* 

#     _  _  ~~ '  T         -Hxyj  +  T^A  -  »x"_  -  «,»'«_ ■+*_ 
el      ,   —  -  s*         +      -  x'«  -  x> »+-  i*»+-x'*^cl.-. 

Multiplicctur  utraque  pcr  ut  habeatur 


,,/x  —  l-x  +  l_xx^1-x'^*l_- T«^t-x'+ 


1 1 

II  J_i  —  J  4**'  -  5x»  -  7xT  4-  12x"  +■  15*"  -  33«"-  g6x"+ctc. 

U-      "*"  _x""~         1  -  x  -  x»  +  x«  -(-  r*  -  x' «  -  x>  *  +  x"  +  x*«  -  elc. 

$  20.  Ilarum  cxpressionum  intcr  se  aequalium  contemplcniur  primo  priorem,  ac  singulos  ter- 
minos  more  consucto  in  progressioncs  geometricas  convertainus;  quo  facto  prodibit,  infinitas  bas 
progressiones  geometricas  secundum  potestatcs  ipsius  x  disponendo 

—  +xt+x%+x,+  x<-\-xi  +  x<+xi+x*  +  x*+x,0+xu  +  xt*  etc. 

+  2   .  .   +-2  .  .   +2  .  .   +2  ...4-2    .  .    +2  _Vi 
— *\~  3   •  •    ■  •   ~f"  3  •  •    ■  •       3    .  ♦     •  ^  •  ~ j- ■  3  ^ 
— «^  ^   .  •    ■  ■    •  ■    "f-  %    •  •     •  •  "f*"  V 

4-5  -t-5  •• 

■  i   ..<  « .  - 

+  6  -+-6 


» 

■  '.v. 


.  .  \  .  '  -  • .  i  - 


+  7  

.'•..:.  ■    i-  -  -  •  ». 

+  8   .  . 

-1-9 


....  f  4 


—  10  .  .     .  . 
+  11   .  . 


-f-  «2 

§  21.   Si  jam  stngularum  potestatum  ipsius  x  coefficlentes»  colligantur,  habebitur: 

-^  =  x«  4-2) -|-«« (1  +  3)+ *•  (l4-24-*)  +  «,(l,4  5)+^(14-*  +  34-6)4-««e- 

ubi  manifestum  est,  cujusque  potestatis  ipsius  x  coeflicientem  esse  aggregatum  omnium  numerorum, 
per  quos  exponens  illius  potcstatis  cst  divisibilis.  Scilicet  potestatis  x"  coefficiens  erit  summa  om- 
divisorum  numeri  n;  erit  ergo  is  secundum  modum  signandi  supra  receptum  =/n.  Hinc 


"  '  xdt  1  1 

itaque  seriei  ipsi  -       aequalis  inventa  ita  cxhibebitur,  ut  sit  ^ 

—        x/1 4  x*/3  4 *V>4*V*  4 4- +   

sicque  posito  x=i,  prodit  progressio  summarum  divisorum,  qui  singulis  numeris  ordine 'naturali 
progredientibus  conveniunt 

$  22.    Designcmus  jam  hanc  seriem  per  t,  ut  sit 

*  =  x'/l  4-  x\/2  +         4  **  />  4     /5  +  x«/B  4-  *7  /"  ■+-  «tc. 

ent  quoque  ,., 


et  ob  I  —  —  erit 
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(  *.  -  *  -  **  +  *'  +*'  -  *'«-  *•»  +  *«» +  x*« 

Mecesse  igitur  est,  ul  ex  evolut^ooe  hujus  fractionig  pro  t  series  obtineatur  aequaUs  iUi,  quam  pripr 
forma  suppedilavit,  unde  manifestum  est,  seriem  illam  pro  t  iaventam  esse  recurrentem ,  cujus 
singuli  tcrmini  per  praecedenlcs  dctermincntur,  secundum  scalam  reiationis,  quam  deDominalor 

1 -x-x*+x'-!-x'  elc.  indicat. 

Jj  23.  Quo  nunc  facilius  indoles  luijus  seriei  recurrentis  eognoscatur,  binos  istos  valores  pro 
t  inventos  int«r  sc  coaequemus,  atque  ad  fractionem  toUendam  utcrque  per  denominatorem 

1  — x —  x*+x*+x' —  x11— x11-)-  etc. 
multipliretur,  quo  fecto  orietur,  termmis  serundum  potcstates  ipsius  x  disponendis : 

*'/«  +  *V2+</3+*7*+x,/5+x7&+xV7  +  xVlB  +x»/19  4-x,V'«0+x"/ll  +x'*/12etc 

—  /1  —  /2—    /3  —    /V—  /5  —    /n—   /7  —  /8  —  /9—  /10—  /II 

/1  —  /2—    /3—   /*V  /5-  /6  —  /7-  /8—  /9  —  /I» 

4-   /1  4-  /2+  ./14-  /4+  /  54-  /  64-    /  7 

4-  /1+  7*4-  /34-  /*  +  /5ete. 
aequale 

x'    +  2x*        •        •    — 5x*       •    — 7x'        •  •  •  •      +  12x'*etc. 


§  2i.    Cum  jam  singularum  potestatum  ipsius  x  coeflicicntes  se  mutuo  destruere  debeant,  hinc 

■  • 

sequcntes  elicieinus  aequalitates: 


/1=  1 

/  7  =  /  6  +■/  5  -  /2  —  7 

/2  =  /l  +  2 

/8  =/7 +  /6 -/3-/1 

/3  =/2  +/1 

/9=/  8+/  7-/*-y2 

.A=./*  4/2 

/10=/ 9 +/ 8-/5-/1 

/5  =  A  +/3  -  5 

/11-/10+-/  9 -y6  -A 

/6  =/5  +.A  -/1 

/12  =/11 +/10 -y7  -/5+12 
etc. 

qm 

ie  manifct 

ito  redeunt  ad  istas : 

/i 

=  1 

/7=/(7-l)+/(7-2)-/(7-5)-  7 

/* 

=/(2  - 

1)  +  2 

/  8=/(8-!)+/(8-2)-/-(8-5). 

-/(8-7; 

/3 

=./(3- 

o  -h/'(3  -  2) 

/  9=/(9  — 1)+/(9  — 21  —  /"(9  —  5)- 

-/(9- 

7) 

.A 

=/(*  — 

1)  4-/(*  -  2) 

/1 0  =/(  1 0  —  1)  +./1 10  —  2)  — /( 10—5)- 

-/'(10- 

V 

/5 

=./(5- 

!)+-/(5-2)-5 

/1 1  =/(  1 1  —  1 )  +./}  11-2)  — /(!  1  —  5 )  - 

-/(11- 

7) 

=  /'6- 

0  +.A6-2)— /(6  — 5) 

/ 1 2 =/'(  1 2  —  1 )  +  /( 1 2  —  2 )  — /( 1 2 — 5 )  - 

-/(12  — 

7)4- 12. 

%  25. 

Ilic  perspicuum  est,  numcrQs,  qui  continuo  a  numero  proposito,  cujus 

divisorum  summa 

quaeritur,  suhtrahi  debent,  esse  ipsos  numeros  seriei  1,  2,  5,  7,  12,  15,  22,  26,  etc,  ex  quibus 
tot  quovis  casu  sunt  sumendi,  quoad  numerum  propositum  non  etcedant:  atque  etiam  signa  eam 
tenere  rationem,  quae  supra  est  descripta.  Hinc  ergo  proposito  numcro  quocunquc  n  manifestum  cst, 

l.  EaUtl  Opm.  20 
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fore  /n=/(n-l)+/(n_2)-/(n-5;_/X*-7)+/('«-«a)  +  /(.-15)  -  etc., 
hos  terminos  eousque  continuando ,  donec  numeri  signum  /  praofUum  habentes,  fiant  negativi. 
Siroul  ergo  ex  origine  seriei  hujus  recurrenus  ratio  patet,  cur  ista  progressio  quovis  casu  uHerius 
continuari  non  debeat. 

$  26.  Quod  porro  ad  numeros  absolutos  attinet,  qui  in  formularum  inventarum  aliquibus  sub 
finem  annectuntur,  manifcstum  est,  eos  cx  numeratore  fractionis,  qua  valor  ipsius  t  expressus  est 
inventus  ($  22)  oriri,  atque  Ks  tantum  casibus  lcgem  continuit.itis  interrumpere ,  quibus  numerus  n 
est  terminus  hujus  seriei  1,  2,  5,  7,  12,  15,  22,  26,  etc.  quanquam  ne  hoc  quidem  casu  lex  sipno- 
rum  perturbatur.  His  autem  casibus  numeru*  absolntus  insuper  cnm  signo  suo  adjiciendus  ipsi 
numero  proposito  est  aequalis;  atque  si  legem  ante  descriptam  consideremus ,  hunc  numerum  utique 
deprchendemus  respondere  termino  J(n  —  n):  unde  ratio  patet,  cur  quoties  in  applicatione  formae 

/n  =/(»  -  !)+/(*  -  2)  -/(n  -  V-f(n  -  7)  +/(n  -  12)  +  etc 
pervenitur  ad  terminum  /(n  —  n),  is  non  omitti,  sed  pro  ejus  valore  ipse  numerus  n  scribi  debeat. 
Ilinc  igitur  regula  supra  exposita  in  omnibus  partibus  conGrmatur. 
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$  I.  Naturam  numerorum  pluribus  modis  scrutari  solcnt  arithmetici,  dum  corum  originem 
vel  per  additionem,  vcl  per  multiplicationcm  repraesentant.  Prioris  gcncris  sine  dubio  simplicissima 
est  compositio  ex  unltatibus,  qua  omncs  numeri  iutegri  per  aggrcgationem  unitatum  oriri  concipiun- 
tur.  Tum  numeri  quoque  ita  considerari  possunt,  prouti  ei  additione  duorum  pluriumve  aliorum 
numerorum  integrorum  nascuntur,  quo  pertinet  problema  de  partitione  numerorum,  cujus  solutionem 
aliquot  abhinc  annis  exposui,  in  quo  quaeritur,  quot  variis  modis  quilibet  numerus  proposilus  per 
additionem  dunrum   pluriumve  numerorum  minorum  resultare  possit(,1.    Hic  autem  constitui  eam 

crpendere,  qua  per  additionem  duorum  quadratorum  prodeunt;  et  cum  hoc 
numeri  oriantur,  quoniam  ingens  est  eorum  multitudo,  qui  per  addilionem  duo- 
nun  quadratorum  produci  nequeunt,  in  eorum  naturam  et.  proprietates,  qui  sunt  summae  duorum 
quadratorum ,  hic  inquiram.  Quarum  proprietatum  etiamsi  pleraeque  jam  sint  cognitac,  ct  quasi  per 
inductionem  erulae,  lamen  firrois  demonstrationibus  maximam  partem  destituuntur:  quarum  verilati 
cum  haud  contemnenda  pars  analyseos  Diophanteae  innitatur,  in  hac  dissertatione  plurium  hujusmodi 
propositionum,  quae  adliuc  sine  demonstrationibus  sunt  admissae,  demonstrationes  adornabo»,  simul 
vero  etiam  eas  commemorabo,  quas  mihi  quidem  etiamnunc  demonstrare  non  licuit,  etiamsi  de 
earum  veriute  nuilo  modo  dubitare  queamus. 

$  2.  Primiim  igitur  cum  numeri  quadrati  sint:  0,  I,  V,  9,  16,  25,  36,  V9,  6*,  81,  100,  i2i, 
1  V*>,  169,  196,  etc.  istos  numeros  qui  ex  combinatione  binorum  quadratorum  oriuntur,  inspexisse 
juvabit,  quos  propterea  usque  ad  200  hic  apponam: 

0,  I,  2,  V,  5,  8,  9,  10,  13,  16,  17,  18,  20,  25,  26,  29,  32,  3V,  36,  37,  V0,  VI,  V5,  »9,  50,  52, 
53,  58,  61,  6V,  65,  68,  72,  73,  7V,  80,  81,  82,  85,  89,  90,  97,  98,  100,  101,  10*,  106,  109, 
113,  116,  117,  121,  122,  125,  128,  130,  136,  137,  IVV,  IV5,  IV6,  1V8,  1V9,  153,  157,  160, 

162,  16V,  169,  170,  173,  178,  180,  181,  185,  193,  19V,  196,  197,  200  clc. 
Hi  nempe  omnes  sunt  numeri  usque  ad  200,  qui  ex  additione  duomm  quadratorum  proveniunt: 
hosque  numeros  cum  omnibus  in  infinitum  scqucntibtis  vocabo  summas  duorum  quadratonim,  quos 
idcirco  in  hac  formula  gcuerali  a-x  -j-  yr  comprehendi  manifestum  est,  dum  pro  x  et  v  succcssive 
omnes  numeri  intcgri  0,  1,2,  3,  V,  5,  6  etc.  subslituuntur.  Qui  igitur  numeri  in  his  non  repe- 
riuntur,  ii  non  sunt  summae  duorum  quadratorum,  qui  ergo  sunt  usque  ad  200: 
3,  6,  7,  It,  12,  IV,  15,  19,  21,  22,  23,  2V,  27,  28,  30,  31,  33,  35,  38,  39,  »2,  V3,  VV,  V6, 
V7,  V8,  51,  5V,  55,  56,  57,  59,  60,  62,  63,  66,  67,  69,  70,  71,  75,  76,  77,  78,  79,  83,  8V, 
86  ,  87  ,  88  ,  91,  92,  93,  9V,  95,  96,  99,  102,  103,  105,  107,  108,  110,  111,  112,  IIV,  115, 

(•)  Vide  supra  comtiitiit.  li.  pag.  7*  »<|<f. 
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118,  119,  120,  123,  12*,  126,  127,  129,  131,  132,  133,  13V,  135,  138,  139,  IVO,  1V1,  1V2, 
1V3,  1V7,  150,  151,  152,  15V,  155,  156,  158,  159,  161,  163,  165,  166,  167,  168,  171,  172, 
17*,  175,  176,  177,  179,  182,  183,  18V,  186,  187,  188,  189,  190,  191,  192,  195,  198,  199  etc. 
Unde  pntet  salfem  usquc  ad>*W>  muHitudinem  mim«ronim ,  qui  non  sunt  sommae  duorum  ^uadra- 
tonun,  majorem  esse  quam  eorum,  qui  sunt  summae  duorum  quadratorum.  Ceterum  inspicienti 
statim  patebit  ncutram  istorum  numerorum  seriem  certa  et  assignabili  lege  contineri,  atque  ob  hoc 
ipsum  difficilius  erit  utriusque  indolem  investigare. 

§  3.  Cuin  oinuis  numcrus  quadralus  sit  vel  par,  hocque  casu  per  V  divisibilis  t»t  in  hac  forma 
V«  contcntus,  vel  im|>ar,  hocquc  casu  in  hac  forma  8  6  +  1  contincatur:  omnis  numcrus  cx  duobus 
quadratis  compositus  erit,  vel  primo,  summa  duorum  quadratorum  parium,  ct  ad  hanc  formam 
Va  -4-  V6  pertincbit;  critque  ergo  pcr  V  divisibilis; 

vcl  sccundo,  summa  duorum  quadralorum  altcrius  paris  altcrius  imparis,  et  proptcrca  in  hu- 
jusmodi  fonna  Va  +  86  -4-  I ,  seu  in  hac  Va  -r- 1  contincbitur,  unitatc  ergo  excedet  multiplum 
i|uatcrnarii ; 

vcl  tertio,    summa  duorum  quadratonim  imparium,  eritquc  idcirco  hujus  formac 

8a  +  1  +86-(-  1, 

seu  in  hac  8a  +  2  continebitur.  Erit  scilicet  numcrus  impariU>r  par  et  binario  excedet  multiplum 
octonarii. 

Quia  ergo  omnes  numcri  im|»ares  vel  unitatc  excedunt  mulliplum  quaUrnarii,  seu  hujus  sunt 
formac  V«4-l,  vel  unitate  dcficiunt  a  multiplo  quatcrnarii;  scu  liujus  suut  formae  V« —  I;  patet 
nullos  numcros  impares  hujus  postcrioris  formae  Vn  —  I  essc  suinmas  duorum  quadratorum,  scu 
ex  scrie  nuinerorum,  qui  sunt  summae  duorum  quadratorum  excludurttur  omnes  numeri  in  hac  forma 
contenti  V  n  —  1 . 

Dcinde  quia  omnes  numeri  imparitcr  parcs  vcl  binario  su|x»rant  multiplum  octonarii,  ut  sint 
8n+2,  vcl  binario  dcficiunt  a  multiplo  octouarii,  ut  sint  8n  — 2,  palct  nullos  numeros  hujus 
postcrioris  formae  esse  summas  duorum  quadratorum,  sicque  cx  soric  numcrorum,  qui  sunt  summae 
duorum  quadratoruni,  excluduntur  numeri  hujus  formae  8n  — 2. 

Intcrim  tamcn  probe  observandum  esl  nequc  omncs  numoros  in  liac  forma  Vn  +  1,  neque  in 
hac  8n  +  2  contentos  esse  summas  duoruin  quadratonim.  Illius  oniin  forinae  oxcluduntur  numeri: 
21,  33,  57,  69,  77,  93,  105,  129,  ctc.  hujus  vero  isti:  V2,  66,  11V,  138,  15V,  etc.,  quorum 
ratio  dcinccps  investigabitur. 

V.  Interim  tamen  numeri,  qui  sunt  summae  duoruin  quadratorum,  ita  nexu  quodam  inter  se 
conjunguntur,  ut  cx  uno  hujus  indolLs  numero  inflniti  alii  ejusdein  naturae  assignari  quoant.  Quod 
quo  facilius  perspiciatur,  sequentia  lemmata,  quae  quidcin  vulgo  satis  sunt  nota,  adjungam. 

1.  Si  numerus  p  sit  summa  duorum  quadratorum,  erunt  quoque  numeri  Vp,  9p,  16p  et 
gencratim  nnp  summae  duorum  quadratorum. 

Cum  enim  sh  p  =  aa  +  66,  erit  Vp  =  Vaa+V66;  9/>  =  9aa  -f  966;  16/>  =  16aa  +  1666 
et  nnp  =  nnaa  +  niibb,  quae  formulae  sunt  pariter  summae  duorura  quadratorum. 
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II.    Si  immerus  p  sit 


SH  enlm  p  =  aa  +  66 ,  erit  2/>  =  2o*  +  266,  Sed  cat  2«a  +  266  =  a  +  6)»-»-  (*  -  6)*, 
unde  erit  2/>  =  (a  +  6;*  +  (a  —  6)*,  ac  propterea  summa  duorum  quadratorum.  Hine  Yero  porro 
erit  2nnp  =  nn  ( a  +  6)*  +  nn  (a  —  6)». 

duorum  quadratorom. 

Sit  enim  2*»  =  oa  +  66,  erit  namcrorum  a  et  6  uterque  vel  par,  vel  impar,  unde  utroque 
casu  erit  tam  ^ -*  quam  a~—  numerus  integer.    Est  vcro  aa  +  66  =  2  (—^-*)1  -+■  2  (-y-')*' 

quo  valore  substituto  fit  ^(^)*  +  (^)*- 

Hinc  ergo  omnes  numeri  pares,  qui  sunt  summae  duomm  quadratorum,  por  continuam  bisec- 
tioncm  tandem  rcvocantur  ad  numcros  impares  ejusdem  indolis.  Quare  vicissim,  si  soli  numeri  im- 
pares,  qui  sunt  summae  duonun  quadratorum,  cognoscantur,  ex  iis  omnes  quoque  pares  per  conti- 
nuam  duplicationem  derivabuntur. 

$J  5.  Deindc  notatu  dignum  est  sequens  thcorema,  (|iio  natura  numcrorum,  qui  sunt  summae 
duorom  quadratorum,  non  mcdiocritcr  illustratur. 

Theorema.  Si  p  et  q  sint  duo  numeri,  quorum  uterque  est  summa  duorum  quadralorum, 
erit  etiam  eorum  productum  pq  summa  duorum  quadratorum. 

Demoiutrarin.  Sit  p  =  aa  +  66  et  q  =  cc  -f  dd,  erit 

pq  =  (aa-\-  66)  (cc  +  dd)  =  aacc  +  aadd  +  66cc  +  66<M: 
quae  expressio  hoc  modo  repracsentari  potest,  ut  sit: 

pq  =  aacc  +  2a6cd  -f-  66drf  +  aadd  —  2<i6rd  +  66tc, 
ideoque  pq  =  (ac-\-  bdj1  +  (ad — 6c)*:  unde  productum  pq  erit  summa  duorum  quadratorum.  Q.  K.  D. 

Ex  hac  propositione  sequitur,  quomodocunque  plures  numeri,  qui  singuli  sint  summae  duorum 
quadratorum,  invicem  multiplicentur,  producta  semper  esse  summas  duorum  quadratorum.  Atque  ex 
forma  generali  tradita  patet,  productum  ex  duobus  bujusmodi  numeris  duplici  modo  in  duo  quadrala 
resolvi  posse:  si  enim  sit  p  =  aa  +  66,  et  q  =  ce  +  dd,  erit  tam  pq  =  iac  +  6d)»  +  (jrf  —  6c\ 
quam  pq  =  (ac  —  6d)*  +  (ad  +  6c)\  quae  formulae  eront  diversae,  nisi  sit,  vel  a  =  6,  vel  c  =  rf. 
Sic  cum  sit  5  =  1  +  \,  ct  13  =  K  +  9,  productum  5.13  =  G5  duplici  modo  erit  summa  duorum 
quadratorum,  scilicet  erit 

65  =  (1.3  +  2.2)'+(2  3—1.2)»  =  W  +  16,  ct  65  =  (2.2  —  1 .31*  +  (2.3  +  1 .2)*  =  1  +  6*. 
Atque  si  productum  habcatur  ex  pluribus  numeris,  qui  singuli  sinl  summae  duorum  quadratorum, 
id  pluribus  modis  in  duo  quadrata  resolvi  poterit,  Uti  si  proponatur  numcrus  1105  =  5.13.17, 
ejus  resolutiones  in  duo  quadrata  erunt  hae: 

1 105  =  331  +     =  A22  +  9*  =  31*  +  12*  =  2**+  23». 
Quatuor  scilicct  hic  resolutiones  locum  habenU 

§  6.  Quanquam  autem  ita  evictum  est,  si  factores  p  et  q  sint  summae  duorum  quadratonun, 
etiam  fore  productum  pq  summam  duorum  quadralorum;  tamen  hujus  propositionis  conversa  hinc 


Digitized  by  Google 


E.  EULERl  OPERA  ARITHMETICA.  1752  —  53. 


non  seqwuir,  ut,  si  productum  sit  duorum  quadratorum  summa,  etiam  ejus  faclorw  tint  aumeri 
ejusdem  naturae,  neque  enim  hanc  conclusionem  rcgulae  logicae,  neque  ipsa  rei  natura  probarmL 
Nam  numerus  »5  =  36  4-1)  est  summa  daorum  quadratorum,  ioterim  taroen  iiorum  factorum  ejus 
3,  15  neuter  est  summa  duorum  quadratorum.  Magt»  autem  Hrroa  videtur  haec  cooclusio:  si  pro- 
ductum  pq,  et  alteniter  ejus  factor  p  fueriDl  duorum  quadrutorum  summae,  aiterum  quoque  facto- 
rem  q  fore  summam  duorum  quadTatorum.  Tametsi  autem  liaec  conclusio  forte  sit  vera,  regulis 
temen  ratiocinandi  non  coniirmatur,  nei|iie  enim  cum  demonstratum  sit,  si  producti  pq  bioi  farto- 
res  p  et  q  sint  duorum  quadratorum  summae,  ipsum  pq  fore  summam  duorum  quadratonim,  hinc 
lcgitima  consequentia  ioferri  potesl:  si  et  productum  pq,  el  alter  factor  p,  sint  summae  duorum 
quudratorum,  etiam  alterum  factorem  q  fore  summam  duorum  quadratorum.  llujusmodi  enim  con- 
scquentiam  non  esse  legitlmam,  vel  lioc  exemplum  evidenler  evincet:  certum  est  si  bini  factores  p 
el  q  sint  nurocri  pares,  eliam  productum  pq  fore  numerum  parem;  si  quis  autem  hinc  concludere 
velit,  si  productum  pq  ct  alter  factor  p  sint  numeri  pan*s,  etiam  alterum  factorem  q  fore  parem, 
is  vehemenler  fallerelur. 

§  7.  (Juare  si  venim  sit,  ut,  cum  productum  pq  el  alter  ejus  faclor  p  fuerint  summae  duo- 
rum  quadratorum,  alter  quoque  factor  q  sit  suinma  duorum  quadratonim,  haec  propositio  non  ex 
ante  demonstrata  potest  inferri,  sed  peculiari  deinoustrntione  muniri  debcl.  Ilaec  autem  demonstratio 
nou  tam  piana  est,  quam  praecedens,  et  non  nisi  per  plures  amhages  conrinnari  potest;  ac  demon- 
stratio  quidcm,  quam  inveni,  ita  comparata  videtur,  ut  non  mcdiocrem  vim  ratiocinii  requirat.  Ilanc 
ob  rem  propositiones,  ex  quibus  tandem  non  solum  haec  veritas  conOcitur,  sed  etiam  aliae  iusignes 
proprielates  hujusmodi  numerorum,  qui  sunt  summae  duorum  quadratorum,  cognoscuntur,  cum  suis 
demoustratiouilius  hic  ordinc  proponam,  o|wramque  dabo,  ut  nihil  qiucquam  in  rigore  demonstrandi 
desiderari  qucat.  lis  autem,  quae  hactenus  de  his  numeris  praemisi,  uti  sunt  trivia  et  in  vulgus 
nola,  ita  instar  lemmatum  in  scquentibus  demonstrationibus  utar. 

§  8.  Propositio  I.  Si  productum  pq  sit  summa  tluorum  quadratorum ,  et  ttlttr  fttctor  p  sit 
numertis  primits,  pariterque  duorum  quadratorum  summa,  erit  qtioipu  alter  fuvlor  q  summa  duorum 
quadraturum. 

Deinonwtratio.    Sit  pq  =  aa-\-bb,  et  p  =  cc  -f-  dd;  quia  p  est  numerus  primus,  erunt  c  et 

■  .   .  ......  (Ut  A-  .  . 

d  numeri  inter  se  primi.  hnt  itaque  q  —  CCm^M*  et  propterca,  ob  q  numeruin  mtegnun,  numerator 
aa  -r-  66  pcr  denominatorem  cc  -+-  dd  erit  divisibilis.  Ilinc  quoi|ue  per  cc  -f dd  divisibilis  cril 
numerus  cc  (ua  -+-  66j  =  aacc  -f-  66cc ;  at  cum  etiam  hic  numerus  aa  icc  -+-  dd)  =  uticc  -j-  aadJ  per 
ec-~dd  sil  divisibilis,  horum  uumerorum  diflerentia  aacc  -f-  66cc —  aacc  —  aadd  seu  bbcc  —  aadd 
|ht  ic  -t-.dd  divisibilis  sit  necessc  est.  Cum  autem  sit  cc  •+-  dd  numerus  primus,  et  bbcc  —  aadd 
factores  liahcat  bc^-ad  et  6c  —  ad,  alteruter  horum  factorum,  nempe  bc-^-ad  per  cc  -j-  dd  erit 
divisihilis.  Sit  itaque  bc  ±  ad  =  mcc  -f  mdd :  quicunquc  autem  numeri  sint  a  et  6,  ii  ita  cxprimi 
possunt,  ut  sit  6  =  mc  4-  x,  et  a  =  +  md 4-  y,  cxistentibus  x  et  y  nutneris  integris  sive  affirma- 
livis  sive  negalivis.    His  vero  valoribus  pro  b  et  a  suhstitutis  aequatio  bc^zad  =  mcc  +  mdd 

induet  hanc  formam :  mcc  j-  ex  4-  mdd  zt  dy  =  mcc  +  mdd,  seu  cx  ±  dy  =  0.  Hinc  erit  -=  ^4 
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et  qnia  d  et  c  sunt  numeri  primi  inter  se,  necesse  e*t,  ut  ait  *  =  nd  et  v  =  ^  «c, 
a=±*d  +  »t  et  6  =  mc  +  nd,  bujusmodi  arilicot  valores  habere  debebuot  numeri  a  et  6,  ut 
numerus  pq  =  aa  +  66  sit  divisibilis  pcr  mimerum  primum  p  =  cc^dd.  Verum  istis  raloribus 
pro  a  et  6  substitatis  6et: 

^  =  «mdd  —  2ronrd  +  n/ur  +  mmrc  +  2mnrd  +  wicW,    seu   pq  =  (mm  +  nn){cc  4-  ddi. 
Jam  ob  p  =  «H-  dd,  erit  q  =  mm  4-  nn ;  ideoque  si  productum  pq  fuerit  summa  duorum  quadra- 
tonun  aa  -f  66,  et  alter  factor  p  sit  numerus  primus  pariterque  duorum  quadratorum  summa  cc  +  dd, 
necessario  sequitur  etiam  alterum  factorem  q  fore  summam  duorum  quadratorum.    Q.  E.  D. 

$  9.  CoroIL  1.  Si  erpo  summa  duorum  quadratorum  divisibilts  sit  per  numerum  primum,  qui 
ipse  sit  summa  duorum  quadratorum,  etiam  quotus  ex  divisiooe  residtans  erit  summa  duorum  qua- 
dratorum.  Ita  si  summa  duorum  quadratorum  fuerit  divisibilis  per  quempiam  ex  his  numeris  primis 
8,  5,  13,  17,  29,  37,  11,  53,  61,  73,  89,  97  etc.  quotus  semper  erit  summa  duorum 

9.  Si  ergo  litterae  a,  fi,  y,  3,  etc.  denotent  hnjusmodi  uumeros  primos,  qoi 

prod  chi 

9 

porro  facile  colligttur, ,  si  prodoctum  a/3q  fuerit  summa  duo- 


ob  eandem  rationem  erit  quoque  q 

$  12.  Coroll.  4.  Simili  modo  evidens  cst,  si  productum  njyfoq  fucrit  summa  duorum  qua- 
dratorum,  tom  quoque  factorem  0  esse  summam  duorum  quadratonim;  hinc  si  productum  pq  sit 
suimna  duorum  quadratorum,  cjusque  factor  p  productum  ex  quotcunque  numeris  primis,  quorum 
singuli  sjnt  summae.  duortun  quadratorum,  fore  etiam  allerum  factorem  q  summam  duorum  qua- 
dntorum. 

§  13.  Schollon.  Regulae  logicae  non  permittunt,  ut  haec  propositio  ita  convertatur,  ut, 
alter  factor  q  sit  summa  duorum  quadratorum,  etiam  altcr  factor  p  pronunciari  possit,  vel 
quadratorum,  si  est  primus,  vel  productum  ox  numcris  primis,  qui  sinpili  sint 
De  hoc  ipso  enim  nondum  constat,  utrum  productum  ex  aliquot 
primis,  qui  ipei  noo  sint  summae  duorum  quadratorum ,  nequeat  esse  summa  duorum  qua- 
dratoruro:  quia  potius  contrario  jam  habemus  casum,  quo  productum  V5  =  3.3.5  est  summa  duo- 
rum  quadratorum,  cum  tamen  ejus  factores  3  et  3  non  sint  hujus  indolis.  Veruin  propositio  corol- 
larii  ultimi  ita  converti  potest,  ut  a  negatione  consequentis  recte  ad  negatioucm  antecedentis  con- 
cludatur,  quam  coDversionem  utpote  maximi  momenti  in  hac  propositione  romplectar. 

$  1*.  Propoaltio  IL  Si  productnm  pq  sit  summa  duorum  quadratonm,  ejus  factor  autem 
q  non  $U  summa  duorum  quadratorum,  tum  aller  factor  p,  si  sit  luunerus  primus,  rum  eril  summu 

sit  primus,  sultem  factorem  certe  Ixabebit  primum,  qui  non  sit 
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Cum  alter  factor  p  sit  vel  numeriis  primus,  vel 
convenit.  Sit  primo  p  wiraerus  primus;  cum  igitur  si 
quoquc  alter  fcctor  q  foret  sumna  duorum  quadratorui 
advcrsctur,  sequitur,  faclorem  p  non  csse  summam  iluorum  quadratorum.  Sit  secundo  p 
positus;  et  ei  praccedentibus  liquct,  si  omocs  ejus  (actores  primi  csscnt  summac  duorum  quadratorum, 
ctiam  altcrum  factorem  q  cjusdem  fore  indolis.  Quarc  cum,  pcr  hypothesin,  q  non  sit  summa  duo- 
rum  quadratorum,  sequitur,  non  omnes  factorcs  ipsius  p  csse  summas  duorum  quadntorum.  Q.  E.  D. 

§  15.  Coron.  I.  Si  igitur  productum  pq  sit  summa  duorum  quadratorum,  ejus  tamen  alUf 
factor  q  in  duo  quadrata  sit  irresolubilis,  alter  factnr  p,  vcl  ipsc  non  erit  summa  duorum  quadra- 
torum,  vcl  saltem  factorcm  habehit  primum  in  duo  quadrata  irresolubilem.  Uti  si  sit  pq  =  45  et 
7  =  3,  erit  p  =  15  ct  factorcm  bahel  3,  qui  non  est  summa  duorum  quadratorum. 

$  16.  CoroU.  9.  Hinc  antem  nondum  concludere  licet,  alteram  factorcm  p  planri  non  esse 
summam  duorum  quadratorum,  quamvis  cnim  boc  certum  sit  casu,  quo  p  cst  numerus  jirimus,  tamcn 
id  nondum  constat  casu,  quo  p  eat  numerus  compositus;  quia  p  haherc .  postet  Xictorem,  in  duo 
quadrata  irresolubilem ,  etiamsi  ipse  numerus  p  esset  summa  duorum  quadratoruin.  » 

%  17.  Coroll.  3.  Hoc  autem  colligcrc  licet:  si  p  essct  summa  duorum  quadratorum,  tum 
non  solum  unum,  sed  ad  minimum  duos  hahcre  debere  factonw  primos  in  duo  quailrnta  irresolubiles. 
Sit  enim  p  =  at3yd,  et  H  factor  ille  in  dno  qnadrata  irresolubilfo;  perspicuum  est,  «i  p  ossct  i 
duorum  quadratorum,  deleto  factorc  8,  insuper  factorem  residuum  afiy  factorem 
irrcsolubilem  habere  debere. 


$  18.  Schollon.  Cum  de  divisoribus  numerorum,  qui  sunt 
quaestio  instituitur,  circa  quadratorum  summam  aa -t  bb,  casus  hi  probe  sunt  distinguendi , 
baec  quadrala  aa  et  bb,  seu  corum  radices  a  et  6  sint  liumeri  priini  inter  se  nec  ne?  Si  enim  a 
et  6  non  sint  numeri  primi  inter  se,  scd  habcant  commnnem  divisorem  n,  ut  slt  a  —  nc  et  b  =  nd, 
summa  quadralorum  erit  nncc  -f-  nndd  =  nn  (cc  -f-  dd)t  ac  proptcrca  divisorcm  habcbit  n,  hoc  est, 
numerum  (|uemcunque.  Sin  ;iutem  radiccs  a  ct  b  fucrint  numeri  primi  tnter  se,  tum  summa  qua- 
dratorum  aa  -f-  bh  plures  numcros  pro  divisoribus  non  admitlct:  evidens  enim  cst  hujusmodi  sura- 
mam  duonim  quadratorum  aa  -f  bb  nunquam  pcr  3  essc  divisibilem.  INam  quia  per  hypothesin 
ulrumque  quadralum  seorsim  non  est  pcr  3  divisibile,  cum  alioquin  non  forent  prima  inter  se;  si 
summa  aa  +  bb  essct  pcr  3  divisibilis,  ncutrum  forct  per  3  divisibilc.  Utriusque  ergo  radfces 
futurae  esscnt,  vcl  hujus  formac  3m  -j-  I,  vcl  hujus  3m — 1;  sed  summa  hujusmodl  duoru 
dratorum,  per  3  di\isa,  scmpcr  residuum  2  rclinqtiit,  ideoquc  pcr  3  uunquam  cst  divisibilis. 
modo  intclligitur,  summam  duorum  quadratorum  inter  sc  primorum  aa  -f-  bb  nunquam  esse  per  7, 
vel  II,  vel  19  etc.  divisibilem.  Quinam  autcm  sint  in  gcnere  hi  niuneri,  qui  nunquam  sununae 
duorum  quadratonim  inter  se  primonim  divisores  existerc  qneant,  hoc  modo  non  facilc  dcfinitur. 
Dcmonstrari  igitur  convcnil  propositiouem  alias  quidem  salis  notam,  suinmam  duorum  quadnitorum 
intcr  sc  primorum  alios  divisores  primos  non  ndmitterc,  nisi  qui  ipsi  sint  siunmae  duorum  quadra- 
torum.    Pracmitti  autcm  debet  sequeus  propositio. 
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m.  Si  wmnut  duurum  quadratontm  Inter  te  primorum  aa  +  bb  d«w- 
p,  semper  exhiberi  poterit  summa  duoram  aliorvm  quadratorum  cc  +  dd 
divisibilis  per  emdem  immerum  p,  ita  ut  ista  summa  cc  -+-  dd  non  sit  major  quam  { pp. 

DemoiMrratio.  Sit  sumnu  duorum  quadratorum  intcr  se  primorum  aa  -|-  66  divisibilis  per 
nuinerum  pt  et  a  et  6  numeri  quantumvis  magni.  Quia  ergo  neque  a  neque  6  seorsim  per  p  divi- 
sibilis  est,  numeri  a  et  6  ita  exprimi  potenmt,  ut  sit  «  =  mp  ±  c  et  6  —  np  ±  d,  ubi  numeros  m 
et  n  ita  determiaare  licet,  «t  e  ejt  d  non  excedanl  semissem  ipsius  p.    Erit  ergo 

aa  -f  66  =  mmpp  ±  2mq>  •+-  cc  -f  ""PP  ±  2ndp  +  dd, 
quae  formuJa  cum  et  tota  divisibilis  sit  per  p  (pcr  hypothesin)  et  cjus  pars  mmpp±  2mcp+nnpp±2ndp 
per  se  divisorem  habeat  p,  necesse  est,  nt  altera  pars  cc  +  dd,  quae  est  summa  duorum  quadra- 
torum,  itidem  per  p  sit  divisihilis.  At  cum  radices  o  «t  d  non  excedant  scmissem  ipsius  p,  summa 
quadratorum  cc  +  dd  non  excedet  quadratum  \pp  bis  sumtum;  ideoque  summa  duorum  quadratorum 
cc  -(-  dd  exhiberi  potest  non  major  quam  {pp,  quae  tamen  sit  per  p  divisibilis.    Q.  £.  D. 

Jj  20.  Coroll.  1.  Si  igitur  non  detur  suouna  duorum  quadratorum  inter  se  primorum  divi- 
sibilis  per  numerum  p,  quae  non  excedat  {pp,  nullac  omnino  dantur  summae  duorum  quadratorum 
inter  se  primorum,  quae  pcr  hunc  numerum  p  essenl  divisibiles. 

§  21.    CorolL  «.  Sic  cum  nulla  detur  summa  duorum  quadratorum  inter  se  primorum 
1.3*  seu  infra  V},  quacsit  per  3  divisibilis,  binc  luculenter  sequitur,  nullam  omnino  sum 
inter  se  primorum  per  3  esse  divisibilem.  Similique  modo  pro  numero  7, 
duorum  quadratorum  infra  J.7*  =  2VJ  per  7  divisibilis,  sequitur  ne  in 
quidem  numeris  dari  summas  duorum  quadratonun  inter  se  primorum  per  7  divisibiles. 

§  22.  Proposltlo  WX.  Summa  duorum  quadralorum  inter  se  primorum  dividi  nequit  per 
ullum  numernm,  qui  ipse  non  sit  sunum  duorum  quadratorum. 

DrmoiuUratlo.  Ad  hoc  demonstrandum  ponamus  summam  duorum  quadratorum  inter  se 
primorum  ««  +  66  divisibilem  esse  per  numcrum  p,  qui  non  sit  summa  duorum  quadratorum. 
Exhiberi  ergo  posset  alia  summa  duorum  quadratorum  inter  se  primorum  cc  +  dd  non  major  quam 
ipp,  quae  esset  divisibilis  per  p.  Sit  igitur  cc  +  dd  =  pq,  et  cum  p  non  sit  summa  duornm 
quadratorum,  vel  ipse  numerus  q  non  erit  ejusmodi  summa,  vel  saltem  factorem  habebit  r,  qui 
oon  erit  summa  duorum  quadratorum.  Quia  vero  pq<  {pp,  erit  q  <  {p  et  multo  magis  r  <  \p. 
Quare  cum  <x-\-dd  quoque  divisibilis  sit  pcr  r  <  {p,  per  propositionem  praeccdentem  summa  duorum 
quadratorum  ee-\-ff  per  eundein  numerum  r  divisibilis  exhiberi  posset,  quae  non  excederet  {rr, 
neque  multo  magis  {pp.  Et  cum  r  non  sit  summa  duorum  quadratorum,  simili  modo  procedendo 
continuo  ad  minores  summas  duorum  quadratorum  deveniretur,  quae  per  numcrum  non  sumuiam 
duorum  quadratorum  essent  divisibiles.    Quocirca  cum  in  minimis  numeris  uulla  detur 

ter  se  primorum,  quae  esset  divisibilis  per  numerum,  qoi  non  sit 
,.,  uc  in  maximis  quidem  numeris  ejusmodi  crunt  summac  duonuu  quadratorum, 
quae  divisibiles  sint  per  numeros,  qui  ipsi  non  essent  summae  duorum  quadratorum.   Q.  E.  D. 

$  23.  CoroIJ.  L  Si  ergo  summa  duorum  quadratorum  inter  se  primorum  non  fuerit  numerus 
primus,  omnes  ejus  factores  primi  quoque  erunl  sumnwe  duorum  quadratorum.  Quemadmodum  igitur 
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quadratorum,  ita  nunc  hujus  propositionis  convcrsa  cst  demonstrata,  ut  fumma 
duorum  quadratorum  (inter  se  primorum)  per  multiplicationem  oriri  nequeat,  nisi  ex  numeris,  qui 
ipsi  sint  summae  duorum  quadratorum. 

§  2<*.  CorolL  2.  Umnes  ergo  numeri,  qui  sunt  summae  duorum  quadratorum  inter  sc  pri- 
morum,  vel  ipsi  in  hae  serie  numerorum  primorum  continentur: 

2,  5,  13,  17  ,  29  ,  37,  fcf,  53,  61,  73,  89,  97,  101,  109,  113,  etc. 
vel  ex  duobus  pluribusve  numeris  hujus  seriei  per  multiplicationem  componuotur.    Omnes  autem  hi 
numeri  primi  praeter  2  unitate  excedunt  multiplum  quaternarii,  seu  in  hac  forma  hn  +  1  continentur. 

§  25.  CoroU.  3.  Si  igitur  summa  duorum  quadratorum  aa  bb  divisibilis  sit  pcr  numerum, 
qui  non  fuerit  summa  duorum  quadratorum,  hinc  intelligctur  quadrata  illa  aa  et  bb  non  esse  inter 
se  priina,  neque  adeo  eorum  radices  a  et  6. 

§  26.    Coroll.  4.   Cum  autem  si  a  =  nc  et  6  =  nd  summa  duorum  quadratorum 

aa-\-bb  =  nn[cc  +  dd\ 

per  quemvis  numcrum  n,  qui  non  est  summa  duorum  quadratorum,  dividi  possit,  quoniam  oon 
solum  per  n,  sed  etiam  per  nn  est  divisibilis,  evidens  cst,  si  sumraa  duorum  quadratorum  divisibilis 
sit  per  quempiam  numerum,  qui  non  est  summa  duorum  quadratorum,  tum  eam  quoque  prr  qua- 
dratum  hujus  numeri  forc  divisibilem.  Sic  cum  ko  =  36  -j-  9  sit  divisibilis  per  3,  simul  quoque 
divisibilis  est  per  9. 

§  27.    CoroU.  A.   Cum  nullus  numerorum  in  hac  forma  %n — 1  contentorum  sit  summa 
duorum  quadratorum,  manifcstum  quoque  est,  nullam  summam  quadratorum  inter  se  primorum  dividi 
posse  pcr  ullum  numcrum  primum,  in  forma  *n —  I  contentum,  qui  numeri  primi  sunt: 
3,  7,  11,  19,  23,  31,  W,  M,  59,  67,  71,  79,  83,  103,  107,  etc. 

§  28.   Scbolton.   Cum  omnes  numeri  primi,  qui  sunt 


5,  13,  17,  29,  37,  kt,  53,  61,  73,  89,  97,  101,  109,  113,  137,  H9,  etc. 
qui  non  solum  in  hac  fonna  &n-(-l  continentur,  sed  etiam,  quantumvis  ea  lottge 
deprehendemus  in  ea  orones  omnino  numeros  primos  hujus  formac  \n  -f  1  occurrere:  unde  per 
satis  probabiliter  concluderc  licct,  nullum  dari  numcrum  primum  formae  tn-f  1,  qui 
sit  summa  duonim  quadratorum.  Interim  tamen  cum  inductio  quantumvls  ampla  vtcem 
demonstrationis  sustinere  nequeat,  hanc  veritatem,  quod  omnis  numerus  primus  formac  %n-f-  1  simul 
sit  summa  duorum  quadratorum,  ctiamsi  ncmo  agnoscere  dubitet,  tamcu  adhuc  demonstratis  mathe- 
scos  veritatibus  annumerare  non  licct.  Fermatius  quidem  professus  est,  se  ejus  dcmonstrationem 
invenisse;  quia  autem  eam  nusquam  publicavit,  asserto  quidem  hujus  profundissimi  viri  merito  fidem 
adhibemus,  istamque  numcrorum  proprietatem  credimus;  haerque  cognitio  nostra  mera  lide  sme 
scientia  nititur.  Quanquam  autcm  ego  multum  in  demonstratione  eruenda  frustra  laborav 
aliud  argumcntum  pro  hac  veritatc  adstruenda  reperi,  quod  ctiamsi  non  sumtniun  rigorem 
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§•88.    Fropoalllo  V.   Omnis  numerus  primus,  qui  unitate  excedit  multiplum  quatemarii,  ett 

INumori  primi ,  de 
\n  -f  1  fuerit  prinuis, 
quiconque  numeri  pro  a  et  6 
fuerit  per  *  «  +1  drrisibilis.  Cum  autem  stt  a4"—  64n  =  (aln  -  61")  (a,n  +  6M) , 
alteruter  factor,  nempe  vel  a** — 6V*,  vel  a*"-f- 6ln  sit  divisibilis  per  numerum  primum  *n-|-t. 
Prout  auUm  pro  a  et  6  alii  atque  alii  numeri  assumuntur,  aliis  casibus  formula  aM — 6*",  afiis 
vero  formula  a^-^-b2"   erit  per  1  divisibilis:  uode  assumere  licct,  etsi  quidem  hoc  nondum 

firma  demonstratione  evinccre  valeo,  semper  ejusmodi  numeros  pro  a  et  6  assignari  posse,  ut  for- 
mula  a*"  — 6ln  non  sH  per  *,n-hl  dirisibilis:  iis  ergo  casibus  altera  formula  a»n-|-6in  necessario 
per  %n-fl  erit  divisibilis.  SH  an=p  et  6"=7,  habebiturque 
pp  +  w  per  Vn  -4- 1  divisibilts,  ita  ut  neutrum  quadratum  pp  vel  qq 
*>n-f  1.    Ideoque  etiamsi  fortasse  pp  et  qq  communem  habeant  divisorem  mm,  ut  sit 

pp  +  qq  =  mm(rr-\-ss), 
quis  factor  communis  mm  divisorem  non  habet  \n  -j-  1,  necesse  est,  ut  summa  duorum  quadrato- 
nun  inter  se  primonim  rr  -}-  ss  habeat  divisorem  fcn-t-1;  conscqucnter  cum  hujusmodi  summa 
duorum  quadratorum  alios  non  admittat  divisores,  nisi  qui  ipsi  sint  summae  duorum  quadratorum, 
ncct-sse  est,  ut  numerus  primus  \  n     1  sit  summa  duorum  quadratorum. 

§  29.   CorolL  I.  Dcmonstratio  haec  igitur  esset  perfeeta,  si  modo  demonstrari  posset,  semper 
pro  a  et  6  substituendos,  quibus  formula  o*"~  6*"  non  fiat  divisibilis  per 
*,n  +  l;  iisdem  enim  casibus  formula  atn+  6ln  necessario  est  dlvisibUis  per 
bn-|-l. 

§  30.  CoroD.  9,  Quod  si  quis  autem  banc  rcm  per  caleulum  tentet,  non  modo  seroper 
plures  casus,  imo  infiaitos,  formulae  aln — 6ln  reperiet,  quibus  ea  per  numerum  primum  \n-\-  1 
non  est  divisibilis,  sed  etiam  pro  6  unitatem  ponere  licet,  ita,  ut  etiam  haec  formula  simplicior 
a*" —  I  saepcauinero  per  \n  -\-  1  non  sit  divisibilis. 

§  31.    Htchollou,  Gasus  seu  valores  ipsius  a,  quibus  formula  atn—  1  certe  fit  divisihilis  per 
primum  \n -\-  1,  facile  assignari  possunt.    Primo  enim  si  sit  a  =  pp,  formula 

a*"-  i  =  p*"—i 

st  divisihilis  pcr  \n-\r  • »  dummodo  p  non  sit  =4n-j-  1,  vel  ejus  multiplo.    Dcinde  si 
a  =  pp±(\n-\-  i)q,  formula  a1"  —  1  quoque  divisorem  habet  fcn-fl;  resolvitur  enim 

aln  =  (pp±<*n  +  l)g)ln 
in  scriem  terminorum,  quorum  primus  est  p*n,  sequentes  vero  omnes  sponte  sunt  per  Vn-j-1  divisibiles. 
Unde  patet,  valores  idoneos  pro  a  esse  omnia  residua,  quaercstant,  si  numcri  quadrati  p4per  Vn— }—  I 
dividantur.  Ilaec  autem  residua,  sive  pro  a  ponatur  r,  sivc  % /» — |—  1  -\-r,  sive  (Vn-|- l)g-f-r,  prodeunt 
cadcm,  unde  omnia  possibilia  residua  obtinentur,  si  pro  p  successive  statuantur  numeri  1,  2,  3,*»,  5,... 
osque  ad  \n,  at  valor  \n  pro  p  positus  idcm  dat  rcsiduum,  quod  valor  1,  similique  modo  valores 
%  «t  item  3  et  \n— 2,  item  k  et  »n— 3  etc.  eadem  dant  residua.  Unde  cum  bina 
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residua  quae  ex  numeris  1,  2,  3,.. .  usque  ad  kn  pro  radicibus  quadratorum  sumtfe  proveoiunt,  sint 
aequalia,  numerus  diversorum  residuoruin  resultantium  tantum  erit  2«,  kleoque  totidem  dabuutur 
numeri  ipso  Vn  +■  1  minores,  qui  non 
per  Vn-f  1  emejrguntia;  hique  numeri  pro  a  substituti 

\n  -f  1.  Hoc  quidem  paritcr  dcmonstrari  nequil;  verumtamen  quia 
etiam  numeri  hoc  modo  explorcntur,  ne  unicus  quklem  casus  occurret,  quo 
fallat,  ejus  veritatem  agnoscere  oportet.  Quo  haec  clarius  perspiciantur,  exempla  aliquot  subjungam: 
Sit  primo  Kn  -f-  1  =5,  et  casus,  quibus  formula  a* —  1  per  5  erit  divisibilis,  habebuntur,  si  pro  a 
residua  ex  divisione  quadratorum  per  5  oriunda  ponantur,  quae  residua  sunt  i,  k.  At  si  pro  * 
ponatur  vel  2,  vel  3,  formula  o* —  1  non  erit  per  5  divisibilis;  his  ergo  casihus  formula  o*-f-i 
divisorem  habebit  5.  Deinde  si  sit  *n -f-  I  =  13,  seu  n  =  3,  residua,  quae  ex  divisione  numero- 
rum  quadralorum  per  13  restant,  sunt  t,  k,  9,  3,  12,  10,  unde  si  quis  numerorum  reliquorum, 
2,  5,  6,  7,  8,  11,  pro  a  substituatur,  non  formula  o«-t,  sed  o«  +  1  per  13  erit  divisibilis. 
Porro  si  Vn  +  1  =  17,  seu  n  =  k,  quia  rcsidua  quadratorum  per  17  divisorum  sunt  1,  k,  9,  16, 
8,  2,  15,  13,  si  pro  a  statuatur  quispiam  ex  reliquis  numcris  3,  5,  6,  7,  10,  11,  12,  IV, 
formula  o" — 1,  sed  haec  o*  -f- 1  erit  per  17  divisibilis.  Cum  igitur  baec  lex  perpetuo 
haec  inductio  vim  demonstrationis  ferc  induerc  censenda  erit;  hincque  propositio  tantopere  conlir- 
mata  videtur,  ut  ojus  veritatem  non  amplius  in  dubium  vocare  liceat.  Interim  tamen  operae  pretium 
csset  eo  majus,  si  quis  rigorosam  hujus  propositionis  demonstrntionem  exhibere  posset,  quo  wagis 
de  ejus  veritate  sumus  certi:  nullum  enim  est  dubium,  quin  ejusmodi  demonslratio,  tamdiu  firustra 
quaesita,  ad  plurimas  alias  insignes  numeronun  proprictates  sit  manuductura. 
propo&itionis  veritas  extra  dubium  est  posita,  tn 
genter  notabo,  ab  aliisque,  quae  rigidis 

propositione  nondiim  demonstrata  sequuntur  haec  corollaria,  quae  hoc 

§  32.  Coroll.  8.  Si  igitur  numerus  formae  kn  + 1  in  duo  quadrata  nullo  modo  resolvi 
nequeat,  hoc  certum  erit  signum,  cum  numerum  non  ossc  primum:  si  enim  iste  numerus  Vn  +  1 
esset  primus,  certe  in  duo  quadrata  rcsolvi  possct.  Sic  cum  21,  33,  57,  69,  77,  93,  etc.  qui  in 
fornia  fc/i-f-  I  continentur,  non  sint  summae  duorum  quadratorum,  ex  hoc  ipso  patet,  eos  non 
esse  primos. 

§  33.  Coroll.  4.  ln  serie  ergo  numororum,  qui  sunt  siunmae  duorum  quadratorum,  omnes 
primo  continentur  numeri  primi  hujus  formae  k  n  -f-  1 ,  dcindc  omnia  produrta  ex  duohus  pluribusve 
hujusmodi  numcris  primis;  tam  producta  ex  singulis  hisce  numcris  in  binarium  et  quosvis  numeros 
quadralos. 

§  3».  Coroll.  5.  Omncs  numeri  n,  ex  quibus  formula  kn  f  1  cvadit  numcrus  primus,  sunt 
summac  duorum  numerorum  trigonalium.  Cum  enim  »n+t  sit  summa  duorum  quadratorum,  crit 
ejus  duplum  8n  +  2  summa  duorum  quadratorum  imparium:  sit  ergo 

8n  +  2  =  (2*+t)»+(2r+1)»,    fiet  «  =  ^t*  +  ^. 
Quare  si  n  non  sit  summa  duorum  numcrorum  trigonalium,  certe  numerus  Vn  +  I  non  erit  primus. 
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nnn  hic 

i,  si  non  sit  primus,  singuli  ejus  factores  erunt  summae  duorum 
numerus  non  esset  primus,  in  hujusmodi  saltem  duos  factores  resolvi 

kn  +  i  =  (aa  +  66)  (cc  +  ddr, 
hoc  autem  casu  duplex  resolutio  in  duo  quadrata  locum  habet,  scilicet: 

I.  *n  +  1  =  (oc  +  6dj*  +  (ad  —  bcf, 
H.  i  n  +  1  =  (ad  +  6c;»  +  {ac  —  6tf  l\ 
Haeque  rcsolutioncs  semper  sunt  diversae,  uisi  sit  vel  ac  -f  bd  =  ad  +  6c,  vel  oc  +  6d  =  ac  —  6d. 
Priori  vero  casu  forct  ac  -\-  bd  —  ad  —  bc  =  0,  seu  (a  —  6)  (c  —  rf)  =  0,  ideoque  vel  a  =  6,  vel 
e  =  d;  atque  hinc  vel  aa+ 66,  vel  cc  +  dtf  numerus  par,  quorum  neutrum  esse  potest  divisor 
ipsius  *n  +  1  utpote  numeri  imparis.  Posteriori  vero  casu  esset  vel  6  =  0,  vel  d  =  0,  ideoque 
ln+1  vel  =  aa(cc-±-dd),  vel  =  cc  (aa  +  66) ;  unde  haec  duo  quadrata  non  forent  prima  inter 
se,  contra  hypothesin.  Quibus  casibus  notatis  sequitur,  numerum  compositum  kn  -J-  1,  si  in  duo 
qnadrata  inter  s*  prima  fuerit  resolubilis,  eundem  ad  minimum  duobus  modis  in  duo  quadrata  csse 
resolubilem.  Quocirca  si  tantum  unico  modo  numerus  kn  +  1  sit  snmma  duorum  quadratonun, 
erit  compositus,  ac  per  conscqucns  erit  primus.  Q.  E.  D. 
$  36.  CoroU.  1.  Si  igitur  proposito  quopiam  numero  formae  kn  +  1  post  institutum  e.xamen 
eum  unico  modo  in  duo  quadrata  inter  se  prima  resolvi  posse,  inde  tuto  colligemus, 
esse  primum;  etiamsi  ejus  divisibilitatem  per  numeros  primos  more  consueto  non 
Sic  cum  numerus  73  unico  modo  sit  summa  duorum  quadratorum,  nempe  6* +  9, 
eum  esse  primum,  certo  novimus. 

$  37.  Coroll.  9*  Si  ergo  methodus  expedita  haberctur,  cujus  ope  facile  inquirere  liceret, 
an  et  quot  modis  propositus  numcrus  in  forma  kn  +  1  contentus  in  duo  quadrata  resolvi  possit, 
eiinde  promte  judicare  poterimus,  utrum  sit  primus;  si  enim  unico  modo  in  duo  quadrata  sit  reso- 
lubilis,  eaque  quadrata  fuerint  prima  intcr  se,  is  certe  pro  primo  erit  habcndus. 

§  38.  Coroll.  3.  Manifestum  autem  est,  si  duo  quadrata,  in  quac  numerus  quispiam  resol- 
r,  non  sint  prima  intcr  se,  eum  numerum  non  esse  primum.  Si  enim  numerus  propositus 
esse  <=  «naa  +  nn66,  tum  divisores  habebit  n  ct  nn:  quod  idem  est  intclligenduin,  si 
iropositus  ipse  sit  quadratum,  seu  =  aa  +  0,  tum  enim  divisorem  habebit  a. 
§  39.  <*ohollon.  Haec  regula  numeros  primos  explorandi  tantum  ad  numeros  impares  formac 
kn  +  i  est  adslricta,  numeri  enim  pares  quaodoque  unico  modo  in  duo  quadrala  resolvi  possunt, 
cum  tamen  non  sint  primi;  ita  10  unico  modo  est  summa  duorum  quadratorum,  ctsi  non  est  primus ; 
cujus  rei  ratio  est,  quod  in  producto  [aa  -r  66)  (cc  +  dd),  cui  hujusmodi  numeri  aequantur,  est 
vel  a  =  6,  vel  c  =  d,  quo  ca.su  duplex  resolutio,  quae  generatim  innui  videtur,  ad  unam  redit, 
uti  in  dcmonstratione  est  animadversum.  Nequc  vero  hac  exceptione  regnla  data  infringitur»  cum 
pcr  se  facile  sit  judicium.  Numeri  autem  impares  alterius  formae  kn—i  hinc 
ii  plane  non  in  duo  quadrata  sunt  resolubiles.   De  cetero  si 
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kn-\-i  vel  pUoc  non  rcsolubilU  sit  io  duo  quadraU,  vel  pluribus  ttodU  baec  resohitio  succedat, 

sitioae  praecedenfe  uon  satis  rigkie  demonstraU.  Pro  casu  vero  posteriori  in  sequent»  propositione 
judicium  afferctur. 

§  kO.  Propo»ltfo  m  Qui  numerus  duobus  pluribus<e  diversis  modis  in  duo  quadrata 
resolvi  potest,  ille  non  est  primus,  sed  ex  duolw  ad  minimum  factoribus  composita*. 

Demonstratlo.  Sit  numcrus  propositus  JV,  qui  duplici  modo  in  duo  quadraU  sit  resolubilis; 
nempe  JV  =  aa  +  bb  =  cc  + dd.  Quoniam  haec  quadrata  non  sunt  aequalia,  alioquin  enim  numerus 
JV  per  se  non  esset  primus,  sit  a  >  b  et  c  >  d,  et  quia  resolutiones  hae  duae  sunt  diversae,  neque 
cril  a  =  c,  neque  b  =  d.  Sit  igitur  a  >  c ;  erit  6  >  d :  unde  ponatur  a  =  c  -\-x  et  d  =  6  -(-  y. 
Quare  ob  aa  +  66  =  cc  +  dd,  fiet:  2cx  -\-xx  =  2by  -f  yy.  Sit  titraque  forma  =xyz,  quia  altcra 
per  x,  altera  pcr  y  cst  divisibilis;  fiet  c=:r*~x't  b  =  ^~^\  a  =  *^±^j  d  =  ^p\  hincque 

ent  JV  =  aa     66  =  '     ^  *  - —  >  scu  J>  =  ^^*— ■ — — 1 — •  Nisi  ergo  xx  +  yj  per  ^  sit 

divisibile,  erit  aw  +  ry  divisor  ipsius  JV;  sin  autem  asB-f-yy  sit  per  ^  divisibile,  vel  nunierus 
utcunque  composRus,  ejua  certe  factor  quidam  erit  divisor  ipsius  JV.  Gum  igitux  sit  x  =  a  —  c  et 
y  =  d  —  b,  numerus  propositus  JV=ua  +  66  =  cc  f  dd  divisorem  habebit  vel  ipram  uumerum 
(d  —  c)1  +  (d  —  6)',  vel  ejus  semissem  quadrantemve,  et  quia  numeros  «,  6  et  c,  d,  inter  ae 
utcunque  permutare  licet,  factores  ipsius  JV  quoqoe  erunt  (o  —  d)*  +  (c  —  6)*,  veJ  etum  quia  radices 
o,  6,  c,  d  negative  assumere  Kcet  (a  ±  c)1  +  (d  ±  6)\  vel  (a  ±  d)%  +  (c  ±  6)1,  seu  harum  formu- 
Urum  scmUses  aliaeve  partes  aliquotae.  Quare  cum  numeri  plus  uno  modo  in  duo  quadrata  rcso- 
lubilis  tactores  adeo  assignari  possint,  ille  numerus  certe  non  crit  primus,  sed  compositus.  Q.  E.  D. 

§  VI.  CoroIL  I.  Cum  igitur  numerus  JV=«o  +  66  =  cc  +  dd  sit  compoettus,  erit  hujus- 
modi  JV =  (pp  +  qq)  (rr  -f  ss).  Hinc  aotcm  vicissim  duplex  resolotio  in  duo  quadraU  resulUt, 
erit  nempe: 

a=pr+qs  c=ps+qr 
b=ps  —  qr  d  —  pr  —  qs. 

Ilincque  idterius  obtinetur  o  —  d  =  2qs  ct  c  —  6  =  2qr,  undc  fit  r  =  *  ~j  Quare  si  fractio 
c-~4,  ad  minimos  terminos  rcducalur,  ut  sit  C-~X  =  — »  ex  hac  fractione  —  orietur  numeri  JV 

tl  —  fl  a  —  a         s  s 

divisor  =  rr-\-ss,  nisi  sit  par;  nam  si  fuerit  par,  ejus  dimidium  sumi  debet 

§  12.  Coroll.  9.  Simili  modo  cum  numeros  a,  6  et  c,  d  inter  se  permuUre  atque  adeo 
negativos  ponere  Hceat,  si  fracUonum  harum  vcl         aitera  ad  minimoa  terminos  reducatur, 

ut  fiat  =  rf>  erit  rr ss  semper  divisor  numeri  propositi  JV. 

§  13.  CoroU.  3.  Quanquam  autcm  hinc  plures  duobus  divisores  nasci  videntur,  tamen  diversae 
formulM  ita  ad  eundem  divisorem  deducunt,  ut  non  plures  quam  duo  elicUntur,  ai  quidem  numeraa 
propositus  duobus  tantum  modis  in  duo  quadraU  fuerit  reaolubilU.    Sic,  si 

.y=85  =  91-^-2,  =  7'-+6,, 
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9±6 


has  quatuor  Uintum  fractiones  in  minimis  terminis  suppeditant  nempe; 
i»  t>  t>  f '  <p*>ruin  binae  postcriores  pro  formula  rr-\-si  duplum  valorem  tantum  exhibent  ejus, 
qui  ex  primis  orittir:  unde  patebit,  factores  esse  binos  2'-4-  1  =  5  et  %*-}-  1  =  17.  Brevissime 
bi  (actores  inveniuntur,  si  tamcn  radices  quadratorum  pares  ct  imparcs  seorsim  invicem 
et  combinatio  parium  cum  imparibus  penitus  omittatur,  quia  hinc  fractiones 


qttocunque  formae  k  n  -t-  I ,  cxplorare  utrum  primiu 


sit  nec  ne? 


Per  opcrationem  deinceps  explicandam  investigetur  numerus  propositus,  utrum  in  duo 
rosset  nec  nc?  et,  si  possit,  an  plus  uno  modo  resolutio  succedat?  Si  enim  reso- 
in  duo  quadrala  plane  non  admittat,  id  per  §  32  certum  erit  signum,  numerum  propo- 
priraum,  eti.nnsi  haec  conclusio  ex  propositioDe  quinta  non  satis  demonstrata  sequatur. 
Hoc  quidem  casu  de  ejus  divisorUms  nihil  constat;  interim  tamen  certe  coUigimos,  eum  divisores 
primos  habere  formae  i  m  —  1 ,  quia  si  omnes  ejus  factorcs  essont  formac  Viw  -j-  1,  is  certe  in  duo 
quadrata  foret  resolu]>iiis.  At  si  nuracrus  proposilus  unico  modo  sit  in  duo  (juadrata  resolubilis, 
tum  infallibiliter  pro  primo  erit  habendus.  Sin  autem  rcsolutio  plus  uno  modo  succedat,  tum  aoa 
solum  constahit,  eum  nou  esse  primum,  sed  etiam  ejus  divisores  assignari  potenint  per  §  W.  His 
perpensis  regulam  tradam,  cujus  ope  resolubilitas  in  duo  quadrata  non  dtificulter  explorai 
Numerus  propositus  desinet  vcl  in  1,  vel  in  3,  vel  in  7,  vel  in  9;  casum  quo  in  5 

meri  quadrati,  incipiendo  a  maximis  ipso  numero  proposito  minoribus,  successivc  ab  eo  subtrahantur, 
ut  pateat,  utrum  unquam  numerus  quadratus  restet;  quoties  enim  hoc  cvenit,  toties  resolutio  in 
duo  quadrata  succedit. 

At  cum  numeri  auadrati  in  nullum  horum  numerorum  2,  3,  7,  8,  desinere  queant,  subtractio 
eorum  numerorum  quadratorum,  qui  residua  dant  in  hos  numeros  desinentia,  omitti  poterit  Hinc 
tantum  opus  est  ut  a  numero  proposito  ea  quadrata  subtrahantur,  quae  residua  in  0,  f ,  k,  5,  6,  9, 


propo- 


1 

3 
7 

9 


qundratn  sublralicnda 


0,  1,  5,  6 
kt  9 

1,  6 

0,  k,  5,  9 


el  borum  qaadraloruin  radiccs 
in 


0,  i,  k,  5,  <J,  9 
2,  3,  7,  8 

1,  k,  6,  9 

0,  2,  3,  5,  7,  8. 


Pro  quolibet  igitur  numero  proposito  kn-|-t  =N  tot  operationes  seorsim  substituantur,  quot  radi- 
cum  idoneae  sunt  tertninationes.  Sit  igitur  pp  maximum  quadratum  hujus  indolis,  quod  a  numero 
proposito  N  subtrahi  debet:  ac  tum  successive  subtrahantur  quadrata  (p — 10)*,  (p — 20)*,  (p — 30)*, 
(p  —  k0)*,  etc    Verum  rcsidua  hinc  cmergentia  expedtte  per  continuam  additionem  inveniri  pote- 
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Numerus  propositus  iV 

a  qu< 

addatur 


A-pp 

100 

S-(p- 

10)* 

.  20  p  — 

300 

N-[p- 

20)* 

.  20  p  — 

500 

A' — (p  —  30)* 

Nuroeri  igitur  snccessive  addendi  sunt: 

20p  -  100,  20p  -  300,  20/)  -  500,  20p  —  700,  etc. 
qui  decrescunt  in  ratione  arithmetica  per  differerentiam  =200.  Uujusmodi  operatio  pro  singulis 
p,  quorum  quadrata  uumero  proposito  proximc  sunt  minora,  et  qui  desinunt  in  aliqucm 
supra  indicatarum,  instituatur,  neque  ulterius  coutinuetur,  quam  donec  ad  aemi*sem  numeri  propositi 
N  perreniatur.  Si  erim  numerus  A*  fuerit  summa  duorum  quadnitorum ,  altcmm  certc  scmissi  ipsius 
minus  sit  necessc  est.  Quo  observato,  quot  hac  operatione  prodibunt  quadrata,  tot  modis  numcrus 
propositus  in  duo  quadrata  erit  resolubilis.    Hanc  autem  operationem  non  admodum  esse  molestam, 

excmpla  de- 


§  k5.  Exempl.  1.  Explorare  tttrum  hic  numerus  82V21  primus  sil  nec  ne? 
Opcratio  per  se*  columnas  sequcntes  instituetur: 


p  82421 

p  8242! 

p  82421 

p  82421 

p  82421 

P  82421 

286. 81796 

285.81225 

284.80656 

281.78961 

280.78400 

279.77841 

□  625 

1196 

1765 

3460 

4021 

4580 

56  20 

5600 

5580 

5520 

5500 

5480 

«245 

6796 

7345 

9521 

5420 

5400 

5380 

5;.io 

5300 

5  280 

11665 

12196 

12725 

14300 

14821 

15340 

5220 

5200 

5180 

5120 

5100 

5080 

1 68K3 

17396 

17905 

19420 

19921 

20420 

5030 

5000 

4980 

4920 

4900 

4880 

21905 

22396 

22885 

24340 

24821 

25300 

4820 

4800 

4780 

4720 

4700 

4680 

26725 

271% 

27665 

29060 

29521 

29980 

4620 

4600 

4580 

4520 

4500 

4480 

31.145 

31796 

32245 

33380 

.14021 

34460 

4420 

4400 

4380 

4320 

4300 

4280 

.1576.- 

36196 

36625 

37900 

38.1  il 

38740 

4200 

4180 

4120 

41«) 

4080 

4u1'J6 

42020 

42421 
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Cum  igitur  hic  unicum  occuml  qaarfratuin  695,  iaVoque  numen»  proposkus  82*21  uaico  modo 
Gt  in  iluo  quadrata  resolubilis,  nempe  =  25*  +  286*,  is  erit  primus. 

§  Vt>.  f»rfi<»lioiL.  In  hoc  romputo  quatuor  columnae,  ubi  numeri  residui  desinunt  vel  in  5, 
vet  in  0,  notnhilitcr  conlrabi  possunt,  omittendis  onuiihus  iis,  qui  non  desinunt  vel  in  25,  vel  in  00. 
Quare  in  columnis,  in  quibus  residua  desinunt  vcl  in  5,  vel  in  0,  subtrahatur  primo  proximuiu 
quadralum,  quod  residuum  |iraebet  vel  in  23,  w|  in  00  dcsinens,  hocque  quadratum  dicatur  pp, 
ut  residuum  sit  =N  —  />p:  tum  qundrata,  unde  residua  simili  modo  desincntia  oriuntur,  erunt 
(p— 50;\  (p  —  100)*,  (p  —  150*  ctc.  ideoque  luiec  residua 'obtinebuntur,  si  ad  N  —  pp  continuo 
addaotur  hi  numeri  lOOp—  2500;  IOO/>  —  7500;  lOOp  — 12500,  qui  decrescunt  aritlimetice  secun- 
duro  differentiam  constantem  5000,  unde  hae  columnae  mox  ad  Gnem  perdurenlur,  dum  eas  non 
ultra  semissem  numcri  proposHi  continuari  opus  est.  Moc  igitur  compendium  locum  liabebit  in 
numcris  vel  in  I,  vcl  in  0  desinenlibus,  qui  propterea,  etiamsi  sex  columnas  requirant,  dum  pro 
reliquis  quatuor  sufliciunt,  facilius  expedientur. 

$  V7.    Exempl.  2.    Erplorare  utrum  hic  numerus  100981  primut  fit  nec  n<s? 


p.   100981     p.  100981  i  /-.  100081 
316.  99636  315.  99*25  .109.  95481 

/>.  lOOOHt 

310.  96100 

1125 
29100 

1756 

6200 

5500 
28400 

4881 
6100 

30225 
2IIO0 

7956 

33900 
23400 

10981 

5900 

•  54325 

1305« 

•  57300 

I6KHI 
5700 

p  100981 
281.  80656 

19756 
5«O0 

100981 
201.  84681 

22581 
55O0 

20325  25356 
«900  5400 

16300 
26600 

28081 

215 '={6225  30756 
5200 

42900 
21600 

—  ■  

33381 
5100 

35956 
5000 

40966 
4800 

•  64300 

3H48I 
4900 

43381 
4700 

45756 

4600 

48081 

Cum  ergo  unicum  occurrat  quadratum  16225  =  215*,  unde  Gt  1009ol  =  215*  -f  23V*,  erit  hic 
numerus  primus. 

L.  Kiilerl  u*«ra  »22 
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ZxtmpL  Z.  Ea 

mhUnm 

i  10001 

M  $itprim 

ujt  nee  m? 

p  1000009 

1  \MJKf-     1  *  ^RJ^    ■  f 

1 

p  10O00O9 

P 
997. 

1000009 
994009 

p  1000009 

3»  =  9 

1  .TflHJ 

277509 
16900 

43525 

95,100 

6000 
97200 

9984 
19HO0 

285984 
Itihoo 

19909 

294409 

IR700 

138825 

90100 

103200 
92200 

29784 
1  !Mi00 

3027H4 

16«  >0 

19500 

311109 
16500 

229125 

HVIOO 

195400 
87200 

49384 
19400 

319384 

16400 

59109 
»9300 

327609 
16300 

314425 
80300 

282600 
82200 

68784 
19200 

335784 
16200 

78409 
19100 

343909 
16100 

394725 
75."MX) 

364800 
77200 

87984 
l'tooo 

351984 
16000 

97509  960009 
18900  15900 

470025 

442000 

106984 
18800 

367984 
nsoo 

116409 
18700 

375909 
15700 

r  10OOO09 

V7i  9)(Ts( 

p  1000009 
953.  90H209 

125784 
18600 

383784 

1  5600 

135109 
18500 

391609 
15500 

235' =55225 
94700 

91800 
92800 

144384 
18400 

399384 
15400 

153600  407109 
18300  153O0 

149923 

184600 
87800 

162784 
18200 

414784 
15200 

171909 
18100 

422409 
15100 

239625 
84700 

272400 
82800 

1H0984 

4*99tM 

190009 
17900 

43750!» 
1490O 

324325 
79700 

•155200 
77800 

I9H9H4 
17x00 

444984 

1  4800 

907909 
17700 

452409 
14700 

404025 
74700 

433000 

2167H4 
I760O 

459784 
14600 

235609 
17500 

467109 
14500 

478725 

»34384 
17400 

474384 
14400 

243109 
17300 

48160!» 
14300 

251784 
17200 

488784 

200409 
17100 

495909 

268981 
17000 

Hic  ergo  numerus  1000009  duplici  modo  est  in  duo  quadrata  resotubilis,  quippe 

=  1 000*  -+■  3*  =  235*  -(-  972* , 

unde  is  non  erit  primus:  factores  vero  ejus 
minos  reducta,  unde  oritur: 

2  17 


ex  hac  formula  'S***  ad  uiioimos  ter- 


235  ±3 


4000  +  972  _  1972  T  986  T  58  f         _  , 

135  +  3 --"238  |  119  !  7»  ^  &Ct0r  ~3U3 


1000  +  972        1972  T"  493  7  17 

235  ^  3  "  ~  232  |    58   j  T 


ergo  factor  =  293,  * 
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qui  factores  facilius  invcmentur  ei  formula 

IO00  —  974  ^  J8          U         2  28    7 

"3*5^3        4W— H9  — 17        232  ~  58* 

Novimus  rrgo  esse  1000009  =  293.3413,  qui  factores  nulla  alia  methodo  tam  facile  reperti  fuissent. 


§  %9.    Extmpl.  \.  Explorare 

utnun  hic  nt 

meriu  23303 

3  primtu  sit 

833033 

233033 

433033 

433033 

488*  =  232324 

477*  =  227529 

473»  =443749 

478*  =  228484 

70» 

5504 

9304 

4549 

»540 

9440 

9360 

9460 

10849 

14944 

18664 

14009 

!»:i40 

9240 

9160 

t  9260 

19SK9 

24184 

27824 

43269 

9140 

9040 

8900 

9060 

48729 
8940 

33424 
8840 

36784 
8760 

34329 
8860 

37669 

48064 

45514 

41189 

8740 

8640 

8560 

8660 

46409 

50704 

54104 

49849 

!<540 

»440 

8360 

8460 

54944 
8340 

59144 
8440 

62464 
8160 

58309 
8460 

6348» 

67384 

70624 

66569 

8140 

8040 

7960 

8060 

7142» 

75427 

78584 



74629 

7940 

7H40 

7760 

7860 

7936» 

83264 

86344 

M2489 

7740 

7(140 

7560 

7660 

87109 

90904 



93904 

»0149 

7540 

7440 

7460 

94649 

98344 

101464 

97609 

7340 

7240 

7160 

7460 

10198» 

105584 

108424 

104869 

7140 

7040 

7060 

109129 

112624 

115384 

111989 

6940 

6H40 

6760 

6860 

116069 

•  119464 

•  124144 

•  118789 

Quia  ergo  hic  numerus,  etsi  est  formae  *■«  -j-  1 ,  non  est  summa  duorum  quadratorum ,  vi  pro- 
positionis  quintae  colligimus  eum  non  esse  numerum  primum.  Factores  quidem  ejus  binc  assignare 
non  licet,  interim  tamen  concludimus  eum  saltem  duos  babere  factores  formae  km  —  i  :  qui,  inve- 
stigatione  instituta,  reperientur  V67.  V99. 
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$  50.    Exetnpl.  5.    Expiornrc  utrurn  hic  numerut  262657  primuj  sit  nec  ne? 


302657 
511«  =  261131 

363657 
509»  =  359081 

262657 
506*  =  256036 

2626" 
504' =354016 

1536 
10180 

3576 
10080 

6631 
10030 

8611 

11656 

9920 

13656 
B880 

129» —  16641 
9830 

18631 
97HO 

31576 
9730 

•£i:i.!<i 

36461 

2S101 

9580 

31996 
9520 

33316 
«480 

—  __ 
9430 

 — 

379HI 

9380 

40816 

9330 

43696 
9380 

15")01 

9230 

47361 
9180 

50136 
9120 

9080 

54721 
9030 

36511 
8980 

59356 
8930 

8880 

(137 1  l 

8820 

655-Jl 

8780 

UH 1 7(i 
8720 

(i'l');lli 

8680 

73561 
8630 

— —  

71.101 

8580 

7(if<rMi 

8530 

78616 
8480 

81181 
8420 

.S^KHl 
nzcini 

85416 
8330 

87096 
8380 

8330 

91361 
8180 

93736 
8130 

95376 

97831 
8030 

7980 

101856 
7930 

103456 
7880 

105841 

7830 

107421 
7780 

109776 
7730 

111336 
7680 

II 3661 
7630 

115301 
7580 

117496 

7530 

119016 
7480 

131881 
7430 

132781 
7380 

135016 
7330 

136496 
7380 

138701 
7330 

130161 
7180 

•  132*16 

•  13.3776 

•  135931 

•  137341 

Cum  igitur  hic  unictim  quadratum  occurrat  166M  =  129*,  ita  ut  sit  uuico  morto 

262657  =  129*  *96*, 
hiqu*  numeri  129  ct  fc96  sinl  inter  se  primi,  certum  est  numerum  262657  esse  primuin. 
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§51.    ExempL  6.    Exphrare  utrum  hic  numcrut  32129  sit  primus  ncC  ne? 


32129  3212» 

152' =  23104     177*  =  31.1*9 

33129 
175*  =  30625 

32129 
170»  =28900 

93J  =  9025  800 
15700  15900 

1504 

3229 
3300 

•  21725 

IGO0O 

4904 
3300 

6529 
3100 

148»  =  81904 

:t.'12!t 
17.1»  =  29929 

8104 

9629 
2900 

10225 

isaoo 

14800 

11104 

12529 
2700 

•  17000 

13904 

2600 

15229 
2500 

•  16501 

•  17729 

Hic  igitur  numeros  quoque  unico  modo  est  in  tluo  quadrata  resolubilis  =  95* -|-  152*,  sed  quia  hi 
nuraeri  95  et  152  non  sunt  primi  intcr  se,  sed  communem  divisorem  habent  19,  numerus  propo- 
situs  non  erit  primus,  scd  factorem  habet  19'=  361,  cstque  32129  =  19*.  89. 

§  52.  Srliolioii.  (juanquam  haec  methodus  ciploraudi  numeros  utrum  sint  primi  nec  ne? 
tantum  ad  numeros  in  hac  forma  -f-  I  contentos  extenditur,  tamen  saepcnumero  in  dijudicandis 
numeris  magnum  subsidium  afferre  potest.  Quantum  autem  aliis  reguKs  hoc  idem  praestandi  ante- 
cellat,  quilibet,  qui  periculum  liujus  rei  facere  velit,  facile  experietur.  Qui  enim  numerum  millione 
non  mioorem  via  consueta  examinare  voluerit,  ejus  divisionem  per  omnes  numeros  primos  ad  roiHe- 
narium  usque  tentare  debet,  quod  opus  intra  plures  horas  non  absolvet:  dum  ope  hujus  regulae  ipsi 
vfoc  semiliora  opus  erit. 
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XUI. 


Specimen  de  iisii  observatlomim  in  mathest  pura. 

;W.  Comrae.it.  VI.  1756  -  57.  p.  185.  Exh.h.  1754.  Sept.  30.) 

» 

Intcr  tot  insignes  numerorum  proprietates,  quac  adhuc  sunt  invcntae  ac  demonstratae ,  nutlum 
est  dubium,  quin  pleraeque  primum  ab  imentoribus  tantum  sunt  ohservatac  et  in  multiplici  nume- 
rorum  tractaUonc  animadversae,  antequam  dc  iis  demoostrandis  cogitaverint.  Ita  de  co  numerorum 
primorum  ordine,  qui  unitate  superant  multiplum  quatcrnarii,  cujusmodi  sunt  5,  13,  17,  29,  37 
\\ ,  etc.  ante  sine  duhio  est  observatum,  eorum  singulos  in  duo  quadrata  secari  posse,  quam  in  eo 
elnboratum,  ut  hujus  observationis  veritas  per  solidam  demonstrauonem  evinceretur.  Quod  deinde 
quilibet  numerus  in  quatnor  vel  pauciora  quadrata  distribui  possit,  Diophanto  jam  notum  fuiase 
videtur,  nemo  auU«m  ante  Fermatium  est  professus,  se  hujus  veritatis  dcmoastraUonem  habcre, 
quam  autem  nusquam  publice  edidit,  ita  ut  mea  demonstratio ,  quam  anlc  aliquod  tempus  concinnavi, 
pro  prima,  quae  quidem  publice  fuerit  proposita,  sit  habcnda  *  l  Inlerim  tamen  fateri  cogor,  demon- 
stralionem  Fermatianam,  etiamsi  mihi  nihil  omnino  de  principiis,  quibus  innitebatur,  suspicari  licuerit, 
mea  multo  fuisse  pcrfecUorem,  ac  longe  latius  patuissc.  Asscverat  enim  Fermatius,  sc  ex  eodem 
fonte  aliorum  quoque  theorematum  demonstrationes  hausissc,  cujus  generis  sunt,  quod  omnis  nume- 
rus  ioteger  sit  summa  trium  pauciorumve  numerorum  trigonalium :  item  quod  omnis  numcrus  intcger 
sit  summa  quinque  vel  pauciorum  numerorum  pentagonalium ;  item  sex  paucionimve  numerorum 
hexagonalium,  et  ita  porro  de  reliquis  numeris  poWgonalibus  in  infinitum.  Ego  vero  eUamsi  reso- 
luUonem  cujusquc  numeri  in  quaUior  pauciorave  quadrata  demonstravi.  tamen  omnem  adhuc  oprram 
in  istis  reliquis  theorematibus  demonstrandis  inutiliter  consumsi,  ncque  ullo  modo  eUam  nunc  saltem 
resolutionem  in  tres  paucioresve  trigonales  ostendere  potui,  ctiamsi  ea  simplicior  videatur,  quam 
resolutio  in  quatuor  pauciorave  quadrata.  Verum  et  has  eximias  muuerorum  proprietates  Fcrmatiua 
multo  ante  per  inductionem  conclusissc  est  putandus,  quam  eas  demonstrare  didicerit.  tx  quibus 
merito  colligimus,  in  numerorum  indole  scrutanda  obsrrvationi  et  inductioni,  cui  omnes  has  elcgan- 
tissimas  proprictates  acceptas  referre  debemus,  plurimum  esse  tribuendum;  ideoque  ne  nunc  quiricm 
ab  hoc  negotio  ulterius  prose<|uendo  esse  desistendum.  IIoc  enim  modo  pertingimus  ad  hujusmodi 
proprietatum  cogniUonem,  quae  alias  nobis  perpetuo  ignotae  mansissent;  ac  Uim  demum  occasionem 
nanciscimur  ad  investigationem  demonstrationum  vires  uostras  intendcndi;  veritatcs  namque  pleraeque 
hujus  generis  ita  sunt  comparatae,  ut  prius  agnosci  debeant,  quam  dcmonstrari  possint.  Quamvis 
autem  hujusmodi  proprietas  per  assiduam  observationem  fuerit  animadvcrsa,  quae  per  se  menU  non 
parum  est  jucunda,  tameu  nisi  dcmonstratio  solida  accesserit,  de  ejus  veritate  non  satis  certi  csse 
possumus;  exempla  enim  non  desunt,  quibus  sola  inductio  in  errorem  pniecipitaverit.  Tum  vero 
I,*)  Vide  Supplenda  in  Cue  toim  II  liujiu  oprn». 
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ipsa  demonstraUo  non  solum  omnia  dubia  tollit,  sed  etiam  naturae  numerorum  penetralia  son 
mediocriter  recludit,  nostramque  numerorum  cognfcionem  continuo  magis  promovet,  a  cujus  cerU 
«loctrinae  perfectione  adhuc  longissime  sumus  remoti.  Verum  si  cui  haec  forte  non  magni  momenU 
esse  videantur,  quod  vft  unqnam  ullum  in  mathesi  applicata  usum  habitura  putcntur,  usus  quem 
inde  in  ratiocinando  adipiscimur,  certe  non  est  contcmnendus.  Sunt  enim  plerumqne  hujus  gencris 
veritates  ita  reconditae,  ut  earum  demonstrationes  tam  incredibilem  circumspectionem,  quam  eiiiniajn 
ingenii  vim  requirant.  Quare  cum  vulgo  ad  ratiocinii  facultatem  companindam  demonstratioiics 
geometricae  commendari  soleant,  quippe  quae  regularum  ratiocinaudi  tisum  maiime  contineant,  nescio 
an  non  ad  hunc  scopum  demonstrationes  arithmeticae  multo  magis  sint  accommodatae :  In  his  enim 
multo  majori  cura  est  cavendum,  ne  a  praescriptis  logicorum  regtilis  aberremus,  quoniam  plerumque 
nimis  est  difficile,  in  crrorem  non  prolabi.  Deindc  vero  hujus  generis  demonstrationes  arithmeticae 
muHo  majocem  sollertiam  et  sagacitatem  ingenii  postulant,  quam  geometricae:  unde  qui  in  his  fuerit 
eiercitatua,  longe  facilius  errorem  in  raUocinando  tisu  edoctus  evitabit,  sibique  promtura  ratiocinn 
usum  multo  certius  comparabit.  Atque,  ob  hacc  tam  insignia  commoda,  perlustrationes  naturae 
nuinerorum  minime  relinquendae  videntur,  in  quibus  ne  inutiliter  versemur,  ab  observaUonibus  erit 
exordieudum,  hincque  ad  demonstrationem  proprietatum  observatarum  progredicndnm.  Hujusmodi 
operaUonem  jam  ante  aliquot  annos  confeci  in  contemplatione  divisorum  cujusque  numeri,  qui  est 
summa  duorum  quadratonnnf*),  nunc  igitur,  ut  viam  ad  alias  numerorum  proprietates  copuosceudas 
sternam,  contemplaturus  sum  numeros,  qui  ei  quadrato  ct  duplo  qnadraU  sunt  compositi,  quales  in 
hac  forma  generali  2aa  +  66  sunt  contenti,  atque  in  divisores  horum  numcronim  sum  inquisiturus. 
At  hic  quidem  statim  notari  convenit,  radices  horum  duorum  quadratorum  numeros  inter  se  primos 
esse  oportere,  alioquin  enim  quilibet  numerus  posset  esse  divisor,  quadratum  scilicet  numeri,  qui 
foret  radicum  communis  divisor:  quam  ob  rem  numeros  a  et  6,  ei  quibns  forma  2aa  4-  66  com- 
ponitur,  inter  se  primos  statuam. 

» 

Consideratio  circa  numeros  in  ttac  fbrma  2aa  -j-  bb  conleiUns. 
Exponantur  primo  numeri  in  forma  2  -(-  66  contenti ,  tum  numeri  hujus  formae  8  4-  66 , 
eiclusis  numcris  paribus  pro  6  substituendis:  tertio  numeri  formae  l8-|-66,  sumendo  pro  6  numeros 
per  3  non  divisibiles:  quarto  numeros  formae  32  +  66,  sumendo  pro  6  numeros  per  2  non  divisi- 
biles,  et  ita  porro.    Sicque  obtinebuntur  sequentes  numerorum  progressiones : 

2-1-66)    3,  6,  II,  18,  27,  38,  51,  66,  83,  102,  123,  1*6,  171,  198,  227,  258,  291,  326,  363, 
102,  **3,  186. 

8  +  66)    9,  17,  33,  57,  89,  129,  177,  233,  297,  3*9,  **9. 
18  4-66)    19,  22,  3*,  *3,  67,  82,  118,  139,  187,  21*,  27*.  307,  379,  *18. 
32  4-66)    33,  *1,  57,  81,  113,  153,  201,  257,  321,  393,  *73. 

50  +  66)    51,  5*,  59,  66,  86,  99,  IH,  131,  171,  19*,  219,  2*6,  3<>G,  339.  37*,  VII,  *9I. 
72  +  66]    73,  97,  121,  193,  2*1,  361,  *33. 

98  +  66)    99,  102,  107,  11*,  123,  13*,  162,  179,  198,  219,  2*2,  267,  323,  35*,  387,  *22, 
*59,  *98. 

(•)  Vide  Cwm.wKt.  VI.  pag.  39  *M|q. 
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128  +  64)    129,  137,  153,  177,  209,  249,  297,  353,  417,  489. 
162  +  46)    163.  166,  178,  187,  211,  226,  262,  283,  331,  358,  418,  V51. 
200  +  66)    201,  209,  2*9,  281,  321,  3119,  489. 

242  +  66}    243,  2V6,  251,  258,  267,  278,  291,  306,  323,  3V2,  386,  VI I,  V38,  467,  V98. 
288  +  66)    289,  313,  337,  409,  V57. 

338  +  66)    339,  342,  3V7,  354,  363,  37 V,  387,  V02,  V19,  V38,  V59,  482. 
392  +  661  393,101,417,473. 
450-*- 66;    451,  454,  400,  499. 

UlMcrvatio.  1.    Lxcerpamus  hiuc  numeros  primos,  ut 
formae  2aa+66,  qui  quideui  500  non  superent,  quippe  ad  quem  Unoinum 
praecedentcs  produximus,  atque  isti  iiumeri  primi  reiwrn-ntur  esse: 

3,  11,  17,  19,  41,  43,  59,  07,  73,  83,  89,  07,  107,  113,  131,  137,  139,  163,  179,  193,  211, 
227  ,  233  ,  241,  251,  257  ,  280  ,  283  ,  307  ,  313  ,  331,  337  ,  347,  353,  379,  401,  409,  419,  433, 

443,  449,  457,  407,  »91,  499. 
Dc  liis  ergo  obscrvo,  sing-ulos  uounisi  semei  iu  serie  uumerorum  formae  2aa  ~t  66  occurrere:  Ua 
ui  numerus  primus,  qui  fucrit  aggregatum  ex  quadralo  rt  duplo  quadruUi.  sil  unico  modo  luijusmodi 
aggregaluM. 

Obaervatlo  S.  Si  ex  uumeris  expositis  excenmntur  ii,  qui  suut  producta  ex  binario  el  numero 
primo,  illi  in  ordinem  digesti  enmt: 

6,  22,  34,  38,  82,  80,  118,  134,  140,  166,  178,  194,  214,  22«,  202,  274,  278,  326,  358,  386, 

422,  4  54,  466,  482. 

Ubi  alii  numeri  non  occurrunl,  nisi  ipsi  numeri  priiui  fonnae  2«a-i-66  duplicati,  ac  ainguli  bi 
quidem  numeri  semcl  tantum  reperiuntur. 

Qui  eiyo  ntiinrrus  iiriiuus  in  fortna  2aa  -j-  M>  ftierit  ivntrnlus ,  ejus  quoque  duphun  erit  numertu 
fbrmae  2aa  -r  l»i>,  idqttr  unico  inodo. 

Ccterum  cum  a  et  6  sint  nuincri  intcr  se  primi,  iilcoqiu»  altcr  eorum  ccrto  impnr,  manifcstum 
est,  nullos  dari  in  forma  2aa  +  66  numeros  pcr  4  divisibilcs. 

Obaervatlo  3.  Cum  in  nuroeris  expositis  alii  sint  impares,  alii  pares,  et  quidem  imparitcr 
parcs,  observo  porro:  Si  quis  numerus  impar  inter  illos  numeros  reperiatur,  tum  quoque  ejus 
duplum  certn  occurrere;  ac  vidssim  quicunquc  ntmerus  par  in  illis  nuineris  occurrit,  ejus  quoque 
semissis  ibidrm  certo  reperietur. 

Otaervatlo  4.  Quodsi  jam  reliquos  numeros  non  primos  spectemus,  singulosque  in  suos 
factorcs  primos  resolvemus,  unicuique  autem  in  parenthcsi  adscribamus,  quot  vicibus  occurrat, 
sequcntes  nanciscemur: 

3'tl);  3*(1);  3.11(2);  3.  17(2);  3.  19(2);  3',ll;  3Ml(2;  iPfl);  3.  41(2);  3.  43  (2j; 
3M7;2;;  3».  19(2);  3.  59(2);  II.  17(2);  3.  67,2;  11.  19(2);  3.  73(2);  3*(1);  3.  83(2; 
3.  89(2);  17*(I);  3.  97(2;;  34.  11(2;;  3.  107  2;;  17.  19  2i;  3.  113  2);  19M);  3.  II*  (2); 
V.  41  (2);   3*.  43(2);   3.  131  (2);  3.  137(2);  3.  139  2  ;   II.  41  (2  ;  3*.  17(2);  II.  43(2); 

3.  163  :  2). 
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Hic  jam  observo  omnia  producta  ex  numeris  primis  formae  2«a-f-66  per  quamcunque  combi- 
nationem  nata  occurrere:  ita  ul  productum  ex  quetcunque  numeris  formae  2aa-(-bb  semper  tit  jw- 
mcrus  in  quadratum  et  duplum  quadratum  resolubilis.  ac  plus  quidem  uno  modo,  si  ex  diversis 
factoribus  fuerit  conflatus. 

Obaervatlo  5.  Imprimis  autem  hic  animadverto,  in  bis  numeris  compositis  nulloe  alios  fao 
tores  primos  occurrerc,  nisi  qui  ipsi  sint  formae  2aa  -f-66;  unde  colJigo  per  indnctionem : 

Omnes  numeros  formae  2aa  -f-bb,  si  quidem  a  et  b  sint  numeri  inter  se  nrim,  nullos  alios 
divisores  admittcre  primos,  nisi  qui  ipsi  sint  hujus  formae  2aa  -f-  bb. 

Binarium  quidem  vidimus  inter  divisores  occurrerc  posse,  verum  cum  2oa  -j-  66  casu  6  =  0 
et  a  —  1  binarium  praebeat,  etiam  ipsum  binarium  in  forma  2<ifl-r-66  complecti  licet. 

Ob«K>rvat1u  6.  Cum  ergo  omnis  numerus  formae  2aa  -f-  66,  existentibus  a  et  6  primis  inter 
se,  alios  divisores  primos  non  admittat,  nisi  qui  in  serie  numerorum  in  obscrvationc  prima  exhibi- 
torum  contineantur,  si  ipsis  quidem  binarius  adjungatur:  circa  istos  numeros  primos  observo,  intra 
illos  nuilos  numeros  sive  bujus  formac  8n —  1,  sive  hujus  8n  —  3  reperiri. 

De  numeris  ergo  primis  formae  8n  —  f  et  8n  —  3  afprmare  licet,  eos  non  solum  non  esse 
numcros  fbrmae  2aa  -f  bb,  sed  etiam  ne  divisores  quidem  esse  posse  ullius  ntuneri  formac  2aa-f-bb, 
sir/uidem  a  et  b  sint  primi  inter  se. 

Ob»rrvatlo  7.  Numeris  ergo  primis  hujus  geminae  formae  8ft— I  et  8n  — 3  exclusis, 
praeter  binarium  nulli  alii  relinquuntur  numeri  primi,  qui  sint  divisores  numcrorum  fonnac  2oa  +  66, 
nM  qui  in  alterutra  harum  foimarnm  8n-f-l,  vel  8n-{-3  conftineantur;  quos  duphcis  gencris 
numeros  primos  conspectui  exposuisse  juvabit:  1 

8»-hi)    17,  41,  73  ,  89,  97,  113,  137,  193  ,  233  ,  241,  257,  281,  313,  337,  353,  401,  409, 
433,  449,  457. 

8«-j-3)    3,  11,  19,  43,  59,  67,  83,  107,  131,  139,  163,  179,  211,  227,  251,  283,  307,  331, 

347,  379,  419,  443,  467,  491,  499. 
atque  observo,  bos  numeros  primos  omues  inler  numeros  primos  formae  2aa  -f-  66  ita  occurrere, 
ut  alii  praeterea  ibi  non  reperiantur. 

llinc  ergv  numcri  hujus  formac  2aa-f-bb,  dummodo  a  et  b  sint  inter  se  primi,  praeter 

8n  -|-  3. 

Cum  autem  omnes  numeri  primi  in  bis  qnatuor  formis  8«  ±  1  et  8«  ±  3  contineantur,  liaec 
observatio  cum  pratcedeote  coDvenit. 

Obsorvatiu  8.  At,  quod  notatu  maxime  est  dignum,  observo: 

Omnem  numrrtim  primutn  tam  hujus  formae  8n I,  quam  ftujus  8a^-  3,  sempcr  esse  aggre- 
gainm  ex  quadrato  et  duplo  quadrato:  sive  inter  numc.ros  primos  formae  2aa-f-bb  omncs  planc 
numeros,  sivc  httjus  fcrmac  8n  -f  1,  sivc  hujus  8a-f-3  occurrere,  ac  praeterea  nullos  alios. 

Nullus  ergo  assignari  poterit  numerus  primus  in  harum  formularum  8«  -f-  1  et  8«  +  3 
ajfcratr*  cpntentua,  qui  non  sit  summa  qwadrati  et  dnpli  quadrati,  et  hoc  quidcm  uoico  modo,  si 
observatio  prima  huc  trahatur. 

U  EnKri  Opn.  23 
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quas  ttc  circa  numeros  formae  2aa-|- 66  eonimque  divisores 
ut  earum  veritM  facile  ottendi  possit,  *K»e  autem  majarem  demonstrationis 

soUertia  ad  eM  demonstrandas  sit  opus.  Ad  primum  genus  referendae  sunt  observationes  prima, 
secunda,  tertia,  quarta  et  parc  prior  sextae;  ad  genus  secundum  autem  pertinent  observationcs  quinta, 
pars  posterior  srttae,  et  septima,  quae  eo  redit.  Profundissimae  autem  indaginis  est  obsenratio 
octava.  Pronrietates  autetn  istae  similes  sunt  iis,  quas  circa  summas  duorum  quadratorum  proposui; 
quarum  veritatem  cum  feliciter  eruerim,  operam  dabo,  ut  etiam  has  proprietates  observatas  simili 
modo  demonstrationibus  eonfirmem.    Incipiam  ergo  ab  observaUonibus  facillimis. 

1.  Thcorpma  I.  Si  numerus  N  fuerit  numerus  formae  2aa  4-  66,  tum  quoque 
ejus  duplum  2N  erit  numerus  cjusdem  formae. 

Deinoraitratlo.  Sit  enim  N=  2inm  -J-  nn,  erit  2  4Y  —  h mm  -f-  2nn,  ponatur  2m  =  k,  fietque 
2N  =  kk     2/in,  sicque  2N  erit  quoque  numerus  formae  2aa  -j-  66.    Q.  E.  D. 

2.  CoroH.  L  Ac  si  iV  fuerit  pluribus  modis  numerus  fornue  2aa  4-  66,  totidem  quoquc 
modis  ejus  duplum  2N  erit  numerus  formae  2aa  -f  66. 

3.  CorolL  3.  Constat  ergo  veritas  observationis  secundae,  simulque  ratio  perspicitur,  cur 
numerorum,  qui  inter  numeros  formae  2aa-\-bb  supra  exppsitos  bis  occurrunt,  eorum  quoque 
dupla  ibidem  bis  reperiantur. 

V.  TkeorciM  9,  Si  numerus  par  2N  fuerit  naraerus  formae  2«« +  66,  tum  quo- 
que  ejus  semissis  N  erit  numerus  ejusdem  formae. 

Ocmonstrada  Posito  2N  —  2mm  4- *Wi,  quo  2mm  4-  <**  sit  numerus  par,  quoniam  pars 
2 nim  jam  est  par,  necesse  cst,  ut  altcra  pars  nn  sit  quoque  numerus  par,  ideoque  et  ejus  radix  n. 
Ponalur  ergo  n=c2Jc,  fietque  2N  =  2mm  4-  kkk,  unde  per  2  dividendo  oritur  N  =  mm-\~2kk, 
ita  ut  quoque  semissis  jV  sit  in  forma  2aa  -\-  bb  contentus.   Q.  E.  Dw 

S.  CoroB.  L  Knc  «tmm  evidens  est,  si 
numerus  formae  2aa  +  bb,  totidem  quoque  modis  ejus  semissem  N  fore 

ejus  duplum  2N  onico  modo  erit  numerus  formae  2aa  f  66;  si  enim  piurilMis  modis  esset  bujus 
forroae,  totidem  quoque  modis  ejus  semissis  N  foret  ejusdem  formac  contra  hjpothesin. 

7.  Coroll.  8.  Hinc  autem  porro  dnplicando  nuraeri  kN,  SN,  16 N  etc.  omnes  unico  tantum 
modo  in  forma  2aa  -\-  66  continebuntur,  siquidem  numcrus  simplex  N  unico  modo  in  ista  fonna 

repcriatur. 

8.  Coroll.  4.  Quod  vero  hic  de  Unico  modo  resolutionis  in  formam  2aa-\-bb  est  dktum, 
pntet  quoquc  ad  duos  pluresve  modos.    Ex  quntibet  enim  rcsohitione  nasneri  N  in  iorroam  2 «/14-66, 

i,  sive  dupK,  shre  dimidii,  mcqHe 


9.  Thenrema  3.  Si  habcantnr  duo  numeri  M  et  N  formac  2aa  +  66,  erit  quoque 
eorum  productum  NN  numerus  ejusdem  formae. 
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Demonstratio.   Sit  enini  A/=2aa  -f  />6,  et  N-=t  2ee  -j-  dd,  erit  eonim  productum 

AflV  =  *  ttOCC  -|-  2««dd  +  2 «c66  -|-  bbdd ; 

addatur  0  =  kacbd  —  6oe6d,  et  habebitur  •  . .  -  .  • 

M!f=  kmcc  -f-  %««6d     66dd  -r  2««dd  —  V«c6d  -f-  2ec66 

quae  eipressio  manifesto  est  ainrrrraturo  e\  quadrato  et  duplo  quadrato,  scihcet: 

MN  =  (2«c  -f-  6d)»  +  2  («d  -  c*)\ 

vel  quod  eodem  redit,  ri  tcrminos  -f  6«c6d  et  — t«c6d  permutemus,  ut  sit 
MN=  kaaec  —  kacbd  -f  bbdd  +  2aodd  -4-  6ac6d  -f  2cc66 

habebimus  quoque  «lio  modo    MV=  2 ac  —  6d)*  -j-  2(ad  -f  «6)*,    Qtnre  si  uterque  numerus  W  et 

N  fcerit  formae  2aa  -f-  66,  erit  quoque  productum  numeru.s  ejusdem  formae.    Q.  E.  D. 

10.    CoroH.  L   Ob  geminas  formulas  inventas,  productum  AfiV  erit  duplioi  modo  nnmerus 

formae  2««  4- 66.    Si  emm  sit   Af  =  2««-f66   et   AT  =  2«  -f  dd ,   ac  pomrtur  productum 

MN  =  2pp+qq,  erit 

vel   p  =  ad  — c6   et   ?=2«c  +  6d, 

vel   p  =  «d  +  c6   et   q  =  2ac  —  bcL 
It.    Coroll.  ».   Si  fuerit  vel  ad  — c6,  vel  2ac  —  6d  numerus  negatrvus,  pro  p  et  q  eorum 
valores  affirmativi  assumi  poterunt;  ex  fonnuiis  enim  quadratis  perinde  elicere  licuisset  priori  rasu 
p  =  cb  —  ad,  posteriori  vero  «  =  6d~  2«c.    «Numeri  igitur  negativi  hoc  modo  pro  radicibu.4  qua- 
dratorum  oriundi  calculum  nihil  turbanL 

12.  CoroH.  S.  Productwn  ergo  duorum  numrromm  formae  2 aa  -f-  66  duplici  modo  in  ean- 
rmulam  resolvi  poterit,  nisi  forte  utraque  resolutio  ad  eandem  recidat,  quod  autem  non 
nisi  fcerit  vel  e6  =  0  et  6d=0,  vel  ««  =  0,  hoc  est  6  =  0,  vel  «  =  0,  vd  c  =  0, 

vel  etiam  d  =  0,  altcrque  propterea  numerorum  propositorum ,  vel  quadratus,  vel  duplum  quadrati. 

13.  CoroH.  4.  Sl  ergo  ambo  numeri  fuerint  primi,  eorum  productum  semper  est  duplici 
modo  resolubUe  in  ibrmam  2««  66,  nisi  alter  fcerit  =  1 ,  vel  =  2.  Ciun  enim  tantum  excl- 
piantur  casus,  quibus  aller  est  quadratum,  vel  dupium  quadratum,  uttrque  autem  ponatur  primus, 
excipiuntur  tantum  casus,  quibus  alter  est  vel  1 ,  vel  2. 

I \.  CorolL  5.  Si  ambo  nuroeri  M  et  N  fuerint  aequales,  sen  N  =  M,  ut  sit  c  =  «  et  d  =  6, 
erit  quidem  duplici  modo  quadratum  MM=2pp  +  qq,  scilicet  vei  p  =  9  et  q  =  2«a  -f  66,  vel 
»  =  2a6  et  «  =  2««  — 66.  Sed  prior  resohitio  *Mf=2.01-|-(2««-|-66)\  minus  ad  scopum 
pertinere  est  eensenda,  qvia  alterum  quadratum  est  evanescens.  Sfa  autem  esset  vel  «  =  0,  vel 
6=0,  utmque  resoltttio  adco  ad  unum  redfret. 

15.  Coroll.  O.  Patet  Mnc  etiam  productum  cx  tribus  nuroeris  h,  M,  H  formae  2««  +  66 
quadiuplici  roodo  in  formam  eandcm  resolvi  posse.    Sit  enim: 

L  =  2«fl-r-66;   #  =  2oc  +  dd;  JV=2ce-f/f 
ac  sit  primo  L.V  =  2jgp  +  oo,  erit  uti  vidimus: 

vel   n=«d  —  c6   et   q  =  2ac  -)-  bd , 
vel   p  =  «d-f-«6   et   «=2oc  — 6d. 
Tum  ergo,  si  ponatur  productum  LMN  =  2aw  -f  rr,  erit  quoquc  dupiici  modo 
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rd   x=pf—eq   et  y  =  2ep  +  fq, 
«el  x  =  pf+  eq  et  y=2cp  —  fq. 
Hmc  ergo  pro  p  et  q  valoribus  inventis  substituendis,  reperietur 

I.  vel   x  =  2oce  ■\-bde  +  bcf-adf  et  y  =  2ade  -f  2acf—  2bce  +  6d/", 

II.  vel   *  =  2«ce  —  6de  —  ocf—  adf  et   y  =  2ade  +  2ae/'+26e»  — 64/, 

III.  vel   x  =  2ace-\-bde  —  bef-\-adf  et   r  =  2ad«  —  2acf —  2bce  —  bdf, 

IV.  vel   x=c2ace  —  bde -\- bcf-\- adf  et   y  =  2«de — 2acf-\-  26c*  +  bdf. 

16.  CoroU.  7.  Simili  modo  coUlgitur,  productum  ei  quatuor  numeris  formae  2aa  -\-  66  octo 
diversis  modis  in  formnm  eandem  resolri  posse;  casus  Umen  sunt  exripiendi,  quibus  inter  numpros 
prdpositos  reperiuntur  vel  aequales,  vel  simplicia  quadrala ,  vel  quadrata  dupla;  his  enim  casibus 
vidimus  reoolutiones,  quae  in  genere  sunt  dirersae,  convenire. 

nisi  demonstraverimus,  numeros  primos  plus  uno  modo  in  hac  forma  2aa-\-  66  noo  contineri.  Si 
enim  numeri  primi  plurimis  modis  essent  rcsolubiles,  de  numeris  compositis  nihil  certi  deflniri 
posset,  nisi  quod  adhuc  plurihus  modis  hujusmodi  resolutiones  admittant.  Cum  igitur  prima  obsrr- 
vatio  nos  docuerit,  nomeros  primos,  qui  quidem  in  ordine  numerorum  fonnae  2«a  +  66  contincntur, 
nonnisi  semel  ibidem  occurrere ,  hanc  ipsam  reritatem  demoust rare  ap^rediar. 

18.  Tlieorema  4,  Qui  numerus  dupltci  modo  in  formam  2ao  -f-  66  resolvi  potest, 
is  non  est  primus. 

JV=2aa  +  66   et  N=2ce-\-dd, 
ut  Uun  numcri  a  et  c,  quam  6  ct  d,  sint  diversi.    Multiplicetur  prior  aequatio  per  cc,  aJtera  per 
aa,  atque  illa  ab  hac  subtracta,  relinquet: 

(aa  ~  cc)  JV  =  aadd  —  bbcc  =  (ad  —  bc)  {ad  -\-  bc).  *  i. 

Quod  si  jam  mimerus  JV  esset  primus ,  is  in  aJtcrutro  factore  ad  —  bc,  vel  ad  +  bc,  contineretur, 
necesse  est.  Verum  cum  addendis  noatris  fbrmulis  sit  2N=  2aa  -f-66  -\-  2cc  -|-  dd,  auferatur 
utrinque  2ad  -I-  26c,  undc  habebitur: 

2JV  —  2od  —  26c  =  2oa  -f-  66  -f  2cc  -|-  dd  —  2ad  —  26c; 
sive  2N—  2ad-2bc  =  na  +  (a-d)*  +  <*  +  (e- 6)». 
At  postremum  hoc  membrum,  utpote  summa  quatuor  quadratorum,  certo  est  nihUo  majus,  ita  ut 
sit  2N  -  2ad  —  26c>  0:  unde  fit:  N >  ad  +  6c.  Cum  ergo  N  ait  major,  quam  ad  +  6c, 
muhoque  magis  quam  ad  —  bc,  numcrus  N  in  neutro  lactore  «d  —  6c,  vel  ad  +  6e,  tanquam  pars 
continetur.  Fieri  ergo  neqnit,  ut  numerus  JV,  qui  duplici  modo  in  formam  2aa  +  66  est  resolubUis, 
sit  primus.    Q.  E.  D. 

19.  CoroD.  !•  Si  ergo  N  fuerit  numerus  primus,  certe  plus  uno  modo  in  formam  2aa-\-bb 
non  est  resolubUis,  quoniam,  si  plus  uno  modo  resolvi  posset,  non  esset  primus,  sicque  habctur 
demonstratio  observationis  primae. 

20.  CoroIL  a.  Quicunque  ergo  numerus  primus  vcl  plane  non  ad  formam  2a<i  -(-66  redoci 
potest,  vel  unico  tantum  modo.    Cavendum  autcm,  ne  hinc  vicissim  concludatur,  omnem  numerum, 
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21.  CopoIL  *.  Si  fuerit  idem  numerus  tf=2oa-f  66,  itemque  N  =  2cc-t-dd,  erit  hinc, 
ut  vidimus ,  (aa  —  cc)  N  =  (ad  -  bc)  (ad  +  bc) ,  ideoqoe : 

....  _  (W-  fre)M-f  ic) 

aa  —  cc 

Numerator  ergo  hujus  fractioois  non  solum  per  denominatorem  erit  divisibilis,  sed  reductionc  ad 
integrum  fecta,  simul  factores  numeri  N  innotescent. 

22.  CorolL  4.  Hoc  ergo  casu  numerus  N  non  solum  non  erit  primus,  sed  etiam  ejus 
factores  hinc  facile  coUigentur.  Sic  cum  numerus  267  bis  inter  numeros  formae  2aa+  66  occurrat, 
aeilicet:   267  =  2.7*+ 13»  et    267  =  2. II1  +  5»,    ob   a  =  7,   6  =  13,   c=  11   et  d  =  5, 

OC7  —  <»-MS)(»  +  H»  _  108.178      ..  _  6.178       ,  M 

267  -  {7-u>v  +  iir  =  ~4ri*     h,ncque   267  =  —  =  3-89. 

23.  Theorema  *.  Si  numerus  formae  2aa  +  66  fuerit  divisibilis  per  numerum 
primum  ejusdem  formae,  tura  etiam  quotus  erit  numerus  ejusdem  formae. 

Demoiwtratlo.  Sit  numerus  propositus  N  =  2aa  +  66,  ejusque  divisor  P  =  2pp-J-m/, 
qui  cum  sit  primus,  numeri  p  et  q  erunt  primi  inter  se.  Denotet  Q  quotum  ex  hac  divisione 
oriundum,  ita  ut  sit 

O  —  —  —  2a*+A6 

Cum  igitur  numerus  JV=2oa  +  66  sit  divisibilis  per  P  =  2pp  +  qq;  erit  quoque 

pp  (2 aa  +  66)  =  2aapp  +  66pp 

per  P  divisibtle:  at  aaP  =  2aapp  +  aaqq  etiam  manifosto  per  I*  est  divisibile,  unde  quoque 
diffcrentia  horum  numerorum  aaqq  —  66pp ,  per  numerum  primum  P  divisibtlis  sit  necesse  est. 
Quia  vero  est  aaqq  —  bbpp  =  (aq  —  6p)  (aq  +  6p),  alter  honrm  duorura  factorum  aq  _  6p,  per 
P  certo  erit  divisibilis.    Ponatur  ergo  aq  ±  bp  =  mP  =  2mpp  +  moo  hincque 


q  _  __!__  +  »0  =  J»(WT»>  _|_ 

Cum  itaque  f  (*m?±*)  s;t  nomerus  integer,  numeri  autem  p  et  q  inter  se  primi,  necesse  est,  ut 
2mp  +b  sit  per  q  divisibile.    Ponatur  ergo  2mp     b  =     nq,  eritque 

b  =  nq  +  2mp,    et   a  =  mq±np. 

Hine  autem  fit: 

tf=2aa  +  66={  2mm?9  ^  ^""W  +  2ftlW 
I,  +  nn^  ±  tainpq  +  kmmpp, 

sive       N  =  (2mm  -(-  nn)  (2pp  -|-  90). 

Quodsi  ergo  hic  numerus  N  dividatur  per  numerum  primum  P  =  2pp  +  qq,  per  quem  divisibilis 

esse  ponebatur,  quotus  eift  Q  =  9mm  +  nn,  ideoque  numerus  formae  2oa+  66.    Q.  E.  D. 

2*.    Hypoateate.    Quoniam  in  sequentibus  frequentissime  sermo  erit  de 

2aa  +  66,  item  de  numeris  primis  ejusdem  formae:  deinde  vero  etiam  de 
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quam  compositis,  qui  in  baoc  formam  2aa  —  bb  noa  sunt  resoluMle*;  ne 


initiaJes  alphabcti  majusculae:  A,  B,  C,  D,  E,  elc.  perpetuo  inposterum  numeros  fonnaer2<us  -f  66, 

idque  in  genere,  sive  sint  primi,  aive  compositi;  eaedem  vero  lilteme  commate  notatae:  A\  JT*,  C, 
D',  £',  etc.  numeros  in  bac  forma  non  contentos,  sive  primos,  sivc  compositos.  Deinde  vero  litterae 
ioitiales  alphabeti  germanici  majusculae  )l,  93,  @,  !©,  (J,  etc.  significent  numeros  tantum  primos 
formae  2<w  +  66,  qui  sunt,  ut  supra  vidimus,  3,  il,  17,  19,  M,  43,  59,  67,  73,  etc.,  quibus 
binarius  adjungi  potest.  Eaedem  vero  litterae  commatc  notatae  7t ',  83',  <T,  !>',  etc.  deuotent 
numeros  primos  in  forma  2«-fM  non  contentos,  qui  ergo  sunt:  5,  7,  13,  »,  89,  31,  37, 
W.  53,  61,  71,  etc. 

25.  CorolL  1.  Hac  ergo  notatione  recepta,  in  thcoremate  antecedente  demonstratum  est,  si 
A  fuerit  divisibius  per  numerum  71,  quotum  certo  fore  numerum  B:  vel  si  numerus  A 

H,  alterum  factorem  fore  B,  scilicet  numerum  forroae  2<ut  +  66.   Vel  etiam 
integer,  erit  is  =  tf. 

26.  Coroll.  ».  Si  ergo  numerus  ^  per  numerum  quempiam  />  divisus  producat  quotum  fi', 
hoc  est  numerum  in  forma  2««  66  non  contentum,  tum  divisor  ille  /'  certe  non  erit  71,  seu 
non  erit  numerus  primus  formae  2<ut~t-66.  Erit  ergo  vel  compositus  ejusdem  formae,  vel  plaue 
non  istius  formae  2<ux  -|-  66. 

27.  Coroll.  8.  Secundum  hunc  autem  notandi  modnm  in  theorematibus  praecedentibus 
demonstravimus: 

In  primo  scilicet  esse  2A  =  B, 

in  tertio  esse  AB  =  C. 

in  quarto  si  fuerit  A  =  B,  seu  si  idem  numerus  duplici  modo  in  fonna  2aa  +  66  contiueatur,  tum 
non  esse  A  =  7l.  .  „,.,.,., 

28.  Theorema  0,  Si  numerus  formae  2<ta-f66  divisibilis  fuerit  per  numerum, 
qui  ista  forma  oon  contineatur,  tum  quotus  neque  ertt  numerus  primus  formae 
2«a-f-66,  Deque  productum  ex  meris  hujusmodi  numeris  primis  conflatum. 


ergo  debet  si  numerus  A  divisibilis  fuerit  per  numerum  B",  tum 
quotum  neque  fore  =  71,  neque  productum  hujusmodi  'H93(£3>  ctc.  Si  enim  quotus  esset  71,  seu 
p  =  7(,  foret  ^  =  Bf ,  quod  per  tbeorema  praecedens  Beri  nequit  Sin  autem  quotus  csset  pro- 
ductum  ex  quotcunque  nomeris  primis  formae  2aa  +  66,  sciUeet  =  ut  emet 

foret  utique  A=7ti&&toB',  ideoque  ^  =  ©(U)ff'.  At  est  £  =  B,  unde  foret  »  =  »6©«', 
Wncquc  *  =  <Jfc*':  verum  simui  modo  est  £  =  C,  ideoque  J  =  £*':  at  e*  {-=D,  * 
J  =  E,  foret  ergo  tandcm  E  =  B',  quod  esset 

Q.  E.  D. 
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29.  «oroIL  1.    Cum  igitur  quotus  nequc  sit  numerus  primus  formae  2aa+bb,  neque  ex 

in  forma  2oa  +  66  uon  conleiitum,  seu  liVera  %'  designandum. 

30.  CofoII,  9.  (^uoniam  ergo  factores  quoti  sunt  quoque  factores  dividendi,  perspicuuai 
est,  si  numcrus  fonnae  2aa  -f-66  diTisorem  habeat  B\  seu  in  forma  1aa-\-bb  non  contentum, 
tum  eundem  numerum  iiuuper  alium  ad  minimum  habiturum  esse  divisorem  primum,  in  forma 
2<ut  66  non  conteatum,  seu  si  numerus  A  divisorem  habeat  B',  tum  certe  etiam  divisorem  babebit 
aiium  93'. 

31.  CoroU.  m.  Quod  bic  in  genere  de  divisoribus  formae  A  ostensum  est,  valet  eiiam  de 
divisoribus  formae  H'.  Hinc  si  numerus  fonnae  2aa  +  66  divisibilis  ujerit  per  numerum  primum  m 
eadem  forma  non  conteotum,  tum  etiam  quotus  est  divisibilis  per  numerum  primum  in  eadem  forma 
non  contentum.  , 

32.  Ttaeorema  7.  Si  numerus  formae  2aa-f  66,  quantumvis  magnus,  divisorem 
habuerit  numerum  P,  neque  tamen  radices  <t  et  6  ipsae  per  P  sint  divisibiles,  tum 
alius  aumerus  ejusdem  formae  exhiberi  potest  minor,  quam  |  PP,  qui  per  eundem 
divisorem  P  sit  divisibilis. 

Demoitacratlo.  Posito  numero  2aa  -J-  66  divisibili  per  P,  quantumvU  magnae  fucrint  radices 
a  et  6,  eae  semper  ita  exprimi  possunt: 

a  =  mPlzc   et   6  =  nP  ±  d 
ut  nuroeri  c  et  d  semissem  ipsius  P  non  excedant,  neuterque  evanescet,  cum  neqne  a,  neque  6 
per  P  sit  divisibile.   Stt  ergo  e<  {P  et  d  <  \P;  atque  his  valoribus  subsUtutU  forma  2oa-f-66 
abiWt  in  sequentem: 

(2mtn~\-nn)  PP  ±  hmcP  ±  2ndP  +  ce  +  2do\ 
quae  cum  sit  divisibilis  per  P,  necesse  est,  ut  quoque  cjus  pars  2ce-\-dd  per  P  sit  divisibilis; 
quae  est  et  numerus  fonnae  2aa-\~bb,  et  minor  quam  \PP.   Dato  ergo  numero  fonnae  2aa  +  66 
divisibili  per  numerum  quemcunque  P,  semper  exhiberi  poterit  numerus  minor,  quam  \PP,  et 
ejusdera  fonnae,  qtd  per  eundem  numerum  P  futurus  sit  divisibilis.   Q.  E.  D. 

33.  CoroU.  1.  Existedte  ergo  P  divisore  cujuspiam  numeri  A,  dabltur  numerns  B <\PP 
per  P  divisibilis,  et  quotus  inde  oriondus  propterea  erit  minor  quam  f  P:  qui  cum  etiam  sit  divisor 
numeri  B,  si  P  sit  dlvisor  cujuspiam  numeri  formae  2«a  +  66,  hinc  innotescit  quoque  numerus  aHus 
mtnor  quam  \  P,  qni  pariter  erit  divisor  cujusdam  numeri  formac  2aa  -j-  66. 

Z\.  GoroD.  S.  Proposito  porro  numero  quocunque  P,  si  iater  numeros  formae  2oa-{-&6, 
minores  quam  \PP,  nullus  datur  per  P  divisibilis,  tum  etiam  plane  nullus  existet  numerus  formae 
'  2aa  +  66  per  P  divisibitis. 

35.  Theorema  &.  Si  numerus  primus  in  forma  2<i«  +  &6  non  contentus,  fnerit 
divisor  cujusquam  numeri  hujus  formae,  neque  radices  seorsim  per  eum  sint  divi- 
sibiles,  tum  allus  quoque  numerus  primus,  priore  minor,  et  in  bae  forma  non  con- 
t«H«i,  exhiberi  poterit,  qui  etlam  futurus  sit  divisor  cujuspiaro  numeri  ejusde* 
foraue,  neque  tamea  singulae  radices  per  eum  si«t  divlsibiles. 
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DcmoiutraUo.  Demousuranduni  ergo  est,  si  fuerit  numerus  priiaus .  81'.  i 
numeri  A  =  2«a  +  66,  iU  ut  neque  «,  neque  6  per  «t  divisibile,  tum  quoque  dari  alium 
numerum  primum  93'<3t'>  qui  quoque  futurua  ait  divisor  numeri  ctijusjiiam  B  -----  2cc  -j-  (id ,  iu 
ut  neque  C,  neque  d  per  illum  sit  divisibilc.  Demonstravimus  autem,  exhiberi  poase  uumerum 
j4K.jH'H'i  unde  si  ponatur  quotns  ^p—  Qt  *ritQ<|7t',  tdeoque  multo  magis  @<3t'.  At 
per  §  31  vel  hic  ipse  quotus  Q  erit  numerus  primus  95',  vel  saltem  diVisorem  babebit  primum 
formae  93'.  Sit  igitur  vel  ipse  quotus  Q,  vel  ejus  divisor  =93',  qui  certe  mUlto  minor  erit  quam 
%'.  Quare  cum  quotus  Q  Gt  divisor  numeri  A,  etiam  93'  erit  ejus  divisor.  Manifestum  autem 
est,  hunc  quotum  ejusve  divisorem  93'  unitatcm  esse  non  posse,  cum  unitas  nohsofum  sit  in  forma 
fcoa-r-66  contenta,  sed  etiam  in  demonstratione  tbeorematis  6  excludatur.    Q.  E.  D. 

36.  CorolL  1.  Si  ergo  numeri  cujuspiam  A  =  2aa  -f  bb  divisor  esset  numerus  primus  TL' 
in  ista  forma  non  contentus,  neque  a  et  6  per  eum  seorsim  fuerit  divisibile,  tum  alius  quoquc 
numerus  primus  illo  minor  93'  exisUret  divisor  numeri  cujuspiam  B  =  2cd  -j-  dd\ 

37.  CoroII.  3.  Cum  autem  A  iU  capi  possit,  ut  sit  A<lH"K,  iU  etiam  pro  altero 
numero  93'  inveniri  poterit  numerus  #<|93'93'  per  ea,  quae  in  thcoremaU  7  sunt  dcmonstraU. 

38.  Coroll.  3.  Si  numcms  A  =  2aa  -f  66  fuerit  divisibilis  per  numerum  primum  H',  neque 
«  et  6  per  eum  sint  divisibiles,  numeri  a  et  6  pro  primis  inter  se  assumi  poterunt:  si  enim  habcrent 
communcm  factorcm,  eo  sublato  nihilominus  praeberent  numerum  2aa     66  per  H'  divisibilem. 

39.  CorolJ.  4.  At  si  numerus  ✓/  =  2  aa -f- 66,  esistentibus  a  et  6  inter  se  primis,  divisorem 
habeat  %' ,  tum  etiam  numcrus  B  =  2cc  -\-  dd  minor  quam  J  %'  H'  cxhibcri  poterit  pcr  W  divisibilis, 
ita  ul  c  et  d  sint  inter  se  primi.  Posito  enim  a  =  m"H'^.  c  et  6  =  nH'  i:  d  (32),  numeri  c  et  d 
cerlc  non  erunl  pcr  H'  divisibiles,  ac  si  quem  alium  habeant  communem  factorem,  puta  e  =  kp  e  l 
d  =  kq,  etiam  2pp  -\-  qq  per  H'  crit  divisibilis,  cxisUntibus  p  ct  «  inUr  se  primis:  hocque  casu 
multo  magis  2pp  +  qq  minus  erit  quam  |X2t'. 

40.  CorolL  5.  Cum  igitur  exisUnU  ^  =  2aa  4  66  divisibili  per  7L\  et  radicibus  «  et  6 
inter  sc  primis,  exhiberi  possit  numerus  B  =  2cc-\-dd  minor  quam  1 2f  ?(',  ita  ut  c  et  d  sint 
numeri  inter  se  primi,  qui  sit  quoque  per  H'  divisibilis,  erit,  ut  vidimus,  hic,  jdem  numerus  B 
quoque  per  aiium  numerum  primum  33'<}^  divLsibilis.  .  .    .  ., 

VI.  CoroU.  fl.  Atque  cum  B  =  2cc-\-dd,  existentibus  c  et  d  numcris  inter  se  primis,  jam 
sit  divisibilis  per  numerum  primum  93'  minorem  quam  inde  novus  numerus  C=  2ee  -}-  ff  per 
93'  quoque  divisU>ilis  inveniri  poterit,  iU  ut  e  et  f  sint  numeri  primi  inter  se,  et  ipse  numerus  C 
minor  quam  |33'33'. 

V2.  TheoranaO.  Nullus  datur  numerus  formae  2«a  -f-  66,  existentibus  a  et  6 
numeris  inter  se  primis,  qui  divisibilis  sit  per  pllum  aumeran].f  riipw  >ft  i«tn  forma 
non  conteotum.  ii  „„, .  .tl:,.-, 

DemonntraUo.  Fingamus  enim ,  per  nujnerum  primum  %  divisibilem  cssc  numerum 
A  =  2aaA-bb,  atque  a  et  b  essc  numeros  iuUr  se  primos:  hteque  munerus  A,  s»  non  rainor 
fuerit  quam  { *'  H',  in  minorem  transfonnari  poUriL    Habebit  auUm  tum  hk  numeru*  A  alium 
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tn  fornu  2aa  4-  66  non  contentum,  qui  rit  =95',  critque  95'<f2l';  at  si 
fueril  A>  |  33' 95',  npericmr  novus  numerus  =  2c*4-  dd  divisibilis  pcr  25',  ita  ut  c  ct  d  sint 
numeri  iutcr  se  primi  ct  B  <  $  95'95'.  Jam  simiii  modo,  cum  6  habeat  divisorem  33',  alium  practerca 
hahcbit  divisorem  ejusdcm  iudolis  G'  <  \  95',  hincque  porro  novus  numerus  C  =  2«r  +  ff  per  6' 
divisibilis  reperieUir,  ut  sit  C<  J  <T  6',  et  c  et  f  uumeri  primi  intcr  se.  Iloc  modo  procedendo 
continuo  minores  numeri  formae  2aa  -(-66  obtinercntur ,  qui  divisibiles  essent  per  numeros  in  forma 
2oa  -f-  66  non  contentos.  Quare  cum  in  minorihus  numeris  formae  2aa-\-  66,  siquidem  a  ct  6  stnt 
primi  inter  se,  nullus  occurrat,  qui  habeat  divisorem  in  forma  ista  non  contcntum,  nc  in  maximis 
quidem  hujusmodi  niimeri  existunt,  atque  idcirco  nullus  plane  datur  numcrtis  formac  2«a  -f  66,  qui 
sit  divisibilis  per  ullum  numerum  in  ca  forma  non  contentum,  siquidem  a  et  6  sint  priuii  inter  se. 

\3.  CorolL  1.  Jam  ergo  evicta  est  veritas  obscrvationis  quintae,  (|ua  auimadvcrtimus, 
numerum  quemcunque  formae  2aa-f-  66,  siquidem  «  et  6  sint  uumeri  primi  inter  se,  nullos  alios 

H.  Coroll.  3.  Omnis  ergo  numerus  formae  2aa-f-66,  siquidem  a  et  6  sint  primi  inter  se, 
▼et  ipse  est  primus,  vel  est  productum  ex  duobus  piuribusve  numeris  primis,  qui  omnes  in  forma 
2aa  —  66  conUocnutur.  Uujusmodi  itaque  numerus  nullos  alios  admiUit  divisores,  nisi  qui  sint 
ejusdem  formac  2aa  -f-  66. 

%5.  CoroD.  3.  Xullus  ergo  numerus  primus  in  forma  2aa  -f  66  non  contentus,  cujusmodi 
sunt  5,  7,  13,  23,  29,  31,  37,  *7,  53,  etc.  unquam  divisor,  vel  factor  esse  poterit  ullius  numeri 
formae  2oa-f-66,  siquidem  a  ct  6  sint  numeri  primi  inter  sc.  Nequc  vero  hac  rcstrictione,  quod 
numeri  a  et  6  inter  se  primi  csse  debeant,  est  opus,  dummodo  uterque  non  sit  per  illum 

non  divisibilem,  ut  sit  a  =  nc  et  6  =  «d,  tum  quia  2cc -\- dd  non  cst  divisibilis,  neque  cliam 
nn(2cc  +  dd),  scu  2aa-f-66,  per  illum  erit  divisibilis. 

M>.  Hchollon.  Notetur  probe  vis  hujus  demonstrationis,  quae  omnino  est  singularis,  et  in 
hoc  consistit,  quod  in  minoribus  numeris  nullus  reperiatur  numerus  formae  2aa  -f-  66,  existentibus 
a  et  6  numeris  inter  se  primis,  qui  sit  divisibilis  per  ullum  nurocrum  primum  in  ista  forma 
2mm  -f-  nn  non  contentum.  Ilinc  enim  conclusi,  ctiam  ne  in  majoribus  et  maximis  quidem  numcris 
nullos  dari  per  ejusmodi  numcros  primos  divisibiles.  Demonstravi  cnim,  si  in  maiimis  tales  darentur 
numeri,  tum  etiaro  inter  minorcs,  ac  tandcm  miniroos,  futuros  essc  numcros  ejusdem  indolis.  Neque 
vero  opus  est  ad  hanc  demonstrationcm  nosse,  in  numeris  minimis  nullos  dari  numcros  formae 
2aa-|-  66,  per  numcrum  primum,  qui  non  sit  ejusdem  formae,  divisibilcs ;  hoc  enim  ipsum  jam  per 
se  est  absurdum,  minores  contiouo  cxhibcri  possc  numcros  formac  2aa  -|-  66,  qui  pcr  numerum 
primum  non  ejusdem  formae  essent  divisibiles.  Nainque  Undem  necessario  pcrvcniri  oporteret  ad 
numeros  primos,  qui  cum  sint  formac  2oa  -f-  W»>  certe  per  nullum  uumerum  primiun  a  se  diversum 
dividi  possent.  Quare  si  de  quacunque  alia  forma  waa-r-66,  cxistentibus  a  et  6  numeris  inter  se 
primu,  demonstrari  posset,  quod  si  majores  numeri  ejus  formae  dcntur  pcr  numenun  primum 
sibUes,  Uun  etiam  necessario  minores  dari  numeros,  qui  quoque  per 
non  ejusdem  formae  fuluri  sint  divisibilcs,  tum  tuto  concludcre  possemus,  nullos  plane  dari 
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formae  maa  +  66,  qui  per  ullum  numenun  primtun  in  eadem  forma  non  contentiun  aint 
divisibiles.  Verum  ut  similis  demonstratio  locum  habere  possit,  necesse  est,  ut  non 
quam  1,  alias  enim  thcorcmata  7  et  8  applicari  non  possent:  unde  hujusmodi  demonstratio  non  valebit, 
nisi  in  formis  aa  +  66,  2aa  +  66  et  3aa  +  66.  At  in  hac  postrema  quidem  forma  exceptionem 
facit  divisor  2  in  forma  2aa  +  66  non  contcntus;  hoc  enim  casu  Ot  a—  1  et  6  =  1,  seu  3.1  +  1 
est  forma  simplicissima  per  2  divisibilis,  quae  cum  non  sit  minor  quam  2*,  quotus  quoque  non 
minor  prodil  quam  2,  ideoque  hinc  conclusio  ad  numerum  primum  minorem  in  forma  3  aa  +  66 
non  contcntum,  non  succcdit. 

\1.  Theorema  1©.  Si  numerus  formac  2aa  +  66  unico  modo  in  hanc  formam 
fuerit  rcsolubilis,  atquc  a  ct  6  fuerint  primi  inter  se,  tum  ille  numerus  certo  est 
primus. 

Demonstratio.  Si  enim  non  esset  primus,  duos  plurcsve  haberet  factores  primos  formae 
2aa  -f  66,  ideoquc  duobus  pluribusve  modis  in  formam  2aa  +  66  esset  resolubilis,  ut  in  theorematc 
3  demonstravimus :  pluralitas  enim  resolutionum  in  dubtum  vocari  nequit,  si  factores  illi,  quos 
habent,  fueriut  inaequales.    Verum  etiamsi  factores  fuerint  aequales,  tamen  resoiutio  plus  uno  modo 

succcdit:  nam  si  numcrus  propositus  A'  sit  =  (2aa  -f-  66)*,  erit 

I.     A'=2.0*+(2aa  +  66)* 
et     II.     A*  =  2(2a6)*+(2a«  —  66)»; 
at  si  sit  N=(2aa  +66)«,  erit 

I.  A  =  2  (2a8+  «66)*  +  (2«a6  +  6si\ 

II.  N=2  (2a*—  3  a66)*  +  (6a«6  _  6*)\ 

Porro  si  sit  .V=;2aa  -f66)*,  erit  quoque: 

I.  A=2.0*+(*«4+,**«66  +  6,)\ 

II.  A'  =  2(Va*6  +  2a6»)*+(Va4  — 64)\ 

ni.     A  =  2  (8«*6  —  Kab*)*  +  (ka*—  I2a«66  +  6»)\ 

Krgo  pluralitas  resolutionum  etiam  locum  habet,  si  factores  fuerint  aequales,  dummodo  resolutiones, 
quibus  vel  altera  radix  cvanescit,  vel  ambae  communem  habcant  divisorem,  non  excludantur.  Ilinc 
ergo  patct,  si  numerus  2aa  +  66,  existentibus  a  ct  6  numeris  primis  inter  se,  unico  modo  fuerit 
resolubilis  in  hanc  forrnam,  tum  eum  ccrto  esse  primum.    Q.  E.  D. 

\S.  CoroH»  1.  Proposito  ergo  numero  quocunque,  quem  constat  esse  in  fonna  2aa-\-bb 
contentum,  facile  erit  eiplorare,  utrum  sit  primus,  nec  ne?  Considerentur  enim  numeri  a  et  6, 
qui  si  non  fuerint  primi  inter  se,  statim  liabetur  factor,  sin  autem  sint  primi,  tum  inde  successive 
omnia  quadraU  dupltcata  2aa  subtrabentur,  ct  dispiciatur,  an  usquam  quadratum  66 
quod  si  |>raetcr  casum  cognitum  non  eveniat,  certo  pronunciare  poterimus,  numerum 
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W.    Coroll.  *.  Sin  autem  nuroerus  propositus  plus  uoo  modo  in  quadratum  et  duplum  qua- 

eum  non  esse  primum,  sed  etiam  ejus  foctores 
ea,  quae  §  21  sunt  tradita.  Hic 


50.  Theorema  H.  Nullus  numerus,  qui  vel  in  hac  forma  8a — 1,  vel  in  hac 
8n  — 3  continetur,  dividere  potest  ullum  numerum  formae  2aa  +  66,  siquidem  a 
et  6  sint  numcri  primi  inter  se. 

Demonstratto*  Demonstrasse  sufficiet,  nullum  numerum,  vel  formae  8n— f,  vel  8n  —  3, 
unquam  esse  posse  formae  2aa-f-66;  cum  enim  haec  forma  2aa  +  66  uullos  alios  admiltal  divi- 
sores,  nisi  qui  in  hac  ipsa  forma  sint  contenti,  slatim  ac  demonstraverimus,  uullum  uumerum,  vel 
formae  8n —  I,  vel  8n  —  3,  in  forma  2aa  +  66  contineri,  simul  certum  erit,  ne  quidcm  divisorem 
hujus  formae  esse  posse.  Cum  autcm  8n  —  1  et  8« — 3  siut  numeri  impares,  videamus,  quibus 
casibus  forma  2  aa  +66  numeros  impares  producat:  manifcstum  autem  est,  hoc  (ieri  non  posse,  nisi 
6  sit  numerus  impar;  quo  casu  66  fict  numerus  foroiae  8m  +  I.  Tum  vero  numerus  a  vel  erit 
par,  vel  impar;  priori  casu  erit  aa  formae  *n,  ideoque  2««  formae  8«,  unde  expressio  2aa  +  66 
abibit  in  numerum  formac  8m  -|-  8n  +  1 ,  seu  8«  +  t.  Posteriori  casu,  quo  «  est  numerus  impar, 
erit  aa  numerus  formae  Wn-\-i,  ideoque  2aa  formae  8n-f-2,  unde  expressio  2aa  -{-66  praebet 
hoc  casu  numerum  formae  8m  +~  1  +  8n  +  2,  seu  formae  8n  -f  •  3.  Forma  ergo  2on  +  66  alios 
numeros  impares  non  continet,  nisi  qui  fucrint  vel  formae  8n  -4-  1 ,  vel  formae  8n  +  3.  Quare 
nullus  numerus  impar,  vel  formae  8n —  1,  vel  formae  8n  —  3,  uuquam  in  forma  2aa  +  66  con- 
tinetur,  ncc  proptcrea  ullius  numcri  2aa  -f-  66  divisor  existcre  potest,  si  quidem  a  et  6  sint  numeri 
primi  inter  sc.    Q.  E.  D. 

51.  CoroU.  I.  Si  ergo  a  et  6  fuerint  numeri  primi  iuter  se,  numerus  2aa  +  66  nunquam 
erit  divisibilis,  vel  per  5,  vel  per  7,  vel  per  ullum  numcrum  hujus  seriei  5,  7,  13,  23,  29,  31, 
37,  %7,  53,  61,  71,  79,  ctc.  neque  etiam  per  ullum  numerum  non  primum,  vel  in  forma  8«  —  I, 
vcl  in  fonna  8n  — 3  contentum,  quales  sunt  15,  21,  39,  «,  55,  63,  69,  77,  85,  87,  93,  95,  etc. 

52.  Coroll.  3.  Omnes  crgo  numcri  impares,  qui  unquam  esse  possunt  divisores  numcrorum 
formae  2  aa  -+  66,  siquidem  a  et  6  sint  inter  sc  primi,  vel  in  hac  formula  8n  +  1,  vel  hac  8  «-(-3, 
continentur.  Neque  tamen  ulli  numeri  compositi  liarum  formularum,  qui  factores  babent  formae 
8n — 1,  vel  8n  —  3,  divisores  numeri  2 aa  +  66  existere  possunt. 

53.  CoroIL  3.  Etiamsi  ergo  producta 

(8m— 1)  (8n— 1),    (8«  —  l)(8n  —  3)    et   (8m  — 3)<8n— 3) 
in  formis  8»»  +  l,  val  8m4-3  contineantur,  tamen  ea  nunquam  divisores  ullius  oumeri  formae 
2  aa  +66  existere  possunt,  si  quidem  «  et  6  fuerint  numeri  primi  inter  se. 

5V    CoroH.  4.   Quoties  ergo  forma  2aa  +  66  (it  numerus  primus,  is  semper  vel  in  hac 
numerorum  serie  8n  +  1,  vel  hac  8n  +  3,  continebitur,  unde  in  his  duabus  seriebus  etian 
primi,  vel  saltem  impares  numeronun  in  formula  2aa  +  66  contentorum,  reperientur. 
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55.  fikciiollon  1.  Ulram  autem  omnes  numeri  prirai,  qui  in  seriebus  munerorum  8n-j-l  et 
8«  4- 3  occurrunt,  vicissim  sunt  mimeri  formae  2aa  +  66,  quaestio  est  altioris  indaginis.  Quousqne 
quidem  supra  numeros  primos  formae  2aa  +  bb  conlinuaviraus,  vidimus  ra  illis 
ros  primos,  tam  hujus  formae  8«4-  1,  quam  hujus  8n-(-3,  occurrere,  unoV 
primi,  in  his  duabus  formulis  contenti,  simul  in  forma  2aa  4-  66  contineri  videntur: 
veritalis  demoostratio  maxinic  est  abstrusa.  Viam  tamcn  ad  cam  jam  non  parum  praeparavimus, 
diim  demonslravimus,  omucs  divisores  formae  2aa-\-bb  simul  esse  numeros  ejusdem  formae,  siqui- 
dem  a  ct  6  fuerint  inter  se  primi:  nam  proposito  numero  primo  quocunque  P,  sive  fnrmae 
8/i  -f  1 ,  sive  8n-f  3,  si  demonstrare  potuerimus,  dari  quempiam  numerum  2aa-\-bb  per  illum 
divisibilem,  ila  ut  ncquc  a,  neque  6  per  eum  sit  divisihile;  simul  erit  certum,  numerum  P  esse  in 
forma  2mm  -f  "»  contentum. 

5C.  Sehollon  3.  Quod  autem  omnis  numerus  primus  in  alterutra  harum  formularum  8n  4-  1  et 
8/i-|-3  contcntus  necessario  sit  aggregatum  ex  quadrato  et  duplo  quadrato,  uli  id  in  numeris  mino- 
rihus,  500  non  superantibus,  evcnirc  vidimus,  equidem  me  nondum  demonslrarc  |wsse  fateor:  haecque 
dcmonstratio  multo  magis  ardua  videtur,  quam  ea,  qua  probavi,  omnem  numcrum  primum  formac 
kn  -~  l  csse  summam  dtiorum  quadratorum.  Cum  autcm  momentum  in  hoc  versctur,  ul  demon- 
stretur,  proposilo  quocunque  numcro  primo,  vel  formac  8«  -j-  1,  vcl  formae  8n  -f  3,  scmpcr  dari 
numcnim  2aa  4~  66  per  eum  divisibilem,  ita  ut  radices  a  et  6  sint  numeri  inter  se  primi,  operain 
is  perdidcrit,  qui  valores  numcrorum  a  et  6  pcr  n  expressos,  invesligare  voluerit,  propterca  quod 
hi  iiumeri  nou  tantum  ab  n  penrient,  scd  ctiam  ca  ratio,  quod  numcrus  8/i  -j-  I»  v«'  8n -f  3  sit 
primus,  ncccssario  in  computum  duci  debeat.  Nain  si  nuinerus  8n4-  1,  vel  8n  4-  3,  non  fuerit 
primus,  evenire  adeo  potest,  ut  nullus  numerus  2aa  +  66  per  eum  sit  divisihilis.  Jam  equidem 
demonstravi,  per  nunierum  8« -f  1,  si  sit  primus,  divisibiles  esse  omnes  numeros  formae  p""— q,n, 
et  per  numenim  primum  8n-f  3  omnes  numeros  formae  p*"*~i — q*'"~*;  lum  vcro  etiam  semper 
ejusmodi  dari  numcros  p  et  q,  ut  priori  casu  forma  n4"-f  q*n  per  8n-f  1,  |>osteriori  vero  forma 
B»"-M  _|_  a*»*-t  per  8n -f  3  divisibilis  existat.  Demonstrandum  igitnr  csset  in  his  formis  n'"  -f  q*" 
et  n"H~l  -f  q*""1"1  nccessario  sem|)er  cjusmodi  involvi  casus,  qui  sint  aggrcgata  ex  quadrato  ct  duplo 
quadrato;  quod  autem  quo  modo  demonstrari  posset,  nondum  perspicio.  Aeque  difficile  ergo,  ac 
fortasse  difficilius  erit,  sequentes  propositiones  dcmonstrarc,  quae  tamen  aequc  cerlae  videntur, 
excepta  prima,  cujus  demonstralionem  dedi. 

I.  Omnis  munerus  primus  formae  k  «4  1  in  liac  forma  aa  -f  66  conlinctur. 

II.  Omnes  numeri  primi  in  his  formis  8«  -f  I  et  8n  4-  3  contcnti,  simul  iu  hac  forma 
continentur  2aa  -f  66. 

III.  Omnes  numeri  primi  vel  hujus  formac  12n+  ->  vcl  liujus  I2n  f  7,  seu  hujus  unicae 
6n  -f  I ,  in  hac  forma  3an  -(-66  continentur. 

IV.  Omnes  numeri  primi  in  quapiam  harum  formularum 

I6n-fl,     I6n-f5,    16/t-f»,  16n4-l3, 
vel  in  hac  Vn4-  1  contenti,  simul  sunt  numeri  formac  kaa-j-bb,  cujus  quidem  demoo- 
slratio  jam  in  prima  comprchenditur. 
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V.  Omnes  numeri  primi  in  aliqua  harum  formuiarum  contenti, 

20n+l,    20i»  +  9, 
simul  quoque  sunt  formae   5aa  +  66. 

VI.  Omnes  numeri  primi  in  aliqua  banun  formularum  contenti, 

2%«  +  l,    2*»  -4-7, 
simul  quoque  sunt  formae  6aa  +  66. 

VII.  Omnes  numeri  primi  in  aliqua  barum  fnrmularum  contenti, 

28n+l,   28n  +  9,    28n+ll,    28n  +  15,    28n  +  23,    28« +  25, 
vel,  quod  eodem  redit,  in  harum  aliqua: 

IVn+l,  +  lin+M, 

simul  quoque  sunt  formae  7aa4-66. 
VIU.  Omnes  numeri  primi  in  alterutra  harum  formularum  contenti, 

2*» +  5    et  2Vft+ll, 
simul  sunt  numeri  formae  3aa  +  266. 
Ilujusmodi  antem  tbeorematum  numerus  quousquc  libuerit  continuari  potest. 

Verum  tamen  in  iis  formandis  probe  cavendum  est,  ne  inductioni  nimis  tribuatur:  neque  enim 
si  fuerit  numerus  quispiam  primus  p  in  hac  forma  faa  +  </66  conteutus,  inde  geaeratim  concludere 
licet,  omnes  numeros  primos  formae  Kfyn  +  p  fore  numeros  ejusdem  fonnae  faa-\-gbb,  etiamsi  hoc, 
si  f  et  g  fuerint  numcri  etigui,  vcnun  esse  videatur.  Etsi  enim  est  67  =  5.9  +  22. 1 ,  ideoque 
formae  5aa  +  2266,  tamen  numerus  V. 5.22«  + «7,  qui  casu  n^=  2  est  =  40.22  +  67  =  9V7 
scilicet  primus,  non  in  forma  5aa  +  2266  continctur:  interim  tamen  aflinnarc  licct,  cum  sit 
23  =  5.2*+  3.1,  ideoque  in  forma  5  aa+ 366  contioeatur,  omnes  numeros  primos  60n  +  23  in 
eadcm  forma  contineri.  Quodsi  igitur  quis  methodum  invenerit,  hujusmodi  theoremata  tam  inve- 
niendi,  quam,  in  quo  caput  rei  cst  positum,  dcmonstrandi,  is  certc  in  doctrina  numerorum  plurimum 
praestitissc  erit  judicandus. 

Adinissa  autem  hac  proprictatc  numerorum  primorum  in  his  formulis  8n  +  1  et  8n  +  3  con- 
tentorum,  plura  alia  hinc  dcduci  poterunt  egregia  thcoremata,  <|uorum  quacdam  notasse  juvabit. 

57.  Theorema  13.  Si  numcrus  quicunque  in  alterutra  harum  formularum  8n+  1, 
vcl  8n  +  3,  contentus,  nullo  modo  in  formam  2aa  4  bb  rcsolvi  possit,  tum  non  erit 
primus;  at  si  unico  modo  in  hanc  formam  possit  resolvi,  tum  crit  primus;  sin  autem 
plus  uno  modo  haec  rcsolulio  succedat,  tum  pariter  non  erit  primus,  sed  compositus. 

D<>iiion»tra41o.  Pars  secunda  ct  tertia  ex  jam  demonstratis  sunt  manlfestae.  Si  cnim  numerus 
propositus  unico  modo  in  forma  2aa  +  bb  contincatur,  tum  certe  est  primiLs,  sin  pluribus,  compo- 
situs.  Quod  autem  ad  partem  primam  altinet,  ea  vi  proprietatis  nondum  demonslratae  subsdstit; 
nam  si  numerus  propositus  csset  primus,  in  formam  2aa-+-bb  resolvi  possct,  quando  ergo  hanc 
resolutionem  non  admittit,  tum  certo  non  est  primus.    Q.  E.  D. 

58.  CoroIL  I.  Hinc  igitur  patet  modus  non  difficilis  propositum  numerum,  si  fuerit  vcl 
formae  8n  +  3,  vel  8n  f-  1 ,  explorandi,  utrum  sit  primus,  nec  ne?  Sublrahantur  enim  ab  eo 
successive  omnia  quadrata  duplicata,  scilicet: 
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2,  8,  18,  32,  50,  72,  98,  etc. 


6,  10,  IV,  18,  32,  26,  etc. 
ct  dispiciatur,  utrum  uspiam  quadratum  relinquatur. 

59.  CoroIL  9.  Possunt  etiam  plures  operationes  simul  iustitui,  ac  primo  successive  subtrahi 
haec  quadrata  duplicata: 

2,  72,  2V2,  512,  882,  etc.,   quorum  differentiae  sunt  70,  170,  270,  370,  etc. 


differentiae  sunt  90,  190  ,  290  ,  390,  etc. 
differentiae  sunt  110,  210,  310,  *!0,  ctc. 
differentiae  sunt  130,  230,  330,  V30,  etc. 


8,  98,  288,  578,  968,  etc, 
tertio  hacc: 

18,  128,  338,  6V8,  1058,  etc., 
quarto  haec: 

32,  162,  392,  722,  1152,  ctc., 
quinto  haec: 

50,  200,  450,  800,  1250,  etc.,  quorum  differentiae  sunt  150,  250,  350,  V50, 
ubi  ex  figuris  finaiibus  mox  patebit,  quaenam  operationes  sint  inutiles. 

60.    Coroll.  S.  A  numeris  autem  formae  8/t  + 1  quadrata  tantum  paria 
unde 


T.     8,  288,  968,  20V8,  etc.  II.    32,  392,  1152,  2312,  etc. 

280,  680,  1080,  360,  760,  1160, 

VOO,  V00.  V00,  V00. 

III.    0,  200,  800,  1800,  etc.  IV.  72  ,  512,  1352  ,  2592,  etc. 

200,  600,  1000,  VV0,  8V0,  12V0, 

V00,  V00.  j                   V00,  V00. 

V.    128,  6V8,  1568,  2888,  etc. 
520,  920,  1320, 
V00,  V00. 

61.   CoroU.  4.  Sio  autem  numcrus  sit  formae  8n-|-3,  tum 
plicata  subtrahi  debent,  quae  sunt: 


I.   2,  2V2  ,  882,  1922,  etc. 
2V0,  6V0,  10V0, 
V00,  V00. 
III.  50,  V50,  1250,  2V50,  etc. 
V00,  800,  1200, 
V00,  V00. 


II.  18,  338,  1058,  2178,  etc. 
320,  720,  1120, 
V00,  VOO. 
IV.  98,  578,  1V58,  2738r  etc. 
V80,  880,  1280, 
VOO,  VOO. 


V.    162,  722,  1682,  30V2,  etc. 
560,  960,  1360, 
VOO,  V00. 
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67579, 
in  fonna  8n-f  3, 


II.  67579 

III.  67579 

IV.  67579 

18 

50 

98 

675«! 

50281 

673  20 

49529 

67481 

48761 

320 

3930 

400 

4000 

480 

40S0 

67241 

46361 

67129 

45529 

67001 

44681 

720 

4320 

800 

4400 

880 

4480 

66521 

42041 

66329 

41129 

66121 

40201 

1120 

4720 

1200 

4800 

1280 

4880 

65401 

37321 

65129 

36329 

64841 

35321 

1520 

5120 

1600 

5200 

1680 

5280 

63881 

32201 

63529 

31129 

63161 

30041 

1920 

5520 

2000 

5600 

2O80 

56*0 

61961 

it."K^  1 

61529 

25529 

61081 

24361 

2320 

3920 

2400 

6000 

2480 

GOHO 

59641 
2720 

20761 
6320 

59129 

19529 
6400 

58601 

18281 
6480 

56921 

14441 

563i<l 

13129 

55721 

11801 

3120 

67*0 

3200 

6800 

3280 

6880 

3.1801 

7721 

53 1*9 

6329 

•229  52441 

4921 

7120 

50281 

601 

49529 

48761 

Hic  unicum  occurrit  quadratum  52W1  =  229*,  ut  sit  67579  =  2. 87*  +  229*,  ideoque  primus. 

63.   EoMnpl.  2.   Exploretur  Dumerus  &0081,  utrum  sit  primus,  nec  ne? 
Cum  bic  numerus  contineatur  in  forma  8n  -j-  1 ,  subtrahantur  uumeri  coroll.  3, 
dem  ordines  U,  Dl  et  IV,  hoc  modo: 


qui- 


II.  40081 

III.  40081 

IV.  40081 

32 

200 

72 

40049 

29129 

39881 

27281 

40009 

28529 

360 

3160 

600 

3400 

440 

3240 

25969 

39281 

23881 

39569 

25289 

760 

3560 

1000 

3800 

840 

3640 

22409 

38881 

20081 

38729' 

21649 

1160 

3960 

1400 

4200 

1240 

4040 

37769 

18449 

36881 

15881 

37489 

17609 

1560 

4360 

1800 

4600 

1640 

4440 

36209 

14089 

35081 

11281 

35849 

13169 

1960 

4760 

2200 

5000 

2040 

4840 

34249 

9329 

32881 

6281 

33809 

8329 

2360 

5160 

2600 

5400 

2440 

5240 

31889 

4169 

,  30281 

881 

31369 

2760 

3000 

2840 

29129 

27281 

28529 

quia  igitur  hic  nusquam  quadratum 


=  1V9.269. 
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6%.  Theorema  13.  Si  numerus  n  nullo  modo  sit  aggregatum  e»  numero  qua- 
drato  et  trigonali,  tum  numerus  8n4/-t  certe  non  erit  primus. 

DemonmtrnUo.  St  enim  n  nullo  modo  in  hac  forma  aa  f  J  (66  -u  6)  conUneatur,  tum  8n+  1 
nullo  modo  in  hac  forma  8aa  +  V66  4- V6  4-  i  continetur,  non  ergo  erit  numerus  formae  2pp-\-qq, 
ideoque  non  eril  primus.    Q.  E.  0. 

65.  CorolL  At  si  n  unico  modo  sit  aggrcgatum  ex  quadrato  et  trigonali,  tum  8n  -j-  1 
certe  erit  numcrus  primus;  sin  autem  sit  pluribus  modis,  non  cril  primus,  sed  compositus. 

66.  Thcorctna  11.  Si  numcrus  n  nullo  modo  fuerit  aggregatum  cx  numero 
trigouali  cl  Irigonali  duplicato,  tum  8n  -f  3  certe  non  erit  primus. 

Demonirtratlo.  Si  cnim  n  nullo  modo  in  bac  forma  aa  4-  a  -j-  }  (66  4  6)  contineatur,  tum 
8n  4  3  nullo  modo  in  hac  forma  8aa  4-  8a  -\-  2  4-  \0l>  4-  *6  4  1 ,  ideoque  ncc  in  hac  2pp  4>  79 
continebitur,  consequenter  non  erit  primus.   Q.  E.  D. 

67.  Coroll.  At  si  n  unico  modo  fucrit  aggregatum  ex  Irigonnli  et  trigonali  duplicato,  tum 
8/14-  3  certr  erit  primus;  sin  autem  fuerit  plus  uno  modo,  compositus. 
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XIV.  «■ 

.  i    <     »1  ■  >•■  <•  ■'      ,.«:'•!..-     ,      ..    -  .  •  «■  .       ■  ,    - .. 

Solutio  ffcneralls  quoriunlant  problcmatiim  Diophanteoruiu,  «uae 
vulgo  nonnisl  solutloncs  speclales  admittcrc  vtdentui. 

(K.  Commt-ut.  VI.  1756  -  57.  p.  155.  F.xhib.  1754.  Scpt.  30^ 

1.  Analjsis  Diophantea,  quae  in  problematibus  indeterminatis  per  numeros  rationales  vel  ctiam 
integros  solvendis  versatur,  duplicis  generis  problemata  tractarc  solet,  quorum  discrimen  in  ratione 
solutionis  maxime  est  positum.  Alia  enim  problemata  ita  sunt  comparata,  ut  solutiones  generales 
exhiberi  queant,  quae  omnes  plane  numeros  satisfacientes  in  se  complectuntur:  alia  vero  nonnisi 
solutiones  particulares  admittunt,  vcl  saltem  per  methodos  cognitas  nonnisi  tales  solutiones  eruere 
Iicet,  ita  ut  praetcr  numcros,  qui  forte  rcperiuntur,  infinili  alii  problemati  sati.sfacientes  exfstant, 
qui  in  solutione  inventa  non  contineantur.  Ubi  quidem  in  gcnere  notari  convenit,  prioris  onlinis 
problemata  multo  facilius  resolvi,  quam  ea,  quae  ad  alterum  ordinem  referuntur,  quippe  quae  pler 
rumque  singularem  sagacitatcm  cum  eximiis  artificiis  conjunctam  requirunt,  in  quibus  maxima  vis 
hujus  analjsis  cernitur.  Quare  ob  hanc  causam  problcmata  Djophantea  in  has  duas  classes  distribui 
debere  videntur. 

2.  Diophantus  quidem  ipse  omnium  quaestionum,  quas  tractat,  solutiones  tantum  specialis- 
simas  tradit,  numerosque,  quibus  unica  solutio  continetur,  plerumque  indicasse  est  contentus.  Neque 
vero  ejus  methodus  ad  has  solutioncs  specialissimas  adstricta  est  putanda;  quia  enun  tunc  temporis 
usus  litterarum,  quibus  numeri  indejiniti  designentur,  nondum  erat  receptus,  hujusmodi  solutiones 
latius  patentes,  quales  nuoc  quidem  exhiberi  solent,  ab  ipso  expectari  non  poterant;  interim  tamen 
ipsac  methodi,  quibus  ad  quaelibet  problemata  solvcnda  utitur,  aeque  late  patcnt,  quam  eae,  quae 
hodie  sunt  in  usu:  quin  etiam  fateri  cogimur,  vix  ullam  in  hoc  analjscos  gcnere  adhuc  esse  invcn- 
tam,  cujus  vestigia  satis  luculenta  non  jam  in  ipso  Diophanto  deprehendantur.  Non  obstante  igitur 
bac  apparente  particularitate  solutionum  Diophantearum,  disparitas  problematum  supra  memorata,  in 
tpso  jam  Diophanto  manifesto  ccrnitur,  siquidcm  ad  methodos  cjus  rcspiciamus:  quarum  aliae  ita 
sunt  comparatae,  ut  omnes  omnino  solutiones,  quae  problemati  satisfacere  possunt,  suppeditarc 
queant,  aliae  vero  nonnullas  tantum  solutiones  pracbeant,  vel  etiamsi  earum  numerus  in  iniinittim 
augeri  possit,  tamen  in  iis  innumerabiles  aliae,  quae  acque  satisfaciunt,  non  contineantur. 

3.  Exemplum  problematis,  cujus  solutio  gcneralis  exhibcri  potest,  praebet  quaestio  vulgata, 
qua  quaeruntur  duo  numcri  quadrati,  quorum  summa  sit  quadratum;  sive  sumtis  x  et  y  pro  radi- 
cibus  istorum  quadratorum,  ut  xx+yy  sit  numerus  quadratus.  Sumtis  enim  pro  lubitu  tribus 
numeris  a,  p  et  q,  haec  habebitur  solutio  gcneralis:  y  =  2apq  et  x  =  a  (pp  —  qq)\  ex  his  namque 
valoribus  prodit  V[xx  +  yy)  =  a{pp  +  qq).  De  qua  solutionc  tenendum  cst,  nullos  plane  dari 
numeros  pro  x  et  y  substituendos,  quorum  quadratorum  summa  fiat  quadratum,  qui  non  simul  in 
formulis  datis  contineantur.    Atque  haec  gcncraliUis  non  solum  inde  perspicitur,  quod  pro  tribus 
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Utt^ in^s  n  y  p  t  nwn^ro^  o^uoso  uo^u^  3ocr  i  o^*ro  li^^Gao1^  ^  ^j^J^lc  ^jkqd  \ §&aS t4£&  id \\ x\ i lutrio^Ruiu  01  u  I ™ 
Utudo  obUaetur;  ied  etiain  ipsa  harum  fonnuiamm  investigaUo  evincit,  oullam  plane  dari  soluuonem, 
quae  non  in  iis  comprehendatur.  At  yero  hoc  posterius  criterium  lon&e  certius  est  priori ,  cum 
saepe  multae  litterae  iodefmiUe  in  soJutionem  ingredi  qneant,  neque  tamen  solutio  propterea  reddatur 
gcneralis. 

V.    Investigationis  autem  ratio  io  hoc  exemplo  nobis  soIuUonis  universalitatera  planc  ostendit: 
cum  enim  V  (acsc-(-  yy)  debeat  esse  numenis  raUonalis,  is  certe  erit  major  quam  x;  statuatur  ergo 
=  x-j-  z.    Tum  vero  quaecunque  sit  raUo  ipsius  y  ad  z,  poni  poterit  z  =  ~^y,  neque  hoc  modo 
generalrUs  posUionis  limiutur.    Posito  autem  \'(xx  -f  yy)  =  x  +  ^y  sumUs  quadntis  habebimus:  . 
xx~\-yy  =  xx-\-  y*7  +  ^rr-    Del«to  utrinque  termino  xx,  ac  residuo  per  y  diviso,  prodiWt 

r=yHjr,  «•«  {pp-<tq)y  =  2pqx. 

Erit  ergo  W>  hincque  x  et  y  sunt  vcl  aequc  mulUpla,  vel  aeque  submulUpla  numerorum 

pp  —  qqel  2»q.  Sumta  ergo  a  pro  indice  generali  sive  multiplorum,  sive  submulUpionnn,  nandsce- 
mur  r=««W     *  =  «(pp-OT},  et  ob  i  =  i-r  =  2aW,  erit  x-\-z  =  V(xx+yy)  =  a(pp  f  qq). 

5.  ProblemaUs  antem,  cujus  solutio  per  methodos  cognitas  generalis  cxhiberi  nequit,  exemphim 
esto  quaestio  de  inveniendis  tribus  cubis  quorum  summa  sit  cubus;  sive  quaerendi  sint  tres  numeri 
x,  y  et  z  iU,  ut  sit  x*-r-.r*-r-  z*=  cubo.  Quod  problema  cum  ab  ipso  Diophanto,  tum  a  recen- 
Uoribus,  pluribus  modis  exUt  solutum,  atque  iU  quidem,  ut  inftniU  multitudo  soluUonum  sit  cxhi- 
biU;  neque  Umen  ulU  soluUo  Um  late  patet,  ut  omnes  planc  casus  huic  quaestioni  satisfacieotes 
in  se  complccUtur.  In  hoc  problematc  etiam  vel  unus  cubus  x*,  vel  duo  x*  et  y* ,  tanquam  dati 
specUri  possunt,  unde  vel  duos  reliquos  cubos,  vel  unicum  quaeri  oportet,  ut  summa  fiat  cuhus: 
(|uomodocun(|iie  autem  solutio  instituatur,  Umen  maxime  parUcularis  cvadit. 

6.  Quod  quo  clarius  perspiciatur,  soluUones  dari  soliUs  hic  breviUr  commemoremus.  Sint 
igitur  primo  daU  duo  cubi  a*  et  6*,  tertiumque  x*  inveniri  oporteat,  ut  omnium  trium  summa 
„»_|_6*  +  sc*  denuo  Cal  cubus:  Manifestum  jam  quidem  cst,  radicem  hujus  cubi  majorem  fore 
quam  x;  sed  etiamsi  sUtuatur  =  x-\-v,  Umcn  acquaUo  quadratica  pro  inveniendo  x  prodit,  sicque 
difflculUs  non  diminuitur.    Poni  igitur  solet  x  =  p  —  b,  ut  summa  trium  cuborum  Bat: 

a*+  Zbbp  —  Upp  -f-  p*  =  cubo  =  ,-* 

assumi  debet,  ut  incogniU  p  per  aequaUonem  simplicem,  ideoque  rationaliter  exhiberi  queaU  Mani- 
festum  autem  est  hoc  duplici  modo  fleri  posse:  primo  enim  sumto  v  =  a  -\- p,  fiet 

a*-r-  2bbp  —  3bpp  -\-p*=  «*  -f  3aap  +  3aflp  -f  p\ 
ubi  cum  termini  a*  et  p*  se  destruant,  reliquum  per  Zp  divisum  dat: 

bb  -  bp  =  aa  +  ap,  ideoque  p  =  ^Z.    =  6  -  a, 
unde  fit  x  =  p  —  6  —  —  a,  quo  casu  uUque  fit: 

«»  +  6*  -f  x»  =  a*  +  6»  -  a*  =  6»  =  cubo. 
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cum  ubique  fieri  possit,  ut  quantitas  «»  +  Ubp-lbpp+p*  sit  cubus,  cuju.  radh  non  sit 

pro  p,  ac  proinde  pro  x  exhibuerit,  qui  adeo  ne  solutioaem  quidem  idoc 
censendus,  propterea  quod  inTcnimus  x  —  —  a,  qui  casus  tam  est  obvius  sua  sponte,  ut  ne  pro 
soliitione  quidem  admitU  queat  Pro  t»  igitur  alius  valor  fingi  solet,  talis  tamen,  ut  inventio  ipsius 
p  ad  aequationem  simplicem  perducat,  quod  usu  venit  pooendo  v  —  a  +  ~p;  fiet  enim: 

_»+  366p  -  3bpp  +  p»=  «*-+-  Ubp  +  5*  pp  +  ^  p», 

quae  utrinque  deleUs  terminis  a*4-366p,  per  pp  divisa  dat: 

,.   ,  3i*   .  i*  3«<A-M«'44 

_36  +  p  =  -,  +-aip,  seu   />=     a.^A(-  • 

8.  Cum  igitur  hinc  invenerimus 

U'b(a>  +  b>)_3an  L_iaH  +  b*  _  *(»«»  +  *») 

P— —   «ra»'    ent   *-p-6-  ..^---p- _______ 

quae  est  radix  tertii  cubi  ad  duos  datos  «*  +  6*  addendi,  ut  summa  fiat  cubus.  Erit  autem  summae 
ndix  cubfca  per  hypothesin 

bb  3*b*  «*  +  iib*      «(«»4  8A») 

Quicunque  crgo  numeri  pro  a  ct  6  fuerint  assumti,  hinc  habebuntur  tres  cubi,  quorum  sumraa  est 
cubus.    Ili  scilicet  erunt: 

Venun  el  hanc  soluUonem  maxime  esse  specialem  e\  ipsa  investigaticne  perspicuum  est,  cum  plane 
pro  arbitrio  nostro  radicem  trium  cuborum  finxerimus  v  —  a  +  —  p,  cum  sine  dubio  infinitos  quoque 
alios  valores  recipere  possit. 

9.  Porro  autem  datis  duobus  cubis  unicus  reperitur  tertius  cubus,  qui  cum  iis  conjunctus 
producat  cubum;  manifestum  autem  est,  infinitos  hujusmodi  dari  cubos.  Si  enim  sit  «  =  »,  et 
6  =  3,  radix  tertii  cubi  hinc  prodit 

3<«.64  4-*7)      465        .  *Ti      .  .  ,,_/«\»  /47f\» 

Novimus  autem  cuhum  quinarii  ad  hos  cubos  */  +-  3*  additum  quoque  producere  cubum  scilicet 
senarii,  seu  esse  3*4-  *>*+-  5*  =  6*,  qui  tamen  casus  in  hac  solutione  non  continetur.  Quare  si 
ad  hoc  problema  solvendum,  ut  sit  xl +-)•*+■  !*  =  *>*,  quis  dicat  sumi  debere: 

.  *(««»4-fc») 

x  =  a;    r  —  b   et    1  =  ---,-^ 

fore  v  =  mJ£±*pt        formulae  quid#_  „tisfnciunt>  sed  etiamsi,  ob 


«  et 

6  arbitrio  nostro  relictos,  infinities  infiniti  cuborum  teraiones  hinc  exhiberi  possint,  quorum  summa 
faciat  cubum,  tamen  infioiti  alii  eiistunt  cuhorum  terniones  idem  pracstantes,  qui  in  istis  formulis 
non  sunt  contenU;  veluti  hic  casus  x  =  3,  y  =  *>  «t  *  =  5,  pro  quo  fit  t/_6. 
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10.    Latius  qwdem  pateus  repcritur  aolutio,  si  unicus  tantum  trium  cuborum  quasi 

r,    iU  ut  fieri  oporteat  a*  +  x*  +  y*  =  v*.    Ponatur  hunc  ia  unem  or  — pu  +  r  et 
y=qu  —  r,  qua  quidem  positione  aulla  restrictio  indueitur,  fietque 

a.  +  3rr(p-f  q)«-f-3r(pp-aq)u«  +  (p*4-?,)i«i  =  ^.  "■! 
Jam  ut  quantitas  u  hinc  rationaliter  defutiri  qucat,  fingatur  v  =  a  +  ££(/>  +  ?) u.  posiUone 
utique  solutio  jam  whementcr  limitatur:  ex  ea  autem  obtinebitur: 


v*  =  a*  +  3rr  (p  -+-  ?)  «  +  ^  (p  -+-  ?)*  ««  +  £  (/»  +  ?)'  «*• 
Delctis  ergo  utrinque  terminls  a*+-  3rr(p+q)«.  ct  residuo  per  (p  +  g>u  diriso,  emerget  haec 


ex  qua  eruitur:  a  . 


3r  (p  -  7)  +  (PP  —n  +  97) «  =  *,*  (P  +  ?)  +  y,  (P  +9)1 « . 

3a'  r<  (j,  4  y)  -  3a«  r  (f  -  y)  _ 
««  (/p-ff+j})  -  r«(r'+-7)1' 

11.  Valore  ergo  hoc  pro  u  invento,  crit 

___..,__  3«V«  (/»  +•  y)  -  a«r  (2/y  -        -  ya)  -  r'  (j»  +-  7)' 
P  ^  -«</</' -/>?+-?*)- '*</>  +  *)* 

¥  _  a„    r  _  3«,9r*  (/»  +  ?)-  •*>Qy  +     -  *w)  +- r>  (/'  +•  ?)* 
r     '  «*(/»y-^+•w)-'4i(/'^-f), 

Cum  igitur  quatuor  litterae  a,  p,  q  et  r  pro  arbitrio  assumi  queant,  haec  solutio  utique  infinities 
latius  patet,  quam  praecedens,  ubi  daae  iaotom  litterae  arbitrio  nostro  relinquebantur.  Verum  tamen 
notandum  est,  rationem  tantum  litterarum  p  et  q  in  computum  ingredi,  ita  ut  hinc  litterae  arbi- 
trariae  ad  tres  tantum  reducantur:  nibilo  Tero  minus  et  haec  solutio,  ob  limitationem  circa  radicem 
v  adhibitam,  pro  particulari  est  habenda,  ita  ut  tcrniones  cuborum  existant  iq  his  formulis  non 
contenti.  Solutio  autem  antccedens  ex  hac  emergit,  sumto  p  =  0,  iU  ut  haec  infinities  illa  sit 
generalior. 

12.  Adhuc  generaliorem  autcm  obtioebimus,  si  nullum  trium  cuborum  tanquam  cognitum 
ussumamus,  seu  in  genere  quaeramus  x,  y  et  z,  ut  sit  x*-\-  y*-\-  z*=  v*.   In  bunc  finem  ponatur 

x  —  pt-\-  u,   y  =  — pt  •+-  9«   et   z  =  t —  qa, 

quibus  positionibus  nihit  adhuc  Iimitatur:  facta  autcm  substitutione ,  oritur 

I*  +  3ppttu  -+-  Zptuu  -+-  u*  J 

Zppqttu —  3  pqqtuu  \=v*. 
—  3q(to    -+-3qqtou  ) 
Jam  fingatur  v  =  t-\-u,  unde  quidem  maxima  limitatio  nascitur,  ct  acquaUone  per  3ta  dirisa, 

(PP  +PP9  —  9)  *  +  (P  —  PW  +  W) «  =  *  +  «, 

„      i  +  ?  -    -  m 
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capi  ergo  poterit: 

<  =  "(-P99+ W+P-«)    et   «  =  n(-PP9— PP  +  9+  0 


x  =  n(—  ppqq+pqq—  ppq  —  P  +  9  +  ■) 
y  =  n  (p  4-  ?  —  PP  +  99  —  PP9  —  PW) 
*  =  «(+PP99  — P99  +  PP9  +  P  — 9  —  0 
"  =  ■  (—  PW  —  PP9  —  PP  +  W  +  P  +  9)- 

autem  fit  z  =  —  x  et  v  =  j,  qui  est  casus  per  se  obvius. 

13.    Sequenti  autem  modo  solutio  latius  patcns  eruitur:  Ponatur 


x  =  mt  +  pu;    y  =  nt-\-qu 

et    z  = 

■  i 

—  nt  -\-  r«, 

«*+  y»+  **=  **<*+  immp  \ 

3  mpp 

+  P  | 

-\-  2nnq\ttu 

+  3n97 

tuu    +  9*  >  «*, 

.  -j-  3  nnr ) 

—  3nrr 

+  r*J 

eritque  dividendo  per  uu 

3«  (mpp  +  » (99  —  rr))  +  « (p*+  9*+  O  =     (™"P  +  "  (9  + 1  )*  +  £«-(*»¥>  +  nn  <9  +  *■))*. 
sicque  negleeto  communi  factore,  qui  ab  arbitrio  nostro  pendet,  erit 
t  =  m*  (p*-f  9*4-  r*)  —  (mmp  4-  nn  (q  +  r))* 
«  =  3m*  (mmp  -\-  nn{q  +  r))* —  3m*  (mpp  +  n  (99  —  rr)) , 

quae  formae  si  dcnuo  per  communem  fectorem  9  -j-  r  dividantur,  prodit 

I  =  m*  (99  —  qr  -{-  rr,  —  3m*nnpp —  3mmn*p  (9  4-  r)  —  n*  (9  -)-  r>2 
«  =  —  3m*n  (9  —  r)  -4-  6m'nnp  -\-  3m*n*  (9  4-  r). 

H.    Uinc  jam  pro  x,  y,  x  emergunt  sequentes  expressiones : 
x  =  m7  (99 — qr-\-  rr)  —  3  m*  np  (9 — r)  +  3  m*  nnpp — mn*  (9  -f  r)  *, 

y= — m*n(2qq—2qr — rr)-\-£m'nnpq — 3 m* n*pp 4- 3 m*n* 9(9 4- r)— 3mmn$ptq  4-r)  — n7 (9-4-r)1, 
z  =-|-m*n(—  99— 29r-)-2rr)4-6m*nnpr 4- 2m*n*pp+2m*n*r(q  +  r)+Zmmn*p{q-\-r)-\-n' (q  4  r)*, 

quorum  cuborum  sunima  iterum  est  cubus  radicrm  habens  v,  ut  sit 

v=m> (99 — ^r 4-  rr)  —  3 m* np (9 — r) 4- 3 m*  nnpp  —  3  m' n* (99— rr)  4- 6m*  n* p (9  -\- r)  -\-  2 mn"  (9  4- r)*. 
Ili  vcro  numeri  etiam  sequenti  modo  exhiberi  possunt: 

a:  =  -H3m*n*pp-.3m*np9  4  3«*npr4.mM        -     m'>  +«'l_ 

-mn*JW     —  2mn*P      -mn6J  ' 

«  4  .        „   .  ,       —  3m*n*pr  — 2m*n  )       4-  2m*n  ) 
r= —  3m*n*pp-|-6m'nM  r 

(P9 

-  n1  )       —  2nT 


-3«-n.}M     +5:vr +!"v  r  -■■  )'"•■ 
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 2m'n  )       +  2m( n 

z  =  +  3m*n*pp  +  2m*n*pq +  6m*n2\      —  »»*'•)_  ^,„a_.(  { 


[*  »  WPr  i     ?    "  ^3mVlqr  +  3m' 


«  >rr, 


-f-   m7     )  .         4-  m'  ) 

v  =  3**n*pp —  3m'n  )      -h3m'n  )  /       —  *'  \  ' '  / 

.    >pg  ,    >pr  —  3m*n*  >gg  .  >ur      3m*n*  >  rr. 

Qtiibus  valoribus  substitutis  actu  fit  x*  +  y*+z*=  v*. 

15.  Si  singuli  bi  numeri  iosuper  per  coefficientem  indefiniUim  multiplicentur,  hae  formulae 
contmcbunt  sex  litteras  ab  arbitrio  nostro  pendentes,  quae  quidem  ad  quatuor  reducentur,  uodc  eae 
Utissiine  patere,  omnesque  omnino  casus  in  se  complecti  videntur,  verum  tamen  ex  ipsa  solutione, 
qua  ipsi  v  valorem  a  litteris  x,  y  et  t  pendentem  tribuimus,  perspicitur  has  fonnulas  noo  nisi  pro 
particularibus  haberi  posse.    Ceterum  quoque  per  alias  positiones  aliae  eruuotur  solutiooes,  quae  pro 

casibus  magis  sint  futurae  idoneae;  tum  etiam  metbodus  habelur  ex  inventa  soluUone  qua- 
particulari  alias  solutiones  parUcularcs  eliciendi.    His  tamen  omnibua  artifidi»,  nisi  in  infi- 
nulla  solutio,  quae  pro  generali  habcri  qucat,  oblineri  potesL    Quin  ettam  in 
fere  adhuc  est  crcdiUim,  hujus  generis  problemata  naUira  sua  ita  esse  comparata,  ut 
nem  generalem  prorsus  ooo  admittaot,  ex  quo  sequens  istius  problematis  solutio,  quae  revera 
esl  generalis,  imprimis  noUtu  digna  et  fioibus  analyseos  Diophanteae  promovendis  apta  videtur. 

16.  ProMema.  Invtnirt  gtntraiim  omnes  cubnrum  ttrniones ,  quorum  summa  sit  eubus. 
Molutln.  Sint  A,  B,  C  radices  ternorum  cuborum,  et  D  radix  cubica  summae  eorum;  ita  ut 

sit  A*+  B*+  C*  =  D*,  cui  aequatiooi  haec  forma  tribuatur :  A*-\-  B*=  D* —  C*.    PonaUir  jam 

A=p  +  n,    B=p  —  q,    C=r  —  s    et    D  =  r  +  s, 
qua  posiUone  amplitudo  solutionis  neutiquam  restringitur.    Hinc  autem  fit: 

A*+B*=2p*+6pqq    et    D*—  C  =  2s*  +  6rr» 
sicque  erit :  p  (pp  +  3  qq)  =  s  ss  +  3  rr; , 

quae  aequatio  subsistere  oequit,  nisi  pp  +  ^qq  et  M  +  3rr  communem  habeant  divisorem.  Constat 
autem  tales  numeros  alios  non  habere  divisores,  nisi  qui  ejusdem  sint  formae:  quod  ut  obtineatur, 
loco  quatuor  litterarum  p,  q,  r  et  s,  aliae  sex  novae  introducanlur,  hoc  modo: 

p  =  <u:-t-36r,  s  —  3cy —  ttr , 

q  =  kt  —   ay,  r=   dy  +  ex, 

unde  multo  minus  nmplitudini  soluUonis  vis  inferUir.    Hine  autem  erit: 

pp  +  3qq  =  (aa  +  364)  (xx  +  2yy)   et   ss  +  3rr  =  (dd  +  3cc)  (<tx  +  Zyy) 
ac  nostra  aequatio  per  xx  +  3jy  divisa  induet  sequentem  formam: 

(ax  +  2by)  (aa  +  366)  =  (3cy  —  dx)  (dd  +  3cc> , 

qua  id  jam  sumus  consecuti,  ut  litterae  «  et  y  unicam  tanUim  obtineant  dimensionem,  ideoquc 
rationaliter  defioiri  queant   Cum  enim  sit: 
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x_  _  —3b(a*+  ibb)  +  te  (~  +  3cc) 

pooatur  x  =  —  3nb(aa  -f  366)  4-  3nc  (dd  +  3cc), 

-  y  =  na  (aa  +  366)  -)-  nd  (dd  +  3cc). 
Ex  quibus  valoribus  Utterac  p,  g,  r,  «  ita  definiuntur,  at  sit: 

p  =  3n(ac  +  6d)(dd  +  3cc), 

g  =  n  (36c  —  ad)  (dd  +  3cc)  —  n  (aa  +  366)*, 

r  =  n  fdd     3cc)*—  n  (36c  —  ad)  (aa  +  366), 

i=3n(«c  +  6d)(««  +  366). 
Atque  hioc  taodem  redioes  cuborum  quaesitorum  A,  B,  C,  D  erunt: 

,**  =  n(3«c+36c-«d+36d)  (dd  +  3  cc)  -  n  (««+ 366)*, 
B  =  n  (3ac  —  36c  +  ad  +  36d)  >dd  +  3cc)  +  n  (««  +  366)», 
C  =  n(dd  +  3cc)*— n(3ac  +  36c-ad  +  36d)(a«  +  366), 
D  =  n(dd  +  3cc)*+  n  (3ac  -  36c  +  «d  +  36d, (aa  +  366), 
quibus  valoribus  obtinetur,  ut  sit: 

A*  +  B*  +  C*  =  D* 

et  cum  solutio  nulla  restricttone  sit  limitata,  utique  latissime  patet  omiifMjue  cuborum  terniones 
complectitur,  quorum  summa  itcruia  est  cubus. 

17.   CoroH.  I.  Deriremus  hinc  (brmulas  magis  speciales,  ac  primo  quidem  sitd=0;  eritque 

A  =  9n  (a  +  6)  c*  —  n  (aa  +  366)*, 
B  =9n(a  — 6)  c*  +  n(««  +  366)*, 
C  =9nc*— 3nc(a  + 6)  (aa+  366), 
D  =  9nc*+  3nc(a  —  6)  (aa  +  366). 

Si  bic  uHerius  ponatur  6  =  a,  fiet 

A  =  i&nac'—  16n«\    £=  16  na\  C  =  9nc*—  2Vna*c   et  D=9nc\ 
siu  autem  fiat  6  =  —  a,  eruetur 

A  =  —  16na\    *  =  18nac*+  I6n«*,  C=9nc\    et    D  =  9nc*  +  2*na*c. 

A  =  n(3b  —  a)d*  —  n(aa  +  366)*, 
=  A  (36  +  a)  d*  +  n  (aa  +  366)*, 
C  =  nd*  —  nd  (3 6  —  a)  (aa  +  366) , 
D  =  «d*+  nd  (36  +  a)  (««  +  366). 

Si  ulterius  ponatur  6  =  «,  erit 

A=2nad*—iGna*,    B  =  knad*  +  16na*,    C=nd*— 8na*d,    D  =  nd*  +  16na*d. 
Sin  autem  fiat  a  = — 6,  erit  , 

^  =  *«od*— 16«6\    *  =  2n6d*+16n6\    C  =  «d*~  16n6*d,   D  =  nd*  -+-  8n6*d. 
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19.   CoroD.  8.  Si  nune  6  =  0, 

A  =  na(3c  —  d,  dd  +  3cc,  —  na\ 
B  =  na  (3c  +  d)  (dd  +  3cc)  +  na\ 
f  =  n  (dd  +  3cc)*—  «a5  (3c  —  dj, 
=  n(dd  -f  3cc}*+  na*  (3c  -f  di. 
Quod  si  jam  praeterea  statualur  d  =  c,  erit 

^  =  8/iac*—  na\    tf=l6nac»+na\    C=  I6nc4— 2na*c,    i>  =  16/ic4  +  %«a*c, 
sio  autem  Cat  d  =  —  c,  erit 

^  =  16nac*—  na\       =  8nac»-(-  na\    C=  16nc4— Wc,    0  =  16nc4 -j-  2naV 


20.  CopoIL  4.  Ponatur  deniquc  a  =  0,  atque 

^  =  3n6  (c  -(-  d)  (dd  +  3cc)  —  9n6\ 
B  =  3 «6  (d  —  c)  (dd  +  3ccj  -|-  9n64 . 
C  =  n  fdd  +  3 cc)»—  9 n6*  (c  +  d) , 

D  =  n(dd  +  3cc)»+9n6*{d  — c).  . ;., 

Si  ulterius  ponatur  d  =  c,  erit 

A=2\nbe*— 9n6\    B  =  9n6\    C=  16nc4— 18n6*c,  D=16nc\ 
sin  autem  sit  c  =  —  d,  habebitur 

^  =  _9n6\    fl  =  2*n6d»+9n6\    C=16nd\    D  =  16nd4  -f  18n6*d. 

21.  Coroll.  5.  Si  numerorum  4,  B,  C  unus  fiat  negativus,  quod  pro  lubitu  effici  potest, 
veluti  si  fiat  A  =  —  E,  erit  B*-\-  C*  =  D*  +  £*,  sicque  simul  hoc  problema  generalissime  dedimus 
solutum,  quo  bina  cuborum  paria  quaeruntur,  quorum  summac  sint  inler  se  aequales.  Sin  autem 
duae  radices  prodeant  negativac,  veluti 

A  =  —  E  et   B  =  —  F,   erit    C  =  7)»  +  E*  +  F\ 
sicque  denuo  nostri  problematis  solutio  habcbitur. 

22.  Hcholion  I.  Formulae  specialissimac,  in  his  corollariis  exhibitac,  ad  binas  has  redu- 
cuntur,  siquidem  in  coroll.  3  pro  a  scribatur  2a  et  n  =       el  in  coroll.  1,  Ja  pro  a: 

A—   nac* — na*  y/  =  9nac*—  na* 

B  =  2nacl+  na*  B  =  na* 

C  =  nc*  —  na*c  C  =9nc4—  3/ta*c 

D  —  nc4-(-  2na*c  D  =  9nc\ 

quarum  prior  convenit  cum  supra  §  8  inventa,  altera  autcm  praebet  hunc  casum  simplicissimuin 
A  =  8,    B=l,    C  =  6   et   0  =  9,    ita  ut  sit    1* -«-  6*  f  8»  =  9*. 

23.  Schollon  *.  Primo  inluitu  formulae  generales  in  problemate  erutae  non  latius  patere 
videntur,  quam  formulae  supra  §  I  V  exhibitae,  cum  utrinque  quinque  insint  litterae  arbitrariae, 
atque  istae  iusuprr  coofticientem  communem  recipere  queant,  ita  ut  etiam  magis  gencraks  videantur. 
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ipsa  solutionis  raUo  .lcclarat,   forrauias  in  problemate  inventas  esse  amplissimas, 
restrictione  sunt  limitatae.    Quae  nstrictio  quo  cUrius  pmpictaUir,  c\  %  13 


-  =  w^r"e±^+^,  =  .(+f.+  :^(,  +  r).. 

Jam  vero  est  mt  +pu  =  x  et  y  -f- :  =  (q  4  r)  «,  ita  ut  positio  sit 

"  =  *  +  mm  ^  + 

Quare,  ut  fiat  *>+ y*+  =  v\  in  illa  solutione  assumitur  esse  ^  =  ^  =  quadrato;  sicqoe 
illa  a<l  alios  casus  non  pateat,  nUi  in  quibus  sit  ''  ~ seu  m  uumerus  quadratus.  Quoties 
igltur  -g  r-c   non  lit  quadratum,  casus  in  superioribus  formulis  non  conUnetur:  hujusmodi  auteni 

casus  dari,  vel  es  exemplo  1»  +  634- 81  ==  9»  Hquet,  in  quo  neqite  \^±r  neque  mque 
fit  quadratum.    Solutio  autem  problemalis  tali  restrictione  non  limitatur;  cum  sit 

Jt-C        t   /y43yv  »-)-l'>i, 

./  -i-/t     />  3/t  «/rf-f- 

unde  n  solutionc  gcnerall  ii  tantum  casus,  quibus  ^  +  est  numerus'  quadralus  in  formulis 
superioribus  %  IV  conlinentur;  ex  quo  summa  geueralitas  nostrae  solutionis  manifesto  clucet. 

2V.  ftchollon  3.  iNalura  autem  hujus  problematis  numeros  integros  tantum  postulat,  el 
quidem  tales,  qni  sint  primi  inter  se;  si  enim  fuerit  j4*-+-  if*4-  t*s  =  D*,  tum  uroMoiuaii  quoque 
satisfocient  omnia  lam  acquc  multipla,  quam  aeque  submuHipla  numerorum  4,  B,  V,  D\  rdeoque 
sufliciet,  eos  tantum  notasse  casus,  quibus  numeri  .4,  li,  f,  D  fiunt  cum  integri,  tum  primi 
inter  se.  Hunc  in  finem  sumlis  pro  a,  b,  c,  d  uumeris  quibuscunque ,  slve  afllrmativis,  sive 
negaUvis,  inde  primum  formentur 

x  =  3«  (c  (dd  4-  3«>  —  6  («<t  4-  366i  i, 

y  =  n(dtdd  +  3ct\+a{aa  +  3bb)), 

ac  pro  *  talis  sumatur  fracUo,  ut  x  et  y  Hant  inlcgri  ct  primi  inler  se.    Kx  his  porro  formentur: 
p  =  ax  4  36/,    </  =  bx  —  «y,    r  =  dy  4-  cx   et   t  =  )cy —  dac, 

qui  denuo  per  communem  divisorem,  si  qucm  habcnt,  dnprimantur.    Ilinc  denique  habebitur 

4  =  p-hq,    B  =  P  —  <1,    <=r  —  t    et    /)  =  r  +  i, 
sicquc  fiet  //*4-  B*-\-  C=  D*.    Alqne  caous.  quibu*  unus  liorum  qumerorum  fit  negalivus,  simui 
omncs  solutiones  prarhehunl ,  quilms  somnui  rluorum  cuborum  aequalis  est  summae  duorum  aliorum 
ruborum.    In  boc  calculo  conveniet  copiain  numerorum  formae  tnm  4  3n#t  in  promlu  habere,  unde 
deinceps  formulae  aa  -f-  366  et  dd  4-  3w  desumi  queant. 
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formae  mm  4-  3nn. 


 _ 


Numerus  n: 


10      II      1«      13      14      15      16  17 


0  3  43  97  48  75  108  147  192  343  300  363  432  507    588    675    768    867  973 

1  4  13  88  49  76  109  148  193  444  30  «  364  433  508  589  676  769  »68  973 
4  7  16  31  53  79  113  151  198  347  304  367  436  511  593  679  772  871  976 
!>  13  31  39  57  84  117  156  301  353  309  373  441  546    597    684    717    876  961 

1C  19  38  43  64  91  134  163  308  359  316  379  448  533    604    691     784    883  98« 

35  38  37  53  73  100  133  173  317  368  335  388  457  533    613    700    791    893  997 

36  39  48  63  84  111  144  183  338  379  336  399  468  543  634  711  802  903 
49  §3  61  76  97  134  157  «6  341  392  349  412  481  556    637    724    815  t!6 

64  67  76  91  113  139  173  311  356  307  364  427  496  571    653    739    830  931 

81  84  93  108  139  156  180  338  373  334  381  444  513  588    669    756    847  948 

100  103  113  187  148  175  306  347  892  343  400  463  533  607    688    775    866  967 

181  134  133  148  169  196  329  268  313  364  431  484  553  638    709    796    887  988 

144  147  156  171  193  319  353  391  336  387  444  507  576  651    733    819  910 

169  173  161  196  317  344  377  316  361  413  469  532  601  676    757    844  935 

196  »99  20«  323  244  371  304  343  388  439  496  55«  «3»  703    784    871  962 

225  228  337  398  378  300  338  373  417  461  535  568  657  738    813    900  991 

356  239  268  383  304  331  364  403  448  499  556  619  688  763    844  931 

2*9  292  301  316  337  364  397  436  481  533  589  653  731  796    877  964 

334  387  336  351  373  399  433  471  516  567  634  687  756  831    913  »99 

361  364  373  388  409  436  469  508  553  604  661  734  793  868  949 

400  403  413  437  448  475  508  547  593  643  700  763  838  907  988 

441  444  453  468  489  516  549  588  633  684  741  804  »73  948 

484  487  496  511  933  559  593  631  676  737  784  847  916  991 

539  833  541  586  577  604  637  676  731  773  839  893  961 

576  579  588  603  634  6S1  684  733  768  819  876  939 

635  538  637  652  673  700  733  773  817  868  935  988 

678  «79  688  709  734  781  784  883  868  919  976 

739  738  741  756  777  804  837  876  991  978 

-  > 

38    784  787  796  811  833  859  893  931  976 

841  844  853  868  889  916  949  988 

900  903  919  937  948  975 

961  964  973  988 

l 
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85.    «febollon  4.  Ex  hac  tabula  jam  pro  lubitu  numeri  pro  m  +  366  et  dd  +  3ce 
t,  unde  valores  litterarum  «,  6,  c,  d  habebuntur,  quos  tam  affirmative,  quar 
accipere  licet.   Quodsi  vero  minores  numeri  pro  A,  B,  C,  D  desiderentur,  conveniet  pro  aa  +366 
et  3ee  +  dd  ejusmodi  valores  capi,  qui  communem  habeant  divisorem.    Statuatur  ergo 

aa  4- 366  =  «A   et   dd  +  3«  =  nA. 

Tum  vero  sit  «c  +  bd  =  f  et  Zbc  —  ad  =  g,  hincqoe  6et: 

^  =  »(3f +■«)-■«*, 
*  =  n  (3/*- «)  +  ««*, 
C  =  nnA  —  m  {3f+g), 
D  =  nnk+m(3f-  o), 

ubi  notandum  est,  qaicunque  valores  pro  f  tt  a  fuerint  inventi,  eos  tam  aflirmative,  quam  negative 
capi  posse,  oh  numeros  a,  6,  e,  d  ambiguos;  unde  pro  quovis  casu  sequentes  habebuntur  deter- 
minationes: 

/=±(  ac  +  bd)  /=±(«c-6rf) 
«=±(3fc-«d)  o=±(36c  +  ad). 

matato,  unde  sufficit  pro  f  valores  tantum  affirmativos  assupuisse.  Praeterea  maoifesttun  est,  si  sit 
m  =  n,  seu  aa-(-  366  =  dd  +  3 ce,  tum  fore  A=  —  C  et  D  =  tf,  unde  et  hos  casus  eicludi 
oportebit.  Deoique  si  f  =  0,  fit  A  =  —  B  tl  C=  —  D;  qui  propterea  casus  quoque  sunt  omit- 
tendi.  Saepenumero  quoque  evenit,  ut  vel  pro  «  et  6,  vel  pro  c  et  d,  vel  pro  utrisque  plures 
valores  oriaotur,  ex  quibus  solutionum  nnmerus  eo  major  evadit 

26.   ExempL  1.   Capiatur  aa  +  366  =  19,  erit  a  =  K  et  6  =  1,  lum  vero  dd  +  3cc  =  76, 

,    d=l  ,    d=  7  ,  d=8 

vel  _        vel  .  Tel 

c  =  5  c  =  3  e  =  2. 

vero  fit  m  =  1 ,  n  =  *  et  k  =  19.    Pro  /*  autem  et  «  sequentes  prodibunt  vaiores: 

/  =     21)  /  =     19,  f=  19, 

<7=  ±  11,  '     «=±19,  "  «=±19, 

f=       5,  f=     16,  /  =  0, 

IV  V  VI 

«=±37,  V'     «=±26,  .  fl  =  ±  38, 


unde  tcrtius  casus  et  scxtus  sunt  excludendi.    Atque  lune  erit: 

A  =  12/*+ »«-19, 
»=  12/*—  »«+19, 
C  =  30*  —  Zf—g, 
D=  30*  +3/"  — o.  ; 

Hinc  ergo  reperietur  pro  valore  primo  f=  21  et  g  =  ±  1 1 


Digitized  by  Google 


L.  ELLERl  OPERA  AIUTILMETICA.  17.H. 


■IH"..           r.    "            1     .'  «{."           \.  U  i 

uro  «igm» 
sup. 

inf. 

»*  .• 

•..:*.  ■      .:,.■•:«    i>n ' 

,/  =  233  ±  VV 

■  y.       •    •■.  1 '-!»'  -••■  ■    ; « f . - : 
S  =  271  x  VV 

.  /  =  277 

./ 

=  189 

./  =  3 

=  227 

/V 

=  315 

seu 

/?  =  5 

/:  =  2Vt  x  11 

r  =  230 

=  252 

r  =  v 

»  =  367  11 

"  »  =  33G 

» 

=  378 

»  =  r, 

Casus  autem  II  et  III,  dividendo  formulas  per  19, 

ob  f= 

1.19  et  .9 

=  ±  1 .19,  dabuat: 

vel 

vel 

/  =  1 1  ±  V 

//  = 

>  » 

15 

//  =  5 

.4=1 

H  =  13  x  V 
T=l3xl 

*5f  = 

er*°  r,= 

■ 

9 
12 

SCIl 

//  =  3 

c  =  v 

B  =  \l 

r  =  iv 

»=19.xl 

»=18 

»=6 

»  =  20 

Casus  IV,  quo  f=  5  ot  7  =  t  37 

,  dat: 

vH 

vel 

.•/  =  VI  ±  IV8 

//  = 

189 

,/  = 

63     ./  =  —107 

/;=  79  ^  1V8 
r  =  289  x  37 
»  =  319  x  37 

Casus  V,  quo  f=  16  et  y  = 

I  =  173  ±  10V 
5  =  211  ^  I0V 

f?  =  256  x  26 

»  =  352  X  26 


B  =  —  69 
CrB°    C=  252 
»=  282 

±  26,  dat: 

,/=277 
//  =  107 

C  =  230 

»=  326 


/?  =  — f.3     »  = 


r:  =  8V 


7,  =  tiv 


f  =  326 


227 
326 

356 


erfco 


/  =  69 

//  =  315 
f  =  282 

»  =  378 


//=23 
//  =  105 

r=  ov 

»  =  126 


En  ergo  plures  cubonim  ternioncs  cx  unica  positione  invenios: 


collifritur 


27. 


•  827*  -4-  230»-^  277*  =  356* 
107*  -|-  230*  +  277*=326* 
23» -|_  <>V»-l-  $055==  126* 
.7»+    |V*-t-   |7*=  20» 
3»^:    v»+     5»=  6* 


356*  —  227*  =  230*  -j-  277*  = 
126*—  105*=  63* -4-  8V  = 
2.    Sil  «fl  +  3Wi  =  28,  crii 


107'  »-  356*=  227*+ 326* 


•U 


23*+   9V*=  63*+  8V* 


326*—  1078,  i.cm 
23*+  9V*. 


I  l>  =  3 

cum  vero  lit:    dd     3it  =  8V,  erit 


'    ( «  =  V  1 


a  ~  5 
0=  I 
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De  aequaftmihu  inde<ermma&;  x'±?±t\  x*+ 7»^*»=  v.\  i*+y*=*» 

vel    \d~ 3      vel  ™l    l**- ' 

(c  =  5  U  =  V  U  =  1 

hincque  fc  =  28,  bi  =  I  et  n  =  3,  tum  vero  pro  /*et  «  sequentes  prodibunt  vaJores: 
L     *=±W,"  "     l=±>*.  111    *  =  ±  30] 

IV.   '=    »•  v.  >=  vi.  >=  *• 

y=  ±  .9=  ±  0,  9=  ±  18, 

ubi  nolandum  cst,  bos  valores,  quonim  I  et  IV  conveniunt,  oriri  ex  aola  positione  <t=  I  et  6  =  3, 
et  reliquas  duas  eosdem  producere.    Ilinc  ergo  habebimus: 

4=    %f+  30  —  28 
B  =     9/—  Zg  +  28 
C  =  252  -if-g 
I)  =  252  -^lf—g 

unde  casus  primus  et  quartus  dabunt  per  IV  dividendo 

//=  7_*  9  ./  =  16  =  8  A  =  —  2  =  —  I 

>/=H:p9  0=  2  =  1  ,.    #  =    20=  10 

Vreo  I.  » ■■  II. 

r  =  1 5  -t  3      5      r;  =  12  =  6  r  =  18=  9 

/>  =  2t  ^  3  Ti=l8  =  9  />  =    2V  =  12 

Casus  vero  secundus  per  V  dividendo  dat: 

./  =  2±  36  ./=     38=  19 

//  =  1 6  —  34i  ,     B=—  20  =  —  10 

ergo  I.  I 
C  =  «0^-12  C  =     V8  =  2* 


/>  =  6«     12  />  =     5V  =  27 

Casus  tertius  per  2  divisus  dat: 

/=  85  ±  V5  .4  =  130  =  «.> 

B  =  113     15  ,     fi  =  68  =  3V 

ergo  l. 

C  =  78=3!) 


/>  =  IVV  =  72 


y/  =  8  =  V 
B  =  I0  =  5 

•  :     ■  >  •■        ■  .      j    .  ■:■        r.  . 

c  =  6  =  3 

/>  =  12  —  G 


Cnsus  denique  sexliis  per  2  dtvisUS,  dat: 


A  = 

-  3V  =  - 

17 

B  = 

52  = 

26 

C  = 

72  = 

36 

/>  = 

78  = 

39 

/  = 

V0  =  20 

//  = 

158  =  79 

108  =  5V 

//  = 

17V  =  87 

i 

i 

i  ■ 
•  i 

•  i 

• 

* 

..  i-  »  WI-.:i  •  !i. 
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^  =  103  ±  27                   ^=s=130  =  65  =  5  A  =  76  =  38 

5  =  131  +  27                   fl=  104  =  52  =  4  B  =  158  =  70 

C  =  87  5:  0     erg°  Vd     C=  78  =  39  =  3  Vd    C=  96  =  48 

D  =  165  +  9                  D  =  156  =  78  =  6*  D  =  174  =  87 
Ex  hoc  ergo  ezemplo  sequentes  resulUnt  forroulac: 

i»+  6»+  8»  =  9» 
34»+ 39»  +  65»=  72'  l*  +  12*=  9*+ 10* 

20»+ 54*+ 79*=  87*   et    10* -I-  27*=  19*+  24* 

3»+  5»=  6*         17»+ 39»=  26*+ 36* 

38»+  48*+ 79»=  87* 

hincque  sequitur 

87»-  79*=  20*+  54*=  38*+  48*. 
Patet  ergo,  ex  quovis  exemplo  assumto  plures  hujusmodi  formulas  obtineri,  intei 
eaedem  saepius  recurrent;  quemadmodum  casus  3*+ 4*+ 5*=  6*  in  hoc  exemplo  et  preeccdente 
bis  occurrit. 


28.  En  ergo  solutionem  generalcm 
A,  B,  C,  D,  iu  ut  sit  A*+  fi*+C*=D*.  scu  quod  eodem  redit,  quo  1 
rationales,  p,  q,  r  et  jr,  ut  sit  p  (pp  +  Zqq)  =  *  («  +  3  rr).  Quac  problemaU  cum  methodis  solibs 
non  nisi  particulariter  resolvi  queant,  manifestum  est,  has  methodos  solitas  adhuc  insigni  defectu 
laborare,  ideoque  noUbilem  adhuc  perfectioncm  desidcrare.  Tum  vero,  quod  hic  de  unico  proble- 
maU  ostendimus,  nullum  est  dubium,  quin  id  in  infinitis  aliis  pari  successu  praestari  possit,  tn 
genere  quidem  patct,  simili  modo  hujusmodi  aequatioaem  ap  (mpp -\- nqq)  =  /3$  (mu  nrr) ,  vel 
etiam  hanc  latius  paUnUm 

(«P  +  #9  +  yr  +  &*  + «)  (mpp  4-  ngq)  =  (ap  +  bq  +cr  +  d#  +  e)  (mrr  +  nu) 
rationaliter  generalisahne  resolvi  posse,  ponendo: 

p  =  nfx  +  gy  r  =  nhx  +  ky 

q=mfy-gx    *  ,=mhy-kx 

fiet  enim 

«W»  +  "OT  =  (»  +         (""  4-  «JT) 
mrr  +  n»  =(/</<  +  mnhA)  (nasr  +  myy) 

divisa  per  naw  +  myy 
ine  ulhi 


29.   Non  immerito  igitur  suspicari  licet,  et 
adhuc  non  nisi  solutiones  particulares  sunt  reperUe,  sohitiones  quoque  generales  dari, 
men  supra  memoratum,  ex  solutionum  generaiitate  et  particularitate  petitum,  esse 
paUt  quanU  adhuc  incremenU  in  analjsi  Diopbantea  desiderentur.    Ad  quae  si  unquam  penctrare 
contigerit,  nullum  est  dubium,  quin  inde  univeraa  analjsia,  Uiu  finitorum,  quam  infinitorum,  haud 
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cooUmnenda  subsidia  sit  acceptura.  Cum  enim  in  calculo  integrali  praecipuum  artificium  in  hoo 
versetur,  ut  formulae  differentiales  irrationalea  in  rationales  transformentnr:  hoe  artificium  ipsum, 
nti  ex  analysi  Diophantea  in  hunc  calcnlum  est  tranalatum,  ita  etiam  iodidem  majora  aiuiha  merito 
expcctantur;  ex  quo  studium,  quod  in  isU  analysi,  utcunque  sterilis  ajias  in  se  spcctata  videatur, 
amptificanda  impeaditur,  neutiquam  inutiliter  collocari  est  censendum. 

■ 

30.  Hic  porro  alia  conditio  non  minos  attentiooe  digoa  notari  meretur,  qood  saepius  in 
analysi  Diophantea  ejusmodi  problemata  occurrunt,  quae  per  methodos  consuetas  solutionem  gene- 
ralem  admittere  videntur,  cum  tamen  haec  solutiu  tautum  sit  particularis;  quibus  casibus  pectdiaria 
artificia  adhiheri  dehent,  ut  restrictio,  qua  methodus  consueta  est  limitata,  tollatur.  VelutJ  si  duo 
cubi  in  numeris  inUgris  quaerantur,  quorum  summa  sit  numerus  quadratua;  solutio  nufio  modo 
restricia  obtineri  videtur,  si  ista  aequatio  x*+y*=  zz  ita  resolvatur,  ut  ponatur  x  —  ~  et  y  =  — • 

Fiet  enhn  (p*  +  q*)z  =  r*,  ideoque  r  =  ^^|}  et  x^-,^,  r  =  -r^'  Unde,  nt  *  et  y 
fiant  numeri  integri,  statuatur  r  =  n(p*+q*),  ut  habeatur: 

x  =  nnp  (p*+  q*)    et   y  =  nnq  (p*+  q*) 
eritque  x*+  y*  =  n*  (p*+  q*)4  =  quadrato. 

31.  Etsi  autem  isU  solutio  generalis  videtur,  tamen  nulli  alii  numeri  pro  x  et  y  inveniuntur, 
nisi  qui  communem  habent  factorem  pM+q*,  ita  ut  Wnc  eoncludendum  yideatur,  nullos  dari 
numeros  inter  se  primos,  qui,  pro  x  ct  y  suhstituti,  quaestioni  satisfaciaat.  lnterim  Umen  casu, 
quo  x=i  et  y  =  2,  perspicuum  est,  Ibre  x*  +  y*=  9  =quadrato.  Tametsi  autem  hic  casus 
ex  formulis  nostris  derivari  potest,  ponendo  p  =  i,  ©/  =  2,  et  n=\,  unde  utique  prodit 
x  =  J.9  =  1  et  y=  1-9  =  2;  tamen  ut  hinc  alii  hujus  generis  caaus  eliciantur,  neccssc  est,  ut  pra 
p  et  q  ejusmodi  numeri  accipiantur,  quorum  cubonira  «tunma  sit  quadratum,  puta  —  w,  ut  deinceps 
poni  possit  «  =  7:  «nde  prodibit  x  =  p  et  y  =  q:  quo  pacto  id  ipsum,  quod  hic  quaeritur,  jam 
tanquam  cognitum  postulatur,  ut  scUicet  duo  cubi  aasignari  queant,  quorum  summa  sit  quadraUun. 
Quemadmodum  ergo  huic  incommodo  alt  occurrendum,  in  sequenti  problemate  videamus. 

32.  Problema.  Invenire  duos  numeros  integros  inter  se  prhnos,  quorum  cubj 
additl  faciant  quadratum. 

ftotntlo.  Sint  x  et  y  numeri  quaesiti,  iu  ut  esse  debeat  x*+  y*  =  quadrato.  Debet  ergo 
(x  +  y)  (xx  —  xy  +  yy)  esse  =  quadrato.  At  de  his  duobus  factoribus  ahnoto,  eos  esse  vel  primos 
inter  se,  vel  ternarium  pro  communi  mensura  admittere,  unde  solutio  fiet  bipartiU,  qua  autem  iu 
in  unam  compingetur,  ut  uterque  factor  seorsim,  x+y  et xx  —  xy  +  yy,  vel  quadratum  esse 
debeat,  vel  triplum  quadratum. 

I.  Sit  primum  uUrque  factor  quadratus;  ac  ponatur  xx  —  xy+  yy  =  (pp  —  pq  +  qq)\ 
eritque  vel  x  =  pp  —  2pq  tty=pp  —  qq,  vel  <e  =  2pq  —  pp  et  y  =  qq  —  pp.  Priori  casu  ergo 
oportet  ut  sit  c-f  y  =  *pp  —  2pq~ «/  qnadratnm.  Quae  forma  cum  tiA  =  Sap  —  (p -f  q)\  sJ 
ponatur  =rr,  oporteret  ease  Zpp  =  (p+ qf  +rr  =  summae  duorum  quadratonun,  quod  est 
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erjo  alter  casus,  quo  x+ v-  =  99     2^  -  2;>/,  =  (9^  /»)»-  3/y>  = 

,   uii    saviau*  |nWMIldO  : 

/>  =  2mn    et   9  =  3mm -2««  4-  n«, 
x  =  209  -  />p  =  Vmn  (3mm  -  3mn  4-  n«), 

r  =   99  _  pp  =  (3mm  +  ««)  (3mm  -  kmn  +  ««)  =  (/«  —  «)  (2m  -  «j  (3mm  +  ««:. 

II.  Tura  vero  ponatur  xx  —  xy  +  yv  =  triplo  quadrato  =  3  (pp  —  09  4- «)',  cui  triplici 
modo  satisfit: 

x  =  2pp  —  2pq  —   W        u    *  =2/>o  — 2M  — 00       „    x  =  pp  +  209  —  209 
'    v  =   Bp4-2p9-299  '    r=  Pf  —  *W  +  99  '    X  =  ~  PP +  *P1  ~  W- 

Casu  primo  fit:        v  i 

x  +  y  =  3»p  —  399  =  triplo  quadrato,  seu  pp  —  99  —  quadrato:  unde  fit  />  =  mm  +  »n  et. 
9  =  2mA,  ideoque 

x  =  2 (m*  —  2m*n  —  2mn* +  «*) , 

y  =  m*  +  Vm*  n  —  Smmnn  +  \mn*-+-  «'. 

Casu  secundo  fit: 

x-\-y  =  3p/> —  6^9  =  triplo  quadrato;  ergo  />/> —  2pg  —  quadrato,  cui  satisfit  poneudo 
p  =  2mm.  et  9  =mm  — aa;  unde  oritur 

x  =  3m'+ 6mmAn —  n', 
y  =  —  3m*+6mmAA  +  «'. 

Casu  deniquc  tertio  fit: 

x  +  y  =  6^9  — 399=  3D  et  209  —  99  =  0 

i 

unde  fit:   p  =  mm  4-  nn   ct   9  =  2wjw;  ideoque 

x  =  —  3m'  +  6mm«n  -(-  n  , 
y  =     3i»*  +  6mm«n  —  «*, 

Kn  ergo  ternas  solutioncs  problematis  propositi: 

1  —  3mn  nn) 

Imm  +  /in 

—  2mn*+«'i 
immnn  +  ^"•«*  +  n' 


»>  t- 


jx=tm«(3mm —  3mn-f- 
*    (y  =  (m  —  »)(3m  —  n)  (3/ 

<x  =  2(m*— 2m*n  — 2 
\y  =  **  +  *«'n  —  6m/r- 


( x  =  3m*  +  6mmnn  —  «' 
\y  =  —  3m*  +  6mm«n  -(-  n* 


ix  =      om  -f-  vmmnn  —  n 

ni.  X 


ubi  quidera  sccunda  foma  in  tertta,  quue  cum  quarta  convenit.  coulenla  depreheaditw,  iU  ut 
secunda,  uti  magis  complicata,  omitU  possit. 
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33.    CoroU.  1.    Si  hae  formulae,  |>ro  x  et  r 

r,  ue  quaesito  *«pie  satisferfent,  *a/scilicet  aumma  cuborum  *»+r*  fiat 
.,  «»«e  numeri  quotcunque  oon  primi  inter  se  obtinebuntur.  Simili  autem  modo  si  hae 
formuja*  oomniuiiem  habuerint  divisorem  quadratum,  Rer  eum  divisae  quaes^o  perinde  saUsfacieu^ 
unde  numeri  intcr  se  primi  pro  x  et  y  inveniuntur,  quales  hic  proprie  quaeruntur.  Geminaa  ergo 
pro  hoc  negotio  habebimus  formulas: 

I      x  =  Kmn(Zmm  —  3wi  +  nn)  ^     x  =     3m*     Hmmnn  —  n* 

y  =  (m  —  n)  (3«— «)  (3mm-\-nn)  '    y  =  —  3«*+  6m««ui  -+-  n*. 


3V  CoroH.  Evidens  est,  dari  infinitos  casus,  quibus  altera  harum  formularum  recipit 
valorem  ocp»tivum:  quod  in  prioribus  eYenit,  si  vel  m  sit  negativum,  vel  n;  vel  n  contineatur 
intra  limites  m  et  3m:  in  postcrioribus  autem,  si  vel  sit  majus,  quam  3(1  +  V2),  vel 
~  minus,  quam  3(V2— t).    Ilis  ergo  casibus  duo  reperiuntur  cubi,  quorum  differentia  est 


i 

i 
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,  ■  :         .{         ••  *  j.: 

:  <-•  •  ■•|l 

i.-*'  !•   -  i  ■  i-  m  -  •■      -  .  '-i!  .■«_    ••   •       !••       «•  •  •'. ,  i    _v     r   ■•'  • 

Dcinonstratlo  thcorematls  Fcrmattanl,  omncin  numcmm  pilmiim 

formae  4n  +  l  esse  summant  diiormn  quadratorain.  (•) 


(N.  Coi*me..t.  V.  1754  -  55.  p.  9.) 

i  .    .-  .  .  . 

v     1 »    Cwn__   ouyH* j*  cos  csst-  rn  CQQtdn  pl«it lis  nixxocros  ^         cje  3  (liltt>-iono 

r,  plures  demonstravi  proprietates,  quibus  tales  numcri  sunt  praediti(**):  neque  Uunen  meas 
meditationes  eo  usque  perducere  licuit,  ut  bujus  thcorematis,  quod  Fermatius  olim  geometris  demon- 
strandum  proposuit,  veritatem  solide  ostendero  potuissem.  Tentamen  tamcn  demonstrationis  tum  exposui 
(I.  c  pag.  163.  §  28),  unde  certitudo  hujus  theorematis  multo  luculcDtius  elucet,  etiamsi  criteriis  rigidae 
demonstrationis  destituatur:  neque  dubitavi,  quin  iisdem  vestigiis  insistendo  tandem  demonstratio 
desiderata  tacilius  obtineri  possit;  quod  quidem  cx  eo  tempore  mihi  ipsi  usu  venit,  ita,  ut 
illud,  si  alia  quaedam  levis  consideratio  accedat,  in  rigidam  demonstrationem  abcat.  Nihil 
novi  in  hac  re  me  praestitisse  gloriari  possum,  cum  ipsc  Fermatius  jam  demonstrationen 
theorematis  elicuisse  se  profiteatur;  verum,  quod  eam  nusquam  publici  juris  fecit,  ejus  jactura 
perinde  ac  plurimorum  aliorum  egregiorum  hujus  viri  inventorum  efCcit,  ut,  quae  nunc  demum  de 
his  deperditis  rebus  quasi  recuperamus,  ea  non  immerito  pro  novis  inventis  habeantur.  Cum  enim 
nemo  unquam  tam  feliciter  in  arcana  numerorum  penetraverit,  quam  Fermatius,  omnis  opera  in 
hac  scientia  ulterius  cxcolenda  frustra  impendi  videtur,  nisi  ante,  quae  ab  hoc  cxccllenti  viro  jam 
fuerunt  investigata,  quasi  de  novo  in  lucem  protrahantur.  Etsi  enim  post  cum  plures  viri  docti  in 
hoc  studiorum  genere  vires  suas  exercuerunt,  nihil  tamen  plerumque  sunt  consecuti,  quod  cum 
ingenio  hujus  viri  comparari  posset. 

§  2.  Ut  autem  demonslrationcm  theorcmatis,  quod  hic  considero,  inslituam,  duas  propositiones 
in  subsidium  vocari  oportet,  quarum  dcmonstrationem  jam  alibi  dedi.  Altera  est,  quod  omnes  numeri, 
qui  sunt  divisores  summae  duorum  quadratorum  inter  se  primorum,  ipsi  sint  summac  duorum  quadrato- 
rum,  sic  si  a  et  6  sint  numeri  inter  se  primi ,  atque  numcri  ex  iis  formati  aa-\-bb  divisor  sit  d,  erit 
quoque  d  summa  duorum  quadratorum :  hujus  tbeorematis  demonstrationem  dedi  in  scripto  ante  memo- 
rato,  quo  numcros,  qui  sunt  duorum  quadratorum  summae,  sum  contemplatus  (1.  c.  pag.  161.  $22). 
Altera  propositio,  qua  demonstratio  sequens  indiget,  ita  se  habet:  si  p  sit  numerus  primus,  atqae 
a  et  i  numcri  quicunque  per  p  non  divisibiles,  erit  semper  ap-'  —  bp-t  per  numcrum  primum  p 
divisibilis:  demonstrationem  hujus  rei  jam  dudum  in  Nov.  Commcnt.  Acad.  Petrop.  Tom.  I  dedi  (•••). 

%  3.  Quodsi  jam  \n  +  \  sit  numcrus  primus,  per  eum  omnes  numeri  in  hac  forma  aAn — 6'" 
contenti  crunt  divisibiles,  siquidcm  neutcr  numerorum  a  et  b  seorslm  per  \n-±-l  fuerit  divisibilis. 


(*)  Haecce  omii.no  e*t  coinmcnutio ,  ad  quam  citalioDem  pag.  174  refcrri  oportet  (Wde  $  97  et  seqq.).  Ea  igitur 
iioii  «oluin  atite  diuertatiuncm  XIII  CoinnicnUhis  fuit  inierta,  *ed  quuqtic  priu»  Tidetur  eihibila.  Ipjuin  vero  exhibitionu 
diem  nobis  exacle  erucrc  non  I.cu.t.    («)  Vidc  con.nie»..  XII.  pag.  155  «qq.    (♦*♦)  Vide  hoj«»  operi*  commeol.  VII.  pog.Si. 
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Qoare  si  c  et  b  siflt  numeri  minores,  quam  *a-M,  («yphra  Umen  excepU), 

«*"—  6*"  tue  u)ta  iimiutione  per  numerum  primum  proposttum  *  »  +  1  erit  divtthUis.  Cum 
»  u^^b^  mt  productum  horum  Uctorum V"+6»  et«*"~6*n,  neoesse  est,  «t  alUruter 
*■■■»-*••  +  •<'  dhimhilia;  fieri  *nkn  nequit,  ut  vel  neuter,  vel  uUrque  «imul 
divisorem  habeat  Vn  +  1.  Quodsi  jam  demonstrari  posset,  dari  easus,  quibus  forma  ain^~bln  sit 
divisibilis  per  Vn+1,  quooiam  «*"+  6*",  ob  exponenUm  2n  parem,  est  summa  duorum  quadra- 
torum,  quorutn  neutrum  seorsim  per  Vn  +  1  divisibile  existit,  inde  sequerctur,  bunc  numerum 
kn  -+-  I  esse  summam  duorum  quadratorum. 

$  V.    Verum  summa  toties  erit  per  Vn  +  1  divisibilis,  quotics  differentia  a^—b1" 

per  eundem  numerum  non  est  divisibili*.  Quare  qui  negaverit,  numerum  primum  Vn  +  1  esse 
summam  duorum  quadratorum,  is  negare  cogitur,  uilum  numerunr  hujus  formae  «*"  +  6*"  per 
V»  -4-  I  «ste  drritibilem:  eundem  prepUrea  affirmare  oportet,  omnes  numerot  in  hac  iorma  a"—bv' 
conUutos  per  Vn+I  esse  divisibiles;  aiquidem  neque  a ,  neque  6  per  V«+-1  sit  dmsibile. 
Quamobrem  rnihi  hic*  demonstrandum  est ,  tion  omnes  numeros  in  forma  «*" ■—  6*"  contentos  pr 
V«  +  1  esse  divisibilesj  hoc  enim  si  prnestitero,  certum  erit,  dari  casus,  aeu  numeros  pro  a  et-6 
sobstituenrios,  quibus  formn  a1'*—  6*"  non  sit  per  Vn+1  divisibilis;  illia  ergx»  casibus  altera  forma 
«*"+  6*"  necessario  per  Vn  +  I  erit  divisibilis:  unde  caim  «*"  et  6*"  siot  numeri  quadrati,  cnn- 

§  5.  Ut  igitur  demonstrem,  non  omnes  numeros  in  hac  forma  «*"—  6»*  contentos,  seb  hon 
inter  binas  potestates  dignitatis  2n  esse  per  Vn  + 1  divisibUes,  considerabo  seriem 
ah  unitate  usque  ad  eam,  quae  a  radice  Vn  formatur:  ,i  t  .„ 

1,  2*",  3*",  V*",  5»n,  6*"  (Vn)*° 

ac  jam  dico,  non  omnes  differentias  inter  binos  terminos  bujus  seriei  esse  per  Vn+-  l  divisibiles. 
Si  enim  singulae  differentiae  primae 

2*"-l,  Z*n-2*n,  V*"-3*\  5*"-V*n)  (*„)"- (Vn  -  1)»" 

per  Vn  +  1  essent  divisibiles,  etiam  differentiae  hnjus  progressionis,  quae  sunt  difereatiae  Secundae 
Ulius  seriei,  per  Vn+1  essent  divisibiles:  atque  ob  eandem  rationem  differentiae  tertiae,  quarlae, 
quinUe,  etc.  omnes  forent  per  Kn  +- 1  divisibiles;  ac  denique  etiam  differentue  ordinis  2«,  quae 

sunt,  ut  consUt,  omnes  inter  se  aequales.    Differentiae  autem  ordinis  2n  sunt  =  1.  2.  3.  V  2n, 

quae  ergo  per  numemm  primum  Vn  +-  1  non  sunt  divisibiles,  ex  quo  vicissim  sequitar,  ne  omnes 
quidem  differerjtias  primas  per  Vn+I  esse  divisibilcs. 

Jj  6.  Quo  vis  hujus  dcmonstrationis  melius  pcrspiciatur,  noUndum  cst,  differentiam  ordinis  2n 
produci  ex  2n  +  f  terminis  seriei  proposiUe,  qui  si  ab  inilio  capiantur,  omnes  iU  sunt  compnrati, 
ut  binorum  quorumvis  differentiae  per  Vn  +  I  divisibiles  esse  debeant,  si  theorematis  veriUs  negctur. 
Sin  autem  plures  termini  ad  hanc  differentiam  uitimam  constituendam  concurrerent,  iique  ultra 
(•»)-  progrederentur,  qoooiam  differentiae  a  termino  sequente  (Vn  +  I)*"  orUe  ad 
aoo  pertinent,  demoastratio  nuUam  vim  retiaeret.  Hinc  autem,  quod  differentia 
ab  2n+  I  terminis  pendet,  conclusio,  quam  inde  d>- 
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quae  non  sint  per  »n-f-  1  dWsibiles,  atque  ita  quidem,  ut  < 

r,  summaro  «**  -|-  («  —  1)*", 


«*•-(«-  1)-, 
i2n-«-l.  Hinc 


*n  +  1 
dratorum. 

§  7.    Quoniam  differcntia  ordinrs  2n  ab  2n  4-  I  terminis  seriei 
ab  initio  captos  consideremus 

1,  2ln,  3",  %*",  5*",  6*B  .  .  .  .  .  (2«)*\  (2n  +  i)*" 

differentiae  primae  erunt: 

2*»_  |,  31"—  2*\  *»"— 31",  5*"— »1B,  (2n  +  l)*"— (2n)*\ 

cujus  progreasionis  tenninorum  numorus  est  =  2n.  Ex  demonstratione  itaque  praecedente  patet, 
non  omnes  terminos  hujus  profjressionis  dinerentiarum  csse  per  numerum  primum  *n^-  1  divisibiles; 
neque  tameu  binc  intelligimus,  quot  et  quinam  sint  illi  termini,  per  4- a  — |—  1  non  divisibiles.  Ad 
demonstrationcm  enim  sufGcit,  si  vel  unicus  terminus,  quisquis  ille  fit,  per  —  1  non  sit  divi- 
sibilis  Quodsi  autcm  casus  spcciales  evorvamus,  qtubos  *«+  t  e*t 
istis,  quarum  nttmerus  est  =2«,  reperiemus,  semper  semissem  esse  per  *n  -j-  I  divisibilem, 

confert,  quare  aiiquot  casus  specisJes  ad  examen  revocasse 

$  8.   Minhtras  numerus  primus  formae  *n+  1  est  =5,  qui  oritur,  si  n=i; 

21-  I  et  34-2\  quarum  prior  non  est  divisibilis  per  5, 
divisibilis.  Pro  reliquis  casibus  utamur  signo  d  ad  eas  differentias  indicandas,  quae  sunt  divisibiles, 
at  aigno  0  eas  notemus,  qoae  non  sunt  divisibiles,  quae  signa  differentiis  pro  quovis  casu  sub- 
scribamus 


*n+l 


13 

2S-1,  3'- 2«,  *'— 3«,  5«—**,  6'- 5«,  7«-6«: 
0         0          d          0.4  d 

■ 

17 

2«_i,  3*- 2«,        3\  5*—  »\  6«-5\  T- 6\  8*- 7», 
d         0          9          0           d          d  0 

9« -8* 
d 

29 

2'»— 1,  3'4  — 2U,  V*— 3U,  5U— »u,  6U— 5U,  7U— 6U, 
0           d            0             d            «1  d 

8U— 7'\  9U— 8'4, 
0  0 

1UU— 914,  llu— 10u  12U-UU,  13'*—  12",  Hu— 13", 
0              d               d               0  0 

15"—  Hu 
d 

muHHudine  pares:  tamen  per  se  est  perspicuum,  oitimum  teminum  (2n  +  t)*" — (2n)*" 
»n-M  esse  dirisiWlem,  quia  factorem  habet  (2n  +  f)1— Vnn  =  *n-M  =  at  de 
certi  statui  potest. 
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$9.  Porro 

!,.8I    uuiuci  iu    »M  ~r  •    im*  viuuu», 

rit  mmma  dnorum  quadratorum ,  ocque  forma  a*n — b*n  per  eura  esset  necessario  divisibilis.  Quin 
etiam  uJtima  conclusio  foret  falaa,  qua  pronundavimus,  differeutias  illas  ordinis  2n,  quae  sunt 
=  1.  2.  3. 4 . . .  2»,  non  ease  per  *n-f-l  divisibiles.  Si  enim  Kn  +  i  non  esset  numerus  primus, 
sed  factorcs  haberet,  qui  essent  rainores,  quam  2n,  Uun  utique  productum  I.  2.  3.  *• . . .  2n  hos  factores 
t,  foretque  idcirco  per  \n  +  1  divisibile.  At  si  *n-r-l  est  numerus  primus,  tum  demum 
licet,  productum  1.2. 3.  V...  2«  plane  non  esse  per  *n-j-l  divisibile:  quia  boc  pro- 
per  nullos  «lios  numeros  dividi  potest,  nisi  qui  tanquam  factores  in  illud  ingrediuntur. 
§  10.    Cum  denique  demonstraUo  tradita  hoc  nitatur  fundamento,  quod  scriei  potestatum 

1,  2*",  3M,  V**,  etc.  diffcrentiae  ordinis  2n  sint  constantes,  omnesque  =  1.2.3.1  2n, 

hoc  uberius  explicandum  videtur,  etsi  passim  in  libris  analyUcorum  solide  expositum  reperitur. 
Primam  igitur  notandum  est,  si  seriei  cujuscunque  terminus  generalis,  seu  is  qni  exponenU  indefinito 
x  respondet,  sit 

,     =s4xm+  Bxn~  Ihr->Jr  Exm"  +  etc. 

ad  irradum  m  referri.  ouia  tn  est  exnonens  maiimae  notcstatis  iusius  x.    Deinde  si  hic 


A  (x  +  1)"  +  B  (x  +  !)"•-•+  C(x  +  I)— »  -f- etc. 


ipsius  a:  erit  =  m  —  1 ,  ideoque  aeries  differenUarum  ad  gradum  inferiorem  m  —  1  pertinehit.  Pari 
modo  ex  tennino  generali  seriei  differentiarum  primarum  colligetur  terminus  generalis  seriei  differen- 
tiarum  secundarum,  qui  igitur  denuo  ad  gradum  depressiorem  m  — 2  perUnebit. 

§  11.    Ita  si  series  proposita  ad  gradum  m  referaUir,  series  differentiarum  primarum,  ad  graduro 
m — 1  refcretur;  series  porro  differenUanun  secondarum  ad  gradum  m  —  2;  scries  differentiarum 
ad  gradum  m  —  3;  aeries  differentiarum  quartarum  ad  gradum  m—K;  et  in  genere  series 
n  ad  gradum  m  —  n  pertinebit    Unde  series  differentiarum  ordinis  m  ad 
rn  —  m  =  0  perveniet,  ejusque  ergo  terminus  generalis,  quia  summa  ipsius  *  potestas  est 

Hinc  serierum  primi  gradus,  quarura  terminus  generalis  est  =  Ax  +  B,  jam  dtferentiae  primae  sunt 
inter  se  aequalr.s:  serierum  autem  secundi  gradus,  quae  hoc  tcrmino  geuerali  Ax1  -f-  Bx  4-  C  con- 
tinentur,  differentiae  secundae  sunt  aequales,  et  ita  porro. 

§  12.    Quodsi  ergo  seriem  quamcunque  potcstatum  consideremus 

1,  2",  3",  *"\  5",  6"\  7m,  8"\  etc. 
est  =  x",  sco  is,  qui  indicl  x  respondet,  series  diffcrenUarum  ordinis  m 
sonstabit.   At  seriei  differentiarum  primarum  terminus  generaUs  erit 
=  (x  +  i)m—xm-  qui  a  sequente  (x  -f  2)"-  (x  +  1;«"  subUactus  dabH  terminum  generalem  seriei 

i,  qui  erit 

=  (m  +  2)m  —  2  (e  +  1)"  + 
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Hinc  porro  seriel  differentianra  tortiarum  erit  tem_us  fccneralis 

=»  (x  4-  3)**—  3  {x  4-  2)"'  4-  3  (a?  -f  1 )"  —  *™  i 
ac  tandem  scriei  differentlarum  ordlnls  m  coneluditur  terminus  gencrtlis 

=_  (*  +  m)m-  m  (x  4  m  -  i)m  -f-  m(^)    +        2)"  -  "--^J-*  (*  4  *  -  3."*  4-  etc. , 
qui  eum  sit  quantitas  constans,  idem  erit  quicunque  numerus  pro  x  subsUtuatur,  erit  ergo 
vel  =mm-m(m-irj-m(l--\>n-2r-"^-il^ 

rei  =(«tir-«-«"  +  ^rr*  (»  -  0"'  -  — Tttt^  (*  -  »r  + 

ubi  in  forma  priori  posuimus  _  =  0,  in  posteriori  x=  1. 

§  13.  Evolvamus  jam  casus  hujus  seriei  speciales  et  a  potestatibus  minimis  ad  alttores  ascen- 
damus:  ac  posito  primo  m=I,  seriei  1,  2,  3,  k,  5,  6,  ctc.  terminus  generalis  (lifferentiarum 
primarum  erit  =  1'—  1.0'=  I,  vcl  =2'  —  1. 1«=  I.  Si  m  =  2,  seriei  I,  2*.  31,  V\  5»,  etc 
differentiae  secundae  sunt  vel  2*— 2.  I1,  vel  3*— 2.2*4  *•  **s  *l  est  2*  —  2.  i*=2(2l  —  1. 1«), 
unde  haec  differentiae  secundae  sunt  =  2.  1.  Sit  m  =  3,  et  scriei  I,  2*.  3»,  k\  5»,  etc.  differentiae 
tertiae  erunt  vel  _  3»-  3. 2»  4-  3.  '\  vel  V- 3.  3»  4  3.  2a~  1.  t\  at 

3»  —  3.  21  4-  3. 1*  =  3  (3*-  2.  2»  4- 1. I1)  -  3. 2.  ! , 
quia  cx  casu  praecedente  est  3*— 2.2*4  1.1*  =  2.1.    Simili  modo  si  m  =  *  seriei  I,  2«,  3', 
h*,  5\  etc.  differentiac  quartae  erunt 

vel    *«_%.3«4  6.2*—  \.  1\    vel    54—  h.  k*  4-  6.  3*  —  h.  2*  4  1. 14. 
At  est  V  —  k.  3'  4  6. 2«-  k.  I'  =  *  (V*-  3.  3*  4  3.  2*-  1.  1J;  =    3.  2.  1. 

%  ik.  Quo  hic  progressus  melius  perspiciatur,  sint  seriei  1,  2m,  3m,  V",  5'",  etc.  differentiae 
ordinis  m  =  P;  scriei  1,  2-+1,  3'"--\  V  +  \  5W  +  '  ctc.  differenUae  ordinis  m  4  i  =  Q,  erit 

p=(*4«r- + ,-)  («  -  ir  -  "•^-1a),<""2)  (*  -  4-ete. 

q  =  («  4  i)- +1  _  (OT  + ,) OT«.+.+[^±i^  (OT _  tr+«_<r (OT _ 2.«+ .  +  <tCi 

Ubi  P  ex  forma  posteriori,  at  Q  ex  forma  priori  expressirous.  Hic  primo  patet,  in  utraquc  expres- 
sione  parem  esse  tcrminorum  numerum,  et  singulos  termiiios  expressionis  /'  esse  ad  singulos  terminos 
expressionis  Q,  uti  1  ad  «4  1.    Namque  est  .  ■   .  . 

(i«4  l)m:(m4-ir  +  l  =  1  :m4  1, 
m.mm:(m4  i)mm  +  l  =  I  :m-f  1, 

_^V^ir:fc^(»-«r+,-i:«+i. 

i.S.  3      (w      ■  *      t.ia      l"-*/  -'•»+<- 

CtC.  ;  rl  . 

Hanc  ob  rcm  erit  P  :  <?  =  I  :  m  4- 1 ,  ideoque  Q  =  (m  4  I)  P. 
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§15.    ilioc  ergo  patet  fore    ..  ,1.14  ■ 

-  "<  •'  1      vertei     '    •■■     ■  H-       •  • '  differentias  •  ■ 

1,    2,    I,   V,    5,   etc.  prjmas  =1 

1,   2\  3*,  »\  5*.  etc.  Mcondas    =1.2.  ,  i 

I,   2*,  3*.  *\«  5»,  ctc.  fertiu  =1.2.3 

1,   2\  3*.  *\  5«,  «te.  quartos  =1.2.3.* 

I,   2",  3",        5",  etc.  ordinis  m  =  1.2.  3...» 

ergo 

1,  2*",  3*",        51",  etc.  ordinis  2/t  =  1. 2.  3...2n. 

Atque  ita  quoque  demonstravimus,  seriei  potestatam  1,  21",  3*",  %*\  5",  etc.  diffcrcntias  ordinis 
2*  non  solum  esse  constantes ,  scd  etiam  aequari  producto  1.  2.  3.  ....  2it,  uti  in  demonstra- 
tione  thcorematis  propositi  aasumstmus. 

1.  Theorema  L  Ex  serie  quadratorum  1,  *,  9,  16,  25,  etc.  nulli  numeri  per 
numerum  primum  p  sunt  divisibiles,  nisi  quorum  radices  sunt  per  eundem  numerum 
p  divisibiles. 

Demouairatlo.  Si  enim  quispiam  numerus  quadratus  aa  fuerit  per  numerum  primum  p  di- 
visibilis,  quia  ex  factoribus  a  et  a  constat,  necessc  est,  ut  aiteruter  factor  pcr  p  sit  divisibilis, 
quare  numerus  quadratus  aa  per  numcrum  primum  -p  divisibflis  esse  nequit,  nisi  ejus  radlx  a  sit 


divisibilis  per  p. 

2.  CoroU.  1.  Numeri  crgo  quadrati  per  numerum  primum  p  divisibiles  nascuntur  ex  radi- 
cibus  p,  2p,  3p,  hp,  etc.  suntque  ergo  pp,  Kpp,  9pp,  16pp,  etc.  et  reiiqui  numeri  quadratl  omnes 
per  numerum  primum  p  noh  ertrat  divistbiles. 

3.  Coroll.  %>  Si  ergo  numeri  quadrati,  quorum  radices  in  liac  progressione  arithmetica 
p,  2p,  3p,  *p,  etc.  non  contincntur,  per  numerum  primuiii  p  dividantur,  in  divisione  semper 
residtram  remanebH,  quod  eril  minus,  quam  numerus  p. 

k.  Sehollon.  Cujusmodi  sint  baec  residua,  quae  ex  divisione  singulorum  quadratorum  per 
numerum  primum  quemcunque  p  nascuntur,  in  hac  dtssertatione  diligentlus  investigare  constltui. 
Plurima  enim  hic  insignia  phaenomena  occurrent,  quorum  consideratione  natura  numerorum  non 
mediocriter  Ulustratur.  Tam  eximia  autem  tn  doctrina  numerorum  adhuc  latent  mjsteria,  in  quibus 
evolvendis  opera  non  frustra  impendi  videtur. 

5.  Theorema  2.  Si  series  quadratorum  io  infinitum  continuata  in  merabra 
dispescatur,  quorum  singula  ex  p  terminis  constent,  hoc  modo 

1 ,  *, . .  .pp\ \{p  +  1)*.  . .  %pp|(2p  +  I)*. . .  9pp\(3p  +  1)*. . .  IGppl  ctc. 
tum  si  uniuscujusque  mcmbri  termini  singuli  per  numerum  primum  p  dividantur, 
eadcm  residua  eodemque  ordine  recurrent. 

Demonrtraflo.    Singulorum  enim  membrorum  termini  primi  I,  (p  -f  1)*,    (2p  -j-  >)', 
(3p  -|-  i)1,  etc.  si  per  p  drvidantur,  idem  dabunt  residuum  =  I.    Simnique  modo  termini  secundi 
(P  +  *f .  (2p  +  2)«,  (3n+  2  1  etc.  per  p  divi»  aequalia  producent  residua  »  *,  ai  quidem  sit 
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tennini  analogi  erunt  (p  +  »)*,  (2p-f  n)1,  (3p  +  «/  ete.  qui  omars  per  p  divisi  idem  relinquunt 
residuum,  quod  terminus  nn.    In  singulis  ergo  membris  eadem  redeunt  residua 

6.  CoroH.  1.  Si  igitur  noverimus  residua,  quae  ex  tcrminis  primi  membri  nascuntur, 
habebimus  residua,  quae  ex  divisione  omniuni  reliquorum  membrorum  per  numerum  p  fecta  oriuntur. 

7.  Coroll.  2.  Quia  postremus  cujusque  membri  terminus  per  numerum  p  divisibilis  eiistit, 
residuum  erit  =0;  quemadmodum  primi  cujusque  mcmbri  termini  residuum  est  =  1.  Secundorum 
vero  terminorum  cujusque  membri  residuum  erit  =  \,  et  tertiorum  =9,  quartorum  =16  etc. ,  si 
quidem  sit  p  >  V,  et  p  >  9,  et  p  >  16  etc. 

8.  CoroUL  9.  Quamdiu  enim  ■umeri  quadrati  1,  k,  9,  16  etc.  minores  sunt,  quam  numerus 
p,  illi  Ipsi  residua  constituent.  Ex  scquentibus  vero  quadratis  numero  p  raajoribiu  residua  emergent 
alia  ipso  numero  p  minora. 

9.  Schollon.  Ex  divisionis  natura  constat,  residua  semper  esse  minora  divisore  p;  ac  si  forte 
per  inadverteotiam  residuum  relinquatur  majus,  quam  divisor  p,  id  subtrahendo  p,  quoties  fleri 
potest,  ad  numerum  ipso  p  minorem  reducetur.  Sic  resiiluum  p  -f-  a,  et  in  genere  np  -\-  a,  quod 
forte  ex  divisione  per  p  prodierit,  aequivalebit  residuo  a;  atque  cum  de  residuis,  quae  ex  divisionc 
numerorum  per  p  nascuntur,  agitur,  omnia  baec  residua  a,  p-j-  «,  %p-\-a  et  np-\-a  pro  aequi- 
valentibus  haberi  possunt;  omnia  scilicet  redeunt  ad  minimum  a,  quae  reductio  cum  sit  in  promtu, 
eam  tuto  negligere  poterimus,  vel  tanquam  jam  factam  assumere.  lta  si  numeri  quadrati  1,  k,  9, 
16,  25,  ctc.  pcr  numerum  p  dividantur,  nihil  obstabit,  quominus  dicamus  residua  inde 
1,  \,  9,  16,  25,  etc.  etiamsi  hic  numeri  occurrant  ipso  divisore  p  majores.  De  cetero 
est,  hoc  theorema  vim  suam  retinere,  sive  divisor  p  sit  numerus  primus,  sive  secus. 

10.  CorolL  4.  Cum  terminus  ultimus  pp  primi  membri  nullum  praebeat  residuum,  omnia 
residua,  quae  quidcm  ex  tota  serie  quadratorum  oriri  possunt,  nascentur  ex  his  terminis 

I,      9,  16  (p-l)\ 

■ 

quorum  numerus  est  =  p  —  1. 

11.  CoroIL  5.  Plura  ergo  diversa  residua  oriri  nequeunt,  quam  p  — 1:  quod  quidem  per 


1 1 


12.  Tbeorema  8,  Si  omnes  termini  seriei  quadratorum  1,  k,  9,  16,  etc  per 
numerum  quemcunque  p  dividantur,  ac  residua  notentur,  inter  haec  residua  non 
omnes  numeri  minores,  quam  p,  occurrent. 

Demomtratio.   Omnia  enim  residua,  quae  quidem  ex  divisione  omnium  quadratorum  per 
p  oriuntur,  ex  his  terminis  resultant: 

1,  V,  9,  16  (/>-*)*,  (p-3/,  (p-2}\  (p-l)\ 

est  =  p  —  1:  ideoque  ind 
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(p— l)*=pp  — 2p+1  per  p 
relinqirit  =1,  idem  scilicet,  quod  primus  terminus,  I.  Simili  modo  terminus 
(p  —  2)*=pp  —  4p-}-4  idem  praebet  residuum,  quod  terminus  secundus,  V;  et  ter- 
minus  ante  penultimus  (p  —  3)'  idem  dat  residuum,  quod  terminus  tertius,  9.  Atquc  in  genere  ter- 
minus  ordine  n,  qui  est  nn,  idem  dat  residuum,  quod  tenninus  ordine  p  —  n,  qui  est  (p  —  n)\ 

Cum  igitur  omnia  residua,  quae  ex  his  terminis  1,  4,  9  (p  —  I)1  oriuntur,  et  quorum  numerus 

est  =p — 1,  non  sint  inter  se  diversa,  in  iis  non  omnes  numeri  ipso  p  minores,  quorum  numerus 
est  =  p  —  1 ,  occurrere  possunt 

13.  CorolL  1*  Cum  igitur  bina  rcsidua  semper  sint  aequalia,  numcrus  diversorum  residuonim 
ad  semissem  redigitur,  siquidem  sit  p —  I  numerus  par;  at  si  p —  1  sit  numerus  impar,  seu 
p  par,  tum  numeras  diversorum  residuorum  erit  =  ~ :  boc  enim  easu  dabitur  residuum  me- 
dium,  quod  sui  aequale  non  habet. 

14.  CorolL  %,  Cum  igitur  omnium  numerorura  ipso  p  minorum  numerus  sit  =  p  —  I, 
patet  semissem  horum  numerorum  in  residuis  locum  habere;  dabunturque  ergo  numeri,  qui  ex 
divisione  numerorum  quadratorum  per  numerum  p  nunquam  relinquentur,  solo  cxcepto  casu,  quo 
p  =  2;  quia  p  —  1  =     =  1. 

15.  CorolL  3.  Quicunque  ergo  praetereo  sit  numerus  p,  per  quem  numeri  quadrati  divi- 
dantur,  ex  numeris  ipso  p  minoribus,  semper  erunt  ad  minimum  ^ — >  vel  ~  numeri,  qui  inter 
residua  non  reperiuntur.    Prior  casus  valet,  si  p  est  numerus  impar,  posterior,  si  par. 

16.  CoroH.  4.  Hinc  igitur  numeri  ipso  divisore  p  minores,  quorum  multitudo  est  =  p  —  1, 
sponte  se  in  duas  classes  discriminant,  quarum  altera  continet  numeros  in  residuis  locum  habentes, 


altera  vero  eos,  qui  in  classc  residuorum  non  occurrunt.  Hos 

17.    ftehnllon.    Quo  baec  clarius  percipiantur,  juvabit 
et  non-residua  distinguuntur,  inspexii 


non-residua  hic  appellabo. 
i,  in  quibus  rcsidua 


Sit 

residua 
non-resid. 


p  =  3  i  p  =  4    '      p  =  5 
1,    *     1,  4,  9     1,  4,  9,  16 


I.  * 
2 


1,  0,  1  ,  1,  4,  4,  1 

2,  3  2,3 


p  =  6 
1,  4,  9,  16,  25 
1,  4,  3,    4,  i 
2,  5 


p  =  7 
1,  4,  9,  16,  25,  36 
i,  4,  2,    2,    4,  1 
3,  5.  6 


Sit 


p  =  9 

1,  4,  9,  16,  25.  36,  49,  64 
1,4,0,  7,  7,  0,   4,  1 
2,3,  5,  6,  8 


p=  10 

I,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81 
I,  4,  9,  6,  5,   6,    9,    4,  1 
2,  3,  7,  8 


Sit 


p=lt 

1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  100 
1,  4,  9.    5,    3,    3,    5,   9,    4,  1 
-resid.  2,  6,    7,    8,  10 

L.  E.llti  Oi-n. 


p=  12 

1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  100,  121 
1,  4,  9,  4,    1,   0,    1,    4,    9,    4,  1 
2,  3,  5,   6,    7,    8,  10,  11. 
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Hinc  perspiritur  numerum  non-residuorum  interdum  esse  vel  '  "2~ '  P1"011*  P  fuerit 
Dumerus  vel  par,  vel  impar;  ioterdum  csse  etiam  majorem,  nunquam  vero  esse  minorem,  omoino 
uti  demonstratio  theorematis  postulat. 

18.  Theorema  4.  Ut  omnia  residua,  quae  ex  divisione  quadratorum  per  nume- 
rum  quemcunque  p  resultare  possunt,  invcoiantur,  tantum  opus  est  quadrata  ab 
unitate  usque  ad  terminum  >  ▼«!  (y)  »  prout  p  fuerit  vel  numerus  impar,  vel 
par,  pcr  p  dividere. 

Dcmonstratlo.  Ante  jam  demonstravimus,  omnia  rcsidua  provenire  ex  divisione  horum 
terminorum:  1,      9,  16,  (p —  1)*; 

deinde  vero  vidimus,  seriem  residuorum  hinc  natorum  esse  rcciprocam,  seu  ordine  retrogTado  scrip- 
tam  eandem  manere.  Quare  residua  omnia,  quatcnus  inter  se  sunt  diversa,  reperientur ,  si  bujus 
seriei  termini  tantum  ad  medietatein  usque  capiantur,  unde  si  p  sit  numerus  impar,  idcoque  p  —  1 
par ,  omnes  uumeri,  qui  inter  residua  occurrunt,  prodibunt  ex  his  terminis: 

i,  v,  9, 16  (^jy. 

Sin  autem  p  sit  numerus  par,  quia  suporior  progressio,  habet  terminum  medium,  qui  retrogrediendo 
sibi  ipse  respondet,  residua  omnia  ex  his  terminis  orientur 

1,      9.  16  

19.  Coroll.  1.  Si  igitur  />  sit  numerus  impar,  puta  p  =  2q-\-i,  omnia  residua  ex  bis  tan- 
tum  quadratls  1,  k,  9,  16..  ..99  cognoscentur.  At  si  p  sit  numerus  par ,  puta  p  —  2g,  baec 
quadrata  1,  4,  9,  16  qq  omnia  producent  residua. 

=  q,  casu  priori,  quo  p  =  2?+l  et  p—i=2q,  numerus  non-residuorum  erit  =q.  Casu 
posteriori,  quo  J»  =  2q  et  p  —  t  =  2q  —  i,  omnium  non-residuorum  numerus  erit  =q—i. 

21.  CoroU.  8.  Si  a  sit  numerus  quicunque  non  major,  quam  >  vel  ^  ,  atque  residuum 
constct,  quod  ex  divisione  quadrati  aa  pcr  numcrum  p  rcsultat,  omnia  quadrata  in  hac  forma 
generali  (np  ±  «)*  contenta  idem  praebebunt  residuum.  At  numeri  omnes  omnioo  in  forma  np  ±  a 
includuntur ,  ita  ut  a  non  excedat  vcl  p-~~ 1  >  vel 

22.  Schollou.  Quo  indolem  numerorum,  qui  sunt  residua,  facilius  explorare  liceat,  scriem 
residuorum  repraesentemus  his  litteris  1,  a,  /3,  y,  S,  f,  £,  etc.  pro  divisore  p,  ita  ut  numerus 
horum  terminorum  sit  vel  '-y-'  vel  y>  prout  p  sit  vcl  numerus  impar,  vel  par.  Primo  igitur 
patet,  in  hac  serie  1,  a,  /S,  y,  8,  t,  etc.  occurrcre  ordine  omnes  numeros  quadratos  1,  V,  9,  16  etc. 
qui  quidcm  sint  ipso  numero  p  minores:  reliquos  autem  esse  residua,  quae  in  divisione  majorum 
quadratorum  per  eundem  numerum  p  relinquuntur.  Reliquas  proprietates  residuorum  in  sequentibus 
theorematibus  indagabimus. 

23.  Theorema  A.  Si  in  serie  residnorum  1,  o,  /?,  y,  S,  etc.  occurrat  numcrus 
quicunque  r,  ibidem  quoque  reperientur  omnes  potestates  ipsius  r\  r*.  r\  r\  etc,  seu 
residua,  quae  ex  harum  potestatum  divisione  per  numerum  propositum  p,  nascuntur. 
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DcoMMMtratio.  Emergat  residuum  r  ex  quadrato  oa,  ita  ut  sit  <zu  ==  -»  +  r ;  et  quadratum 
a<=(mp  +  ry  per  p  divisum  idem  dabit  residuum,  quod  oritur  ei  rr;  atque  ei  quadnto 
a-^i-w  +  r)»  idem  oritur  residuum,  quod  ei  r»;  «mihque  modo  residua  quadratorum  a\  «l\ 
a'*,  etc  coUTeoieat  cum  residuis  terminorum  r*,  r*,  r\  ctc.  Al  residua  ex  omaibus  quadraUs  quap- 
tumvis  magnis  oriunda  jam  proveniunt  ex  quadraUs  mioimis 

9,  16  (fcfi)\  vel  (f)\ 

ideoque  conUnentur  in  serie  residuorum  1,  a,  /9*.  y,  3,  ctc.  Ergo  si  in  hac  serie  occurrit  numerus 
r,  ibidem  quoque  occurrent  termini  r\  r\  r\  r*,  etc.  seu  residua,  quae  ez  eorum  divisione  per 
divisorem  propositum  p  relioquuntur. 

2fc.  CorolL  L  Quae  igitur  potestatum  r\  r\  r\  r\  etc.  fuerint  minores,  quam  p,  eae  ipsae 
in  serie  residuorum  1 ,  «,  /*,  y,  3,  etc.  reperientur.  At  alUores  potestatcs  sua  residua,  quae  divisae 
per  p  relioquuot,  ibidem  introducent, 

25.  CoroH.  *.  Si  sit  r=f,  quia  omnes  ejus  potestates  sunt  =1,  ex  iis  nonnisi  unicus 
tenninus  1  in  scrie  residuorum  I,  o,  /J,  y,  d,  etc.  nascitur.  Neque  «rgo  ei  hoc  casu  novus  tcr- 
miuus  in  serie  residuorum  cogooscitur. 

26.  CorolL  3*  Quia  io  serie  residuorum  plores  termini  non  oceurrunt,  quam  vel  P-^  » 
vel  phxra  quoque  residua  divcrsa  ez  potestatibus  r\  r\  r\  r*,  etc.  etiamsi  in  infimtum  conU- 
nuentur,  prodire  non  possunt.  Unde  infmiUe  barum  potestatum  per  p  drvisae  aequalia  praebebuot 
residua. 

27.  CorotL  4.  Praebeant  ergo  hae  potestates  r™  et  r"  idem  residuum,  atque  earum  diffe- 
rentia  r1"—  r*  per  numerum  p  erit  divisibiiis,  seu  r"  (r"*  "—  I).  Uude  si  factor  r"  sit  ad  p 
primus,  quod  evenit  si  residuum  r  fuerit  ad  p  prinium,  alter  £actor  r™— 1  per  p  erit  divisibilis, 
ideoque  potestas  r"~"  per  p  divisa  unitatem  relinquet. 

28.  CoroH.  5.  Dabitur  ergo  potestas  r\  quae  per  p  divisa  unitatem  relinquit,  quae  uUque 
in  serie  residuorum  continetur,  siquidem  r  sit  numerus  ad  p  primus.  Tum  autem  potestas  r1*1 
dabit  residuum  r,  potestas  r1^  residuum  r\  et  r^*  residuum  r*  etc.  sicque  hae  potestates  alUores 
eadem  residua  reproducunt,  quae  potestates  inferiores  r,  r\  r*,  «tc. 

29.  CoroIL  0.  Cum  Igitur  plura  residua  diversa  provenire  nequeaut,  quam  vel  p-~i  vel  | , 
patet,  dari  numerum  X,  non  majorem,  quam  ^ ,  vel  £,  ita  ut  potestas  r^  per  p  diviaa  uaita- 
tem  relinquat. 

30.  Hcholion.  Hinc  ergo  inteUigitur,  quomodo  fieri  poosit,  ut  eUamsi  potestates  r\  r*,  r\  r*,  etc 
in  infinitum  progrediantur,  tamen  ei  iis  residua  numero  finita  orianturj  ai  per  divisorcm  p  divi- 
dantur.  Demonstravi  quidem  in  dissertatioue  superiori(?),  si  r  sit  oumerus  ad  p  primus,  dari  semper 
ejustnodi  potestatcm  r\  quae  per  p  divisa  unitatem  relinquat,  ita  ut  sit  X  <p.  Nunc  autem  vide- 
mus,  si  r  jam  in  scrie  residuorum  ex  quadraUs  natorum  contineatur,  tum  exponentem  X  cUam 
minorem  fieri,  quam  ~r- 
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31.  Theorema  O.  Si  in  seric  residuorum  1,  a;  /3,  y,  8,  etc,  qnae  ex  divisione 
numerorum  quadratorum  per  numerum  p  oriuntur,  occurrant  numeri  r  et  s,  ibidcm 
quoquc  occurret  horum  numerorum  productum  rs,  Tel  residuum  quod  ei  ejus  divl- 
slone  per  numerum  p  enascitur. 

DemomCratfo.  Proveniet  residuum  r  ex  quadrato  aa,  et  residuum  *  cx  quadrato  66,  erit 
aa  =  mp  +  r,  et  66  =  np  -+-  <;  binc  Oet  quadratum  aabb  =  innpp  -j-  mq>  -j-  nrp  -+-  rj,  quod  crgo 
pcr  />  divisum,  residuum  rclinquet  r*,  vel  si  r*>/>,  idem  relinquet  residuum,  quod  oritur  ex  r*. 
Quarc  cum  residuum  ex  quadralo  <w66  natum  in  seric  residuorum  contineatur,  ibi  quoque  rs,  seu 
residuum  inde  ortum  reperietur. 

32.  CorolL  I.  In  seric  ergo  rcsiduorum  1,  o,  ft,  y,  8,  etc.  si  occurrant  duo  nutneri  r  et 
s,  ibidem  quoque  occurrent  non  solum  potcstates  r,  rl,  rs,  r',  etc.  et  i,  **,  t*,  etc.  scd  etiam 
producta  ex  binis  lcrminis  quibuscunque  rs,  r*s,  rs%,  rls,  r*s%,  rs*,  etc. 

33.  CoroD.  9.  Hinc  igitur  patet,  si  formula  ^ — _  ^  in  seriem  rcsolvatur 

1  -\-r-\-s-\-rr-\-rs-±-ss  +  r*-}-  rrs  +  r«-f**-f-  etc 
singulos  tcrminos  hujus  seriei  in  serie  rcsiduorum  occurrere,  vel  etiam  rcsidua  ex  bis  terminis,  divi- 
sione  per  p  orta. 

3i.  CorolL  3.  Etiamsi  autem  horum  terminorum  numcrus  sit  infinitus,  tamcn  constat,  plura 
ex  iis  residua  divcrsa  produci  non  possc,  quam  vel  ^y^»  vel  j  prout  p  fuerit  numcrus  vel 
impar,  vel  par. 

35.  Schollon.  Quo  cUrius  apparcat,  quomodo  ex  his  terminis  numero  infinitis,  tamen  resi- 
duorum  divcrsorum  numerus  finitus  ct  quidcm  non  major,  quam  — 8-  •  toI  y  oriatur,  evolvamus 
excmplum  aliquod,  sitquc  p  =  19,  crit  ^--  =  9,  unde 

ex  his  quadratis       1,  h,  9,  16,  25,  36,  W,  6V,  81 
orientur  residua       1,  h,  9,  16,   6,  17,  II,   7,  5. 

Ex  bac  scrie  rcsiduorum  contemplcmur  bos  duos  numcros  5  et  6,  ex  quibus  formemus  primo  series 
potcstatum 

5,    25,    125,     625,    3125,    15625,     78125,  ctc. 
6  ,    36  ,    216,    1296  ,    7776,    WJ656,    279936,  etc. 
Ex  illa  serie  pcr  p  =  19  divisa  prodcunt  residua: 

5,  6,    11,    17,    9,    7,    16.    h,  1, 

scquens  scilicet  rcsiduum  semper  invenitur,  si  pracredcns  pcr  5  multiplicetur,  ct  prodiictum,  si  sil 
>  19,  infra  19  dcprimatur.    Simili  modo  cx  potestatibus  numcri  6  haec  prodibuot  residua: 

6,  17,    7,    h,    5,    11,    9,    16,  1. 

Porro  si  baec  singula  rcsidua  per  singula  superiora  multiplicentur,  et  producta  infra  19  depri- 
mantur,  iidem  prodeunt  oumeri;  multiplicetur  enim  infcrior  serics  priroo  per  5,  tum  per  6,  II, 
17,  etc.  ut  sequitur: 
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per  5:  11,    9,  16,    1,    6,  17,    7,    »,  5, 

per  6:  17,    7,  k,    5,  II.  9,  16,    1,  6, 

pcr  II:  9,  16,  1,    6,  17,  7,    \,    5,  11, 

per  17:  7.    4,  5,  11,    9,  16,    1,    6,  17, 

per  9:  16,    1,  6,  17,   7,  k,    5,  11,  9, 

per  7:  k,    5,  11.    9,  16,  1,    6,  17,  7, 

per  16:  1,    6,  17,    7,    k,  5,  11,    9,  16, 

per  k:  5,  11,  9,  16,    1,  6,  17,    7,  k, 

Perspicitur  igitur,  quomodocunquc  hi  numeri  1,  9,  16,  6,  17,  II,  7,  5  seriem  resduorum 
constituentcs,  inter  sc  pcr  multiplicationem  combincntur,  siquidem  divisione  per  19  facta  infra  19 
deprimantur,  eosdem  semper  numeros  recurrere,  nequc  unquam  ullum  numerum  eorum,  qui  non 
sunt  rcskhia,  nempe  2,  3,  8,  10,  12,  13,  H,  15,  18  prodire. 

36.  Corollt  4.  Si  ergo  sit  1,  a,  /i,  y,  8,  etc.  series  residuorum  omnium,  quac  ex  divi- 
siooc  quadratorum  pcr  numerum  p  resultant,  in  eadem  scrie  quoque  occurrent  omnia  producta  ex 

binis  pluribusvc  numerorum  o,  /?,  y,  8,  etc.    Ergo  si  liaec  expressio   : — — \  -  

'  <i  -  <»Mt  -  p>  (i  -  r)  <*  -  «i  *ic. 

in  seriem  evolvatur,  omncs  ejus  termini  in  scric  residuorum  occurrcnt. 

37.  Theorema  7.  Si  in  serie  residuorum  1,  a,  y,  H,  ctc.  quae  ex  divisione 
quadratorum  per  numcrum  p  prodeunl,  reperiantur  numeri  r  et  rs,  qui  sint  ad  p 
primi,  quorum  ille  hujus  est  factor,  tunc  in  eadcm  rcsiduorum  scric  etiam  numcrus 
$  continebitur. 

DcmoiMtratlo.  Proveniat  residuum  r  ex  quadrato  aa,  el  rs  ex  66,  erit  aa  =  mp-\-  r,  ct 
bb  =  np-\-  r$:  unde  fit  bb  —  aas  =  np  —  mps,  sicquc  66  —  aas  erit  pcr  p  divisibiie.  At  cum  r 
et  rs  sint  numeri  ad  p  primi,  enmt  quoquc  quadrata  aa  et  66  ad  p  prima,  unde  si  liacc  quadrata 
aa  et  66  inter  sc  non  sint  prima,  pcr  communcm  divisorcm  quadratuin  ad  prima  reduci  potcruut, 
ila  ut  66  —  aas  maneat  per  p  divisibile.  Sint  crgo  6  ct  o  numeri  inler  se  primi,  atquc  cum  ctiam 
hacc  forma  (mp  ±  6)1  —  aas  sit  pcr  p  divisibilis,  sempcr  pro  m  ejusmodi  numcrus  nssignnri  potest, 
ut  fiat  mp±b  multiplum  ipsius  a.  Sit  crgo  mp  ±  6  =  ac,  crit  aacc  —  aas  per  p  divisibiie,  quod 
cum  sit  =  aa  [cc  —  s),  alterquc  factor  aa  sit  nd  p  primus,  ncccsse  est,  ut  aJter  factor  rc  —  s  per 
p  sil  divisibilis,  unde  quadratum  cc  pcr  p  divisum  rclinquct  *,  ex  quo  numerus  s  in  serie  residuo- 
rum  1,  o,  fi,  y,  8,  etc.  reperietur,  siquidem  ibi  numeri  r  et  rs  ocrurrant,  iiquc  sint  ad  p  primi. 

38.  CoroD.  I.  Ut  igitur  veritas  tbeoremaUs  consisUt,  necesse  est,  ut  numeri  r  ct  r$,  seu 
r  et  5  sind  ad  divisorem  p  primi.  Su|ira  enim  vidimus,  si  sit  p=  12,  in  rcsiduis  rcperiri  numeros 
•V  et  0,  seu  k  et  12,  hinc  auUm,  posito  r=V  et  r*=12,  non  scquitur  numcrura  s  =  Z  in 
residuis  reperiri:  quia  r  et  s  non  sunt  numeri  ad  p  primi:  ac  rcvera  etiam  numerus  3  intcr 
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*0.   CoroO.  8.   Si  inter  residaa  occnrrant  numeri  r  et  t  primi  ad  p,  quin  residuo  r 
valentia  censenda  sunt  residua  p4-r,  2p  +  r,  et  in  genere  np  +  r,  si  fuerit  «f)  +  r  =  K,  tum 
etiam  numerus  *  inter  residua  reperietur. 

H.  SehoUon.  Ne  ad  hujusmodi  exceptlonea,  quando  residua  non  sunt  numeri  ad  p  prirai, 
respicere  obligemur,  in  sequentibus  ponamus  divisorem  p  semper  esse  numenun  primum;  et  cum 
residua  ex  binario  orta  sint  obvia,  sit  divisor  p  simul  numerus  impar,  seu  p  =  2g-f-l,  tum  ergo 
series  residuorum  formabitur  ex  his  terminis: 

1,  K,  9,  16,  qq 

ita  ut  eorum  numerus,  quatenus  inter  se  sunt  diversa,  major  esse  nequeat,  quam  q.  Si  igitur 
residua  ex  hoc  divisore  primo  p  —  2q-\-i  sint  t,  a,  /?,  y,  S,  etc.  in  hac  serie  non  solum  pro- 
ducu  ex  binis  pluribusve  terminorum  «,  ft,  y,  3,  etc.  occurrent,  sed  quia  omnia  haec  residua  ad 
p  sunt  prima,  si  inter  ea  occurrant  r  et  rs,  ita  ut  unum  per  aliud  sit  divisibUe,  tum  etiam  quotus 
inde  natns  t  in  eadem  serie  residuorum  continebitur. 

12.  Theorema  8.  Si  ex  divisore  prjmo  p  =  2q  -\-  1 ,  per  quem  omoes  numeri 
quadrati  dividantur,  nascatur  series  residuorum  t,  a,  0,  y,  8,  t,  etc,  quorum  uu- 
merus  est  =q,  omnia  haec  residua  inter  se  erunt  inaequalia. 

Demonatratfp.  Primo  patet,  nullum  residuum  in  hac  serie  esse  posse  =  0 ,  cum  enim 
nascantur  ex  quadratis  ipso  qq  non  majoribus,  nullum  horum  quadratorum  per  numerum  primum 
p=  2q  -\-  1  est  divisibile;  igitur  cyphra  inter  residua  multo  miniLs  bis  occurrere  poteriU  Ponamus 
autem  duo  residua,  quae  ex  quadratis  aa  et  bb  oriuntur,  esse  aequalia,  eritque  differentia  honun 
quadratorum  aa —  66  per  divisorem  p  =  2q-\-  1  divisibilis.  At  cum  omnia  haec  residua  I,  a,  /3, 
y,  8,  etc.  ex  quadratis  minimis,  quae  qq  non  excedunt,  oriantur,  quadrata  iUa  aa  et  66  non  supe- 
rabunt  qq,  critque  propterea  neque  a>q,  ncque  6>q,  neque  idcirco  «  +  6>2o;  ande  eerto 
erit  a-\-b<p.  Cum  igitur  differcntia  quadratorum  aa  —  bb  esset  per  p  divtsibiHs,  siquidcm 
residua  inde  nata  essent  aequalia,  et  p  sit  numerus  primus,  vel  summa  a  +  6,  vel  differentia  a  —6 
foret  per  p  divisibilis;  utrumqne  autem,  ob  Um  a  — 6<p,  quam  a-r-6<p,  fieri  nequit.  Ergo 
omnia  residua ,  quae  ex  divisione  quadratorum  1,  K,  9,  16, . . .  qq  pcr  numerum  primum  p  =  2q-\- 1 
resuKant,  inter  se  sunt  inaequalia. 

13.  CoroH.  L  Numerus  igitur  omnium  residuorum  diversorum,  quae  ex  divistone  quadratorum 
per  numerum  primum  p  =  2q  -\- 1  oriunlur,  certo  est  =  q;  ante  enim  ostensum  est,  eum  non  esse 
majorem,  quam  q;  hic  autem  evicimus,  eum  non  esse  minorem,  quam  q. 

K\.  Corofl*  3.  Cum  numerus  omnium  nnmeronun  tpso  divisore  p  =  2q  -\~  t  minorom  sit 
—  p —  1  =  2q,  patet,  borum  numerorum  semissem  Untum  in  serie  residuorum  1,  o,  t1,  y,  etc. 
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«d  diyisores 


hic  exhibere. 


per  1,  u,  /?,  y,  8,  etc.  et  aeriem  non-resi- 


(«.  «,  J,  Y,  3,  e,  £,  etc.\ 
'  1«,  6,  «,  d,  e,  f,  g,  etcf  . 


quovis  easu  scribemus, 
,  et  utrique  divisorem  p,  ad  quem  pertinent, 


Hoc 


residua  et 


*{»}'   5  (a!  a}'  7  {s!     e}'    11  {«,  1]  7,  s!  io}'    13  {2,'  5',  I',    t  n}' 

/1,V,  9,  16,    8,    8,  15,  13\  /I,  V,  9,  16,    6,17,11,    7,  5\ 

(3,  5,  6,    7,  10,  11,  12,  I*)'  [2,  3,  8,  10,  12,  13,  11,  15,  18)' 


1 1,  V,  9,16,  2,13,  3,18,12,  8,  6\  /  I,  V,  9,  16, 25,  7,20,  6,23,13,  5,28,2V,22\ 
(5,  7, 10,  11,  IV,  15,  17,  19,  20,21,22)'      \2,  3,  8,  10, 11,  12,  IV,  15, 17, 18, 19,21,26,27) 


1,  V,  9, 16, 25,  7,  20,  6,  23, 13,  5, 28,  2V,  22] 


Residua   hic  eo  ordine,  quo 


connectuotur,  a  minimis  ad  majora  progredicndo  collocavimus.    Exempla  haec  qunque  in 
poterunt,  ut  in  iia  proprietates  residuorum  ante  dcmonstratac  cxamincntur. 

V7.  Theorema  0.  Si  ex  divisione  quadratorum  per  numerum  primum  p  =  2q-\-i 
nascatur  haec  series  residuorum,  1,  a,  /?,  y,  8,  etc.  haecque  series  non-residuorum 
o,  6,  c,  d,  e,  etc.  atque  in  hac  serie  non-residuorum  occurrat  numerus  r,  in  eadem 
quoque  occurrent  omnes  hi  numeri  ar,  /?r,  yr,  8r,  etc.  vel  eorum  residua  divisione 
per  p  relicta. 

DemoiMtratlo.  Quicunque  enim  horum  numerorum,  ut  ur,  vel  in  serie  residuorum  conti- 
netur,  vel  in  serie  non-residuorum.  At  cum  a  in  serie  residuorum  contineatur,  si  ur  ibidem 
contineretur,  necessario  quoque  r  in  serie  rcsiduorum  existeret.  Quare  cum  per  hypotltesin  r  sit 
numerus  e.\  serie  non-residuorum,  numerus  ar  non  erit  in  scrie  rcsiduorum,  habebit  ergo  «r  locum 
In  serie  non-residuorum,  quod  idem  de  numeris  /3r,  yr,  8r,  etc  valet:  Quod  autem  demoustra- 
vimus  de  his  productia  £r,  yr,  8r,  etc  si  sint  majora,  quam  p,  id  intelligcndum  est  de  residuis, 
quae  haec  producta  per  p  divisa  relinquunt. 

V8.   CoroO.  I.  Quia  omnes  nameri  1,  a,  /9,  y,  8,  etc.,  quorum  numerus  est  =  q,  sunt 
i,  sequitur  quoque,  omnes  hos  numerns  r,  ur,  fjr,  yr,  8r,  etc. 
\,  si  omnia  residua  habeantur,  ei  unici 
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W.    Coroll.  «.   pd)it  ergo  series  r,  «r,  ^r,  yr,  Sr,  etc.  omnia  plane  non-readua; 
enim  q  numeros  diversos,  totidemque  et  non  plura  existunt  non-residua,  siquiden 

50.  Coroll.  8.  Si  ergo  ex  serie  non-residuorum  quilibet  alius  numcrus  t  capiatur,  ejus 
producta  as,  fis,  ys,  etc.  alios  numeros  pro  residuis  non  praebent,  nisi  qui  cx  quovis  aKo  r  hoc 
modo  sunt  reperti. 

51.  Theorema  IO.  Producta  ex  binis  numeris  seriei  non-residuorum  continen- 
tur  in  serie  rcsiduorum,  siquidem  baec  residua  nascantur  ex  divisionc  numerorum 
quadratorum  per  qucmpiam  numerum  primum. 

Demoiulrado.  Sit  enim  »  =  2^  +  1  divisor  primus,  atque  series  residuorum  sit  1,  a,  fl, 
y,  S,  etc ,  scries  autem  non-residuorum  sit  a,  b,  c,  d,  e,  etc.  Vidimus  autcm,  si  r  sit  non- 
residuum  quodcunque,  seriem  non-residuorum  hoc  modo  quoque  exhibcri:  r,  ur,  /Sr,  yr,  dr,  etc. 
Jam  productum  cx  duobus  quibuscunquc  horum  termioorum  ufir*,  constat  ex  duobus  factoribus  «/? 
et  rr,  quorum  uterque  in  serie  residuorum  continctur,  quia  omnia  quadrata,  ae  propterea  ctiam  rr 
ibi  occurrunt;  unde  perspicuum  est,  productum  cx  binis  quibusque  non-residuis  in  scrie  residuorum 


52.    CoroBL  L    Ut  igitur  productum  ex  duobus  rcsiduis  dat  residuum,  ita  quoque 

Sed  productum  ex  residuo  et 


53.  Coroll.  2.  Hinc  ctiam  sequitur,  uti  rcsiduum  per  residnum  divisum  dat  residuum,  ita 
quoque  non-residuum  per  non-residuum  divisum  dare  residuum.  Verum  residuum  per  non-resi- 
duum,  vel  vicissim  non-residuum  per  residutun  divisum  praebet  non-residuum. 

5k.  Coroll.  3.  Qucmadmodum  bina  non-rcsidua  invicem  multiplicata  residuum  producunt, 
ita  terna  non-residua  invicem  multiplicata  pracbebunt  non-residuum:  quaterna  vcro  non-rvsidua 
iterum  residuum  producunt,  at  quina  non-residuum,  et  sic  deinceps. 

55.  Definitio.  Complcmentum  residui  est  ejus  defectus  a  divisore,  ex  quo  est  ortum: 
sic  si  divisor  sit  =p  et  residuum  =r,  erit  complcmcntum  residui  =  p  —  r. 

56.  CorolL  1.  Quia  ratione  residuorum  omncs  bi  numeri  r,  p  r,  2p  ■+■  r,  ct  in  genere 
np  4-  r  pro  iisdem  habeotur ,  quicunque  numerus  pro  n  sumatur,  erit  eorum  complementum 
=  p  —  np  —  r,  unde  si  sumatur  n  =  l,  complementum  rcsidui  r  erit  =  — r. 

57.  CoroU.  %,  Si  n  sumatur  =  —  1 ,  residuum  r  etiam  per  r  —  p  exprimi  potest,  ita  ut 
sit  ncgativum.  In  divisione  enim,  si  quotus  nimis  magnus  accipitur,  ad  residua  negativa  pervenitor. 
Sic  residuum  affirmativum  r  aequivalebit  residuo  negativo  r  —  p. 

58.  CoroD.  3.  Si  sit  r >  {p,  tum  boc  residuum  negative  exprimi  potcrit  pcr  r—p,  quod 
erit  minus,  quam  \p.  Ita  si  expressiones  negativae  in  usum  vocentur,  omnia  residua  per  numcros 
exbiberi  poterunt,  semisse  divisoris  \p  non  majorcs.  Sic  pro  divisore  ^  =  23  habebuntur  hacc 
residua  per  numeros  non  majores,  quam  ^  exprcssa:  1 ,      9,  —  7,  2,  —  10,  3,  —  5,  —  11,  8,  6. 
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W.  CoroU.  4.  Similique  modo  non-recidua  etiam  per  numeros  ips»  ]/>  non  majorcs  cijii* 
beti  poterunt,  enmtque  pro  divisore  p  =  23  haec  non-residua:  5,  7,  10,  11,  —9,  —8,  -  tt, 

—  *>  — 3,  — 2,  — 1.  Unde  ai  p  =  2q-\-  1,  numerus  tam  residuorum,  quam  non-residuorum, 
erit  —  y,  neque  in  utraque  serie  occorrunt  nvmeri  majores,  quam  q. 

60.  Coroll.  3.  Si  hoc  modo  residua  exprimantur,  statim  patct,  utrum  cujuspiam  residui 
oomplementum  in  eadem  serie  residuorum  contineatur,  nee  ne.    Nempe  si  r  sit  residuino,  ertt 

—  r  ejus  complemeotum ,  et  vieisrfm  si  —  r  sit  residuum,  erit  +  r  ejus  coniplementum.  Quare 
nui  in  serie  residuorum  idem  numerus  bis  occurrat,  aflirmative  sciUcet  et  negative,  ejus  comple- 
mentum  in  serie  residuorum  non  continetur.  ; 

61.  Theoremai  U.  Si  in  serie  residuorum  l',  «,  /3,  y,  8,  etc,  quae  ex  divisione 
quadratorum  per  numerum  primum  p  =  2q-|-l  generantur,  unius  termini  occurrat 
complemcntum,  tum  simul  omnium  terminorum  complementa  in  eadem  serie 
occurrent. 

Demoturrsrflo.  Sit  r  id  residuum,  cujus  complementum  —  r  quoque  in  serie  1,  u,  /?,  y,  8,  etc. 
occurrat.  Cum  igitur  —  r  per  r  divisum  det  —  I,  in  eadem  serie  quoque  numerus  —  i  occurret: 
seu  valor  cujuspiam  litterarum  «,  /?,  y,  8,  elc.  erit  = —  1.  Quoniam  ergo  in  cadcm  scric  pro- 
ducta  ex  binis  tcrminis  simul  rcperiuntur,  ibidem  occurrent  termini  —  a,  — fj,  — y,  — 8,  etc. 
Cujusvis  ergo  rcsidui  complementum  simul  in  serie  residuorum  rcperictur,  siquidem  unici  tcrmini 


t,    Si  ergo  unici  termini  r  complcmcntum  —  r  ii 

hujus  seriei  bis  occurret,  primo  scilicet  aflinnativc,  tum  vero  etiain  negative. 
In  serie  nempe  residuorum  1,  «,  /i,  y,  8,  etc.  etiam  continebuntur  termini  —1,  — «,  — 
—  y,  —  8,  etc 

63.  CoroU.  *.  Cum  igitur  hoc  casu  in  serie  residuorum  quilibet  terminus  bis  occurrat, 
numerus  omnium  terminorum  necessario  erit  par.  At  numerus  omnium  tcrminorum  est  =q,  ergo 
nisi  sit  q  numerus  par,  fieri  nequit,  ut  complementa  residuorum  simul  in  seric  residuorum 
contincantur. 

6*.  CorolL  a.  Si  igHur  q  eat  numerus  impar,  puta  q  —  2n-\-  I ,  ita  ut  sit  p  =  hn  -f  3, 
in  serie  rcsiduorum  nullus  plane  occurrit  numerus,  cujus  complementum  simul  in  ea  seric  conti- 
neatur.  Omnia  ergo  complemeota  hoc  casu  in  seriem  non-residuorum  ingredientur,  eritque  utrinque 
termiuonun  numerus  impar  =  q  =  2n  -f- 1- 

65.  SchoUon.  Hine  ergo  summum  discrimen  aguoscitur,  quod  infer  numeros  primos  p=2q  -f  I 
t,  prout  q  fuerit  numerus  par,  vel  impar:  cum  posteriori  casu  certo  sciamus,  nullina  residui 
in  reakUomm  serie  contineri.  Quodai  ergo  priori  casu  ponamos  q  =  2n,  posteriori 
9=2n  — 1,  illo  casu  erit  numerus  priaras  /»=%n+l,  hoc  vero  p  =  *n  —  1;  unde  patct, 
omnes  numeros  primos,  btoario  eicepto,  vel  unitate  superare  multiplum  qnaternarii,  vel  unitate  ab 
09  deficete;  jtaqne  duas  obtineraus  numerorum  classes,  quaruin  altera  in  forma  »n  -j-1,  altera  in 
forma  Kn  —  1,  continetur.    Prioris  classis  *n-r-l  sunt  ergo  numeri  primi:  5,  13,  17,  29,  37,  VI, 
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53,  61,  73,  89,  97,  ete.,  posterioris  varo  classis  —  1  hi:  3,  7,  11,  19,  23,  31,  V3,  *7,  59, 
67.  71,  79,  83.  De  numerh  primis  elassis  prioris  Fermatius  olim  pronuneiavit,  singulos  esse 
al?Rr<>?a*a  duorum  qaadratorum,  cujus  theorematis  veriUtem  nuper  tandem  post  plures  ronatus 
demoostravi.  De  oumcris  autem  posterioris  classis  facile  ostenditur,  nullum  corum  ossc  summam 
duomm  quadratorum;  quin  etiam  mox  demonstrabo,  ne  quidem  summam  duorum  quadratorum 
a#  +  66  exbiberi  posse,  quae  sit  per  ejusmodi  numerum  primum  p  =  Kn — 1  dirisibiiis,  nisi 
utrumque  qnadratum  oa  et  66  seorsim  per  eum  divisibile  eiisUt.  De  bis  Umen  nomeris  Fer- 
matius  alGrmarit,  singulos  vel  esse  trium,  vel  quatnor  qoadratorum  aggregaU;  iU  videmus  esse 
3=1  +  1  +  1,  7=1  +  14-1  +  k,  11  =  1-1-1+9,  19=1+9  +  9,  23=H-*+9+9, 
31  =  *  +  9  +9  +  9  =  1  +  1  +  *  +  25,  etc  Verum  nuilum  esistere  bujiumodi  numerum,  qui 
non  ad  minimum  in  quatuor  quadraU  resolri  possit,  etsi  Fermatius  ejus  demonstrationem  sc 
invenisse  sit  professus,  Unien  nusquam  eam  publicavit,  iU  ut  cum  ipso  penitus  interiisse  vidratur, 
neque  deinceps  quisquam  inventus  est,  qui  banc  demoiistrationem,  quae  in  analysi  Diophantea  et 
universa  oumerorum  scientia  nuuimi  est  moroenti,  reperire  potuerit  Equidem  hic  deinonstrabo, 
quocunque  proposito  numero  primo  formae  kn —  1,  sempcr  .summam  quatuor  quadratorum,  quin 
etiam  trium,  exhiberi  posse,  quae  per  eum  sit  dtvisibilis.  Cum  igitur  etiam  demonsurari  queat,  pro- 
ducU  ex  duobus  numcris,  quorum  uterque  est  sumina  quatuor  quadralorum, 
«ggreg»*»,  n°n  procul  a  demonstratione  desideraU  abesse 
t,  ut  demonstretur,  si  summa  quatuor  quadratorum  fuerit  divisibilis  per  numenun,  qui 
sit  summa  quatuor  quadratorum,  quotum  quoque  certo  fore  summam  quatuor  quadratorum. 

66.  Theorema  IX.  Si  omnia  quadrata  per  numerum  primum  =  kn — 1  dividan- 
tur,  indeque  oriatur  series  residuorum  1,  «,  y,  </,  etc.  nullius  residui  comple- 
mentum  simul  in  bac  serie  residuorum  continebitur. 

Demonatrntio»   Omnia  residua 

i,  «,       y,    S  y 

resulUnt  ex  divisione  liorum  quadratorum: 

i,  V,  9,   16,  25  (2n-  l,* 

per  numerum  primum  *n— 1.  Numerus  ergo  horum  rcsiduorum  est  =  2n  —  I,  ideoquc  impar. 
At  si  unius  residui  «  coraplemeotum  p  — «  seu  —  «  in  cadem  serie  exUrct,  tum  simul  omnium 
residuorum  compIemenU  ibidem  occurrere  deberent,  sicque  cum  unumcunqne  residuum  bis,  nempe 
cum  signo  +  et  cum  signo  —  adesset,  numerus  residuornm  esset  par.  Quare  cnm  sit  impar, 
fieri  nequit,  ut  vcl  unici  residui  complementum  simul  in  eadem  residuoram  aerie  contineatnr. 

67.  Coroll.  1.  Si  ulttmus  seriei  raiduorum  tcrminus  ponatur  =  v,  quia  oritur  ex  quadrato 
2«  —  l)»=»nn  —  \n\  1  per  kn  —  i  diviso,  erit  residuum  /<  =  —  3«  +  1  =  n, 
«  — 1.    Ergo  ejus  complementom  — n  seu  3n  —  1  in  serie  residuorum  non  reperitt 
ergo  —  n  seu  3n—  1  certo  erit  in  serie  non-residuorum. 

€8.   CoroIL  *.   Cum  mp  —  n  seu  m(*n— I)  — n  omnes  ntnneros  compleeutur,  qui  per 
»n— 1  divisi  residuum  dant  — n,  patct  nullum  horum  numerorum  m(*n—  1)— n  seu  ~\mn—m—n 
quadratum. 
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6&.    Coroll.  8.   Cum  ia  Serie  residuoruna  occurraat  aumeri  quadrnti  I,  k,  B,  16,  etc.  in 
certe  non  oocurrent  eorum  complemonta  —  I,  . —  k,  — 9,  —  16,  etc,    Nuineri  ergo  qua- 
drati  signo  —  afiecti  in 


70.  Theorema  13.  Non  datur  summa  duorum  quadratorum,  quae  sit  divisibilis 
per  numerum  primum  formae  kn — 1,  nisi  utrumque  quadratum  seorsim  per  eundem 
sit  divisibile:  seu  noo  datur  summa  duorum  quadratorum  inter  se  primorum  per 
oumerum  primum  kn  —  1  divisibilis. 

Demonnrratlo.  Ponamus  enim  sununam  duorum  quadratorum  aa-\-bt>  csse  per  numenim 
primum  kn  —  1  divisibilem,  neque  tamea  vel  aa  vel  66  seorsim  esse  per  kn  —  1  divisibile.  Sit 
ergo  r  residuum,  quod  in  divisione  quadrati  aa  per  kn  —  1  relinquitur,  et  s  residuum  ex  divisione 
66  ortum;  atque  tam  r  quam  $  in  serie  residuorum  i,  «,  J,  y,  «5,  etc.  occurret  Jam 
aa  +  66  per  kn  —  1  divisa  relinquit  residuum  r-\-s,  quod  cum  per  hypothesin 
esse  debeat  =  divisori  kn —  1,  erit  t  =  kn —  1  ■ — r,  scu  s  =  —  r,  ideoque  *  erit  complementum 
residui  r.  Quare  si  r  in  serie  residuorum  contineatur,  ejus  complementum  *  in  ea  certe  noo 
occurret:  unde  sumto  quadrato  quocunque  aa,  nullum  datur  aliud  quadratum  66  ejusmodi,  ut  summa 
aa  -f-  66  fiat  per  numerum  primum  kn —  1  divisibilis,  nist  ipsum  quadratum  aa  per  se  sit  divisibile 
per  kn —  I;  quo  casu  etiam  66  per  kn —  I  divisibile  esse  debet.  Nulla  ergo 
rum  qoadratorum  inter  se  primorum,  quae  sit  per  numerum  primum  kn —  1 

71.  Coroll.  I.   Non  ergo  datur  bujusmodi  formae  aa-\~  1  numerus,  qui  sit  per 
primum  kn—  1  divisibilis.    Ad  boc  cnim  opus  essct,  ut  residuum  ex  quadrato  66 
=  —  1 ,  quod  autem  in  serie  residuorum  non  existit. 

72..  CorolL  3.   Cum  summa  duorum  quadratorum  aa  -f  66  per  nullum 
formae  kn—i  sit  divisibilis,  etiam  per  nullum  numerum  compositum p,  qui  factorem  prin 
formae  *n  —  1 ,  erit  divisibitis;  si  enim  per  hunc  numerum  p  esset  divisibilis,  ctiam  per  ejus 

factorem  kn  —  i  divisibilis  foret. 

_  ... 

73.  Theorema  M.  Sive  numerus  —  t  ait  primua,  sire  compesitus,  nulla 
datur  summa  duorum  quadratorum,  inter  se  primorum,  per  eum  numerum  kn  —  1 
divisibilis. 


Si  enim  numerus  kn  —  1  sit  primus,  jam 
At  si  \n—  1  non  sit  numerus  primus,  erit  productum  ex  aKquot  y ■■>■■. , 

ribus,  cum  ipse  numerus  kn  —  1  sit  impar.  Omnes  autem  numeri  primi  sunt  vel  formae  km-\-  1, 
■fel  \m  —  1 :  sed  omnes  factores  numeri  kn^-  1  esse  nequeunt  formae  ^m-f^  l?  -qHWcunque  enim 
numeri  hujus  formae  km  -\-  i  in  se  inviccm  rourtiplicentor ,  productutn  semper  erit  numrrus  formae 
tit+l,  seu  unitate  excedet  multiplum  quaternarii.  Quare  necesse  est,  ut  numerus  hn  —  t 
ad  mlnimum  habeat  factorem  primum  fornwe  4m— ■!,  et  quia  per  talesn  aumernm  primum 
duorum  quadratorum  inter  se  primorum  est  divisibilis,  oulla  etiam  datur,  ouae  per 
kn  ~"  1  esset.  divisibilis.  ■ 
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74.  CoroD.  1.  Cum  nulla  detur  surama  duorum  quadratomm  inter  se  primorum  pcr 
numcrum  %n—  1,  rive  rit  primus,  sive  compoaitua,  diviribilis,  multo  mmus  numerui  Vn —  f 
ipse  crit  summa  duorum  quadratorum.  Si  enim  esaet  Vn — 1=00  +  66,  utrumque  quadratum 
aa  et  66  seorsim  per  Vn — I   divisibile  esse  deberet,  quod,  cum  utrumque  sit  minus  quam 

—  I,  ficri  nequit. 

75.  SctioUon.  Nullum  numerum  formae  \n—  1  esse  posse  summam  duorum  quadratorum, 
etiam  facillime  hoc  modo  ostenditur.  Si  enim  numerus  Vn  —  I  esset  summa  duorum  quadratorum, 
alterum  csse  deberet  par,  alterum  impar.  At  omnia  quadrata  paria  sunt  numeri  hujus  formae  V/*, 
ct  omnia  quadrata  imparia  numeri  hujus  formae  kg-\-i.  Summa  ergo  duorum  quadratorum,  quo- 
rum  altcrum  esl  par,  alterum  impar,  erit  numerus  formae  \  f  +  kg -\- t ,  seu  Vn -r- 1  ;  ergo 
numcrus  fonnac  Vn  —  1  non  potest  esse  summa  duorum  quadratorum. 

76.  CoroUL  *.    Nullus  etiam  numerus,  qui  factorem  habet  forlhae  Vn — 1,  potest  esse 

Vn —  1,  foret  divisor,  quod  fieri  ncquit. 

77.  CorolL  3.  Multo  ergo  minus  hujusmodi  numerus,  qui  factorem  habet  Vn  —  1 ,  csse  potest 
summa  duorum  quadratorum  inter  se  primorum.  Ita  imposribile  est,  ut  rit  m  (V«  —  1)  =  aa  +  66, 
si  quidem  a  et  6  siot  numeri  inter  se  primL 

78.  Theorema  1.3.  Nullus  numerus  in  hac  forma  Vmn  — m —  n  contcntus,  qui- 
cunque  numeri  pro  m  et  n  capiantur,  unquam  esse  potest  quadratum. 

Demoiutratto.  Cum  nullus  numerus,  qui  factorcm  habct  Vn —  I,  esse  queat  summa  duorum 
quadratorum  inter  se  primorum,  seu  quae  praeter  unitatem  nullum  habcant  communem  divisorem, 
sequitur  fieri  non  posse,  ut  sit  (Vm — t)(Vn — l)  =  l-|-ao.  Ergo  non  erit  I6mn — Vm  —  kn—aa: 
unde  ne  cjus  quadrans  quidem  Vmn  —  m  —  n  unquam  quadratum  esse  potest. 

79.  Theorema  16.  Si  in  scric  residuorum  1,  a,  /J,  y,  H,  etc,  quae  ex  divisione 
quadratorum  per  uumerum  quemcunque  p  resultant,  cujuspiam  residui  complemen- 
tum  in  eadem  serie  residuorum  occurrat,  tum  duo  quadrata  exhiberi  poterunt,  quo- 
rum  summa  sit  per  eundem  numerum  p  divisibilis,  etiamsi  neutrum  soorsim  per  p  sit 
divisibile. 

Deinonstratlo.  Praebeat  quadratum  oa  reriduum  —  r,  quadratum  autcm  66  rrsiduum  =  —  r, 
seu  p  —  r,  qood  illius  ost  compkmentum,  ita  ut  r  ait  id  reriduum,  cujus  complemcntura  simul  in 
serie  residuonim  coutincatur.  Jam  manifestum  est,  •ummam  horum  quadntorum  aa  +  66  fore  per 
mimcrum  p  divisibilem. 

80.  CoroU.  I.  Si  p  sit  numerus  primus,  statim  atque  unius  residui  complementum  in  serie 
residuorum  occurrit,  etiam  singulorum  residuorum  compiemeuta  ibidem  inerunt.  Somto  ergo  qua- 
dralo  quocunque  aa,  cojus  residuum  sit  =r,  dabitur  aliud  xx,  cujus  residuum  crit  =  —  r,  ita 
ut  x  rit  uon  majus,  quam  -fp  atque  summa  ou  +  xx  erit  per  p  divistbibs. 

81.  Coroll*  S.  Si  igitur  detur  summa  duorum  quadratorum  aa  +  66  per  numerum  primum 
p  divisibilis,  quia  reriduorum  ex  <ut  et.  66  ortorum  alterum  alterius  cst  complementum;  residui  ex 
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82.  CorolL  8.  Ex  praecedentibus  aatem  patct,  hunc  casum  locum  obtinere  non  posse,  neque 
si  p  sit  numerus  formae  kn  —  I ,  ncque  si  p  saltem  habeat  factorem  hujus  formae:  quia  neutro 

datur  summa  duorum  quadratorum  per  p  divisibilis,  quae  quidem  quadrata  sint  intcr  se  prima. 

83.  CoroIL  4.   Wulii  ergo  alii  numeri  primi  relinquuntur,  ad  quos  theorema  boc  accom- 
queat,  nisi  qui  contineantur  in  bac  forma  kn-\-  i. 

8*.  SchoUon.  An  autem  omnes  numeri  primi  formae  in  -f  I  hanc  habeant  proprietatem, 
ut  io  seriebus  residuorum  inde  ortis  cujusque  termini  conbplementum  simul  ibidem  reperiatur,  hic 
nondum  est  demonstratum,  neque  desperandum  videtur,  quin  ex  his  iisdem  principiis  demonstratio 
elici  queat,  etsi  nondum  mihi  quidem  eo  pertingere  licuiL  Series  autem  rcsiduonun,  cx  simplicio- 
ribus  numeris  primis  hujus  formae  ortae,  sequenti  modo  se  habent,  ubi  quidem  residua,  semisse 
cujusque  numeri  majora,  per  numeros  negativos  exhibere  visum  est,  quo  facilius,  quacnam  sint  alio- 
nun  complementa,  appareat: 

%  5{i,  -1};     13  jt,  k,  —  *,  3,  -I,  -3);     17  {  I,  k,  -  8,  -  I,  8,  2,  -  2,  -  V  | ; 

29{i,  *,  9,  -13,  7,  -9,  6,  -6,  13,  5,  -1,  -5,  -7); 

37  {1,      9,  16,  -12,  -i,  12,  -10,  7,  -II,  10,  —V,  -16,  II,  3,  -0,  -7,-9}. 

In  his  igitur  seriebus  perspicuum  est  cujusque  termini  complementum  simul  in  iis  occurrere.  Quod 
autem  hoc  necessario  eveniat,  si  divisor  sit  numerus  primus  formae  demonstratio  directa 

adhuc  desideratur,  quae  hoc  modo  institui  debere  videtur.  Prodeat  ex  numoro  primo  ±n-\-  1  haec 
series  residuorum  1,  u,  /i,  y,  d,  etc.,  quorum  terminorum  numerus  est  2n,  jam  si  quis  neget  borum 
tenninoTum  complementa  simul  iu  eadem  serie  contineri,  is  dicere  debet,  omnia  complementa  —  I, 
—  a,  —  /3,  — y,  —  3,  etc.  seriem  non-residuorum  constiUwre;  quorum  terminorum  numerus  cum 
sit  =  2n,  sequeretur,  nulla  alia  praeterea  dari  non-residna,  quare,  si  assignari  posset  quispiam 
numerus,  in  serie  non-residuorum  contentus,  qui  non  esset  comptementum  cujuspiam  termini  in  serie 

^  i  -  ?  J  ■!■  _■_._____»__  ^____  ^  —._■_. _  H  _fk  __h      n  i  ■  __  _»      m9      _l  f .  u  w. a  —i  i  ^  f.  ra  _■     a        1«  __■  k>_  _■_  a_b___. S  J  —  -i-  ^A^____.___*  m     _J  __  —  *  J_  ■  _i  —  *  -  -  A      ■■    *  ,B  _■— - 

residnorum  occuiTere.    lioc  ergo  si  uemonsimn  posset,  i.anereiiir  <le  monstratio  aesinersta,  et  quiuem 

formae  Kn  +  1  esse  siunmam  duonim  quadratorum:  quare  si  sit  kn  -f  I  =«4-66,  residuorum  ex 
his  quadratis  aa  et  bb  ortorum  alterum  alterius  erit  < 
residui  complomcntum  simul  tn  serie 


85.  Theorema  17.  Si  in  serie  residuorum  I,  o,  y,  H,  etc,  quae  ex  divisione 
quadratorum  per  numerum  quemcunque  p  oriuntur,  occurrat  terminus,  qui  sit  com- 
olementum  tummae  duorum  aliorum  terminorum,  tum  summa  trium  quadratorum 
exhiberi  potest  per  numerum  p  divisibilis,  ita  ut  nullius  quadrati  radix  major  sit 
Su_am  f 
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r  et  t  residua  ex  duobus  quadratis  aa  et  66  oriunda, 

run  I,  «,       y,  *5,  etc  reperiatur,  dabitur  quadratum  ct  <  {pp ,  quod  per  p  divtsum  relioquet 

—  r  —  i;  sicque  manifestum  erit,  summam  horum  trium  quadratorum  aa  +  bb  -\-cc  fore  per  nume- 
rum  p  divisibilcm;  neque  horum  quadratorum  ullum  majus  esse,  quam  {pp. 

86.  CoroU.  I.  Si  igitur  in  serie  residuorum  I,  a,  tJ,  y,  d,  etc.  occurrat  aliquis  ex  his  numeris: 

—  2,  —t—a,  —  2«,  —  I  —J,  —  «  —  ,*,  —  2.3,  —  1  —  y,  —  «—  y,  —  ,1  —  y,  —  2y, 

—  I  —  !f,  —  u  —  H,  etc.  semper  sumtna  trium  quadratorum  exhibcri  potest  per  numerum  p  divisibilis. 

87.  Coroll.  9.  Alque  si  p  sit  numerus  primus,  singulorum  horum  quadratorum  radices 
a,  b,  e,  cum  sint  minores,  quam  erunt  numeri  ad  p  primi,  ideoque  etiam  ipsa  quadrata,  ac 
nisi  ipsa  baec  tria  quadrata  fuerint  prima  inter  se,  sed  communem  babeant  divisorem  quadralum, 
quia  bic  necesserio  est  ad  p  primus,  per  eum  quadrata  illa  reducentur  ad  minora  et  prima  inter  se, 

pariter  per  p  erit  divisibilis. 

88.  CoroU.  3.    Si  in  serie  rcsiduorum  singulorum  lerminorum  compkmeaU  simul  insint, 

assignari  potest  per  numerum  p  divisibtlis.  Quando 


aa  4. 66  contineatur  in  forma  aa  +-  66  -f  ec. 

sit  per  numerum  p  divisibUis.  Verum  si  sununae  binorum  vel  ternorum  residuorum  capiantur,  tot 
prodeunt  numeri  diversi,  ut  satis  manifestum  videatur,  eorum  omnium  complementa  in  serie  non- 
residuorum  contineri  non  posse. 

90.  Ttae«>r«'nta)  18.  Proposito  quocunquc  oumero  primo  p,  si  non  duorum  qua- 
dratorum  inter  se  primorum  summn  per  eum  divisibilis  exhiberi  potest,  certo  semper 
summa  trium  quadratorum  per  eum  divi&ibilis  as&ignari  potost,  ita  ut  non  singula 
per  p  sint  divisibilia.  .  , 

Sit  1,  a,  0,  y,  8,  *,  etc  series  rewduorum  ex  divisioae  quadratoruui  per 
p  orta.   Jam  in  hac  serie  vel  occurrit  —I,  vel  oon  occurrit.  Si 

dooram  quadntonun  per  p  divisibilis  datur.  Sin  autem  —  1  noq  in  serie  residuorum  con- 
tineatur,  in  serie  non-residuorum  rcperietur,  ubi  simul  complemcnta  omoium  residuomm  occurrent: 
hoc  ergo  casu  nulla  dabitur  summa  duorum  quadratorum  per  nunierum  p  divisibibs;  uisi  utrumque 
seorsim  divisorem  admittat.  Dari  antem  his  casibus  sununam  trium  quadratorum  pcr  numerum  pri- 
mum  p  divisibilem,  ita  ostendo.  Primo  notetur,  si  quis  numerus  r  in  scric  residuorum  occurrat, 
ejus  complemcntum  —  r  certo  in  serie  non-residuorum  csse,  et  vicissim,  si  r  sit  non-reslduum, 
certo  fore  —  r  residuum.  Ponamus  jam  negari,  ullam  dari  summam  trium  quadratorum  per  p 
divisibilem;  et  quia  in  scric  residuorum  primo  adcst  numcrus  t,  numerus  -2  ibidem  non  occurret, 
(alias  enim  daretur  summa  trium  quadratonun  per  p  divuibilis,  contra  hyp.)   Occurret  igttur  —  9 
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in  serie  nou-residuorum,  ac  proptcrea  numerus  -f  2  in  serie  rMiduorum.  Jam 

4-3  residuum.  Eodem  modo  ex  reakiuis  1  et  3  concjuditur  fore  —  V  non-residuum,  ac  proinde 
4-*  residuun.  Atqne  in  genere  si  restduum  quodcunque  sit  r,  debcbit  — r —  1  esse  OOJl-residuura, 
hincque  1  -\- r  foret  residuuro.  hx  hac  crgo  hypothesi  sequitur,  omocs  pbne  numeros  1,  2,  3,  V, 
5,  6,  etc  ,in  serie  residuorum  contineri,  sicque  nullos  plane  numeros  pro  serie  non - residuorum 
relinqui,  quod  cum  sit  absurdum,  concludere  debemus  dari  utique  trium  quadratorum  summam  per 
numerum  primum  p  divisibilem,  quorum  quidem  nullum  seorsim  sit  per  p  divisibile.  Quae  si  forte 
non  fuerint  prima  inter  se,  per  eorum  maximum  communem  divisorem  ad  priraa  deprimi  poterunt, 
quia  maximus  oommuaia  divisor  qnadratorum  certo  est  qindratus. 

91.   Coroll.  1.   SimiU  ratioclnio  evincitur,  multo  magis  repugnare,  si  quU  negaret,  dari 

primo  p,  semper  dabitur  «unma  quatuor  quadratorum  per  eum  divisibUis. 

tria  illa  quadrata  aa,  66,  cc,  quorum  summa  aa  +  66  4-  cc  est  per  p  divisibilis,  singula  enmt 
minora,  quam  \pp.  Hinc  crg*o  erit  aa  -\-  66  -+-cc  <C  \pp,  unde  quotus,  qui  cs  divisione  bujus 
aggrcgati  aa  -\-  66  -)-  cc  per  p  oritnr,  erit  <  £p. 

93.  Theoremo  10.  Si  snmma  quatuor  quadratorum  per  sumtnam  quatuor 
qnadratorum  dividatur,  quotus  erit  quoque  summa  quatuor  quadratorum,  saltem 
in  fractis. 

Dcmonntratlo.  Sit  aa  4  66  4-  cc  4-  dd  summa  quatuor  quadratorum,  quae  dividenda  sit 
per  hanc  summam  quatuor  qnadratorom  pp  4  qq  4-rr4-  *$,  ent  quotus  +  V 

sive  sit  numeras  integer,  sive  fractus,  semper  in  quatuor  quadrata  saltem  in  fractis  resolvi  potest. 
Multiplicemus  enim  nmneretorem  et  denominatorem  per  pp  4-  7?  4"  rr  +  **,  ut  denominator  fiat 
quadratus,  erit  quotu,  iste  ^^±±^+^L±ttj^S  q-od  «  jam  numerator  in  quatuor 
quadrata  resolvi  queat,  ipsa  fractio  aequabitur  aggregato  quatnor  quadratorum.  At  numerator  plu- 
ribus  modis  in  quatuor  quadrata  resolvi  potest;  si  enlm  ponatur 

(aa  +  66  +  cc  +  **)  (PP  +  99  +  rr  4-  *)  =  «n 4- TT  +  «  +  w,. 

erit 

|  qui  quatuor  nnmeri,  si  singuii  divkiantur  per  couununem  deaominatorem 
y  —  aq  —  6p  _t  c*  -p  or  (  , 

)  pp  4  qq  4-  rr  4  «,  dabunt  radices  quatuor  quadratorum,  quorum  ! 

2  '  ~  <W  _j.  0_?  ■ CD  ____!  QC7  l 

'      I  aequaUir  quoto  proposito. 

v  =  as  ±  br  +  cq  —  dp> 

Ntsi  igitur  hi  numeri  cc,  y,  z  et  i/  sint  divisihiles  pcr  pp  4  99  4-  rr  +  ** ,  saltcm  in 
pftt-r  quadrata,  quorum  summa  aequahs  est  quoto  „  + 
9t.   Coroll.  l.  Quae  hic  de  quatoor  quadratoram  summis  sunt  demonstrata,  etiam  ad 
i,  vel  etiam  doorum  pateut.  cum  nihil  impediat,  quominus  unus,  vel  duo  ex  numeris  a,  6,  c,  d 
•tjU  q,  r,  i  sint  aequajes  nihilo. 
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ei 

primi 

vel  ctiam 

quadratorum  aa  66  -+  «  -f  dd  fuerit  divisibilis  per 
PP  +  9:7 -H  rr  +  **,  tum  quotum  non  solum  in  fractis,  sed  etiam  in 
integris,  esse  sununam  quatuor  quadratorum,  est  tbeorema  elegantissimum  Fertnatii,  cujus  demon- 
stratto  cum  ipso  nobis  est  erepta.  Fateor,  me  adhuc  hanc  dcmonstrattohem  invenire  non  potuisse, 
verumtamen  hinc  via  aperitur  ad  thcorema  sequcns  demonstrandum ,  quo  quilibet  numeros  summa 
quatuor  quadratornm,  vel  pauciorum  asseritur;  casu  sdliccl,  quo  quadrata  fracta  non  cxcluduntur: 
etsi  enim  hoc  theorema  in  integris  quoque  semper  verum  sit,  tamen  non  paroi 
videor,  quod  id  semota  quadratorum  integrorum  ratione  demonstraverim.  Cum  cmm  < 
adhoc  post  Fermatiunf  sit  frustra  indagata,  me  proxime  ad  hunc  scopum  pcrtigiiae  arbitror. 

»7.  Theorcma  *0.  Omnis  numerus  est  summa  quatuor  quadratorum,  vel  etiam 
pauciorum,  siquidcm  quadrata  fracta  non  excludantur.  .  ; 

DemoiMtrotlo.  Theorema  hoc  quidem  verum  est,  etiamsi  quadrata  fracta  cxcludantur; 
Fermatius  enim  affirmat,  omnem  numerum  intcgrum  esse  aggregatum  ei  quatuor  quadratis  intcgris, 
vel  etiam  paucioribus,  ego  autem  fateor,  me  banc  demonstrationem  nondum  invenirc  potuisse;  dabo 
ergo  demonstrationem  pro  casu,  quo  quadrata  fracta  non  excluduntur.  Jam  notavi  hanc  demon- 
strationcm  tantum  ad  numeros  primos  rcduci,  dc  quibus  crgo  sufficit  theorema  demonstrasse.  Quo- 
niam  igitur  novimus,  numcros  primos  minores,  ut  2,  3,  5,  7,  11',  13,  etc.,  otnnes  in  quatuor,  vel 
pauciora  quadrata  resolvi  posse,  si  qtiis  id  dc  sequentibus  neget,  ei  diccndum  est,  dari  aliquem 
numerum  primum  minimum,  qui  non  sit  surama  quatuor  pauciorumve  quadratorum.  Sit  p  iste 
numerus  prhnus,  ita  ut  omnes  numeri  primi  ipso  minores,  hincquc  ctiam  omnes  compositi  certo  sint 

Jam  pcr  thcorcma  praecedens  datur  summa  trium  qua- 
i,  quac  sit  aa  +-  66  cc  divisibilis  per  numerum  istum  p,  ita  ut  singula  liaec  quadrata  sint 
\pp;  nnde  eril  aa  +  66  +  cc  <  \pp.  Quotus  ergo  M  +  l*  +  cr  erit  miDori  quam  tpt 
qui  cum  idcirco  minor  sit,  quam  p,  certe  crit  summa  quatuor  pauciorumve  quadratorum;  sit 
«+rr+«  +  w  W«  q«ot«*.  «»*  P  =  ^^4r~^'  Ukwpt  ipsc  numcrus  p  erit  summa 
quatuor  pauctorumve  quadratorum,  quae  tn  fractionibus  etiam  assignari  possunt.  Cum  igitur  inter 
numeros  primos  non  detur  minimus,  qui  in  quatuor  vel  pauciora  quadrata  dispertiri  nequeat,  nullus 
prorsus  datur  numcrus  primus,  qui  non  esset  aggrcgatum  qualuor  pauciorumvc  quadratorum,  quod 
cum  certum  sit  de  numeris  primis,  etiam  valcbit  dc  omnibus  numeris  compositis,  ideoque  dc  omni- 
bus  omnino  numeris,  ita  ut  nullus  omnino  dctur  numcrus,  qui  non  sit  summa  quatuor  pauriorumve 


98.   Coroll.  I.   Cum  omnis  numerus  intcgcr  sit  summa  quatuor  paucioramve 
eadem  proprieUs  etiam  ad  omnes  numeros  fractos  patet    Sit  enim  proposita  fractio 
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—  ■>  quae  transformetur  in  —  •    Jam  sit  mn  =  —  -4-     -I-  —  -4-  —  ,  critquc 

n        1  nn  pp       qq        rr       ts  ' 

mii  m_           aa  bb  cc  dd  . 

nn        n         nnpp       nntfl    '   nnrr    '  nms' 

ideoquc  omnis  numerus  fractus  crit  summa  quatuor  pauciorumvc  quadratorum. 

99.  CorolL  9.  Quoniam,  si  AV  rwsotutionc  numerorum  fractorum  in  quadrata  senno  e*4 
conditio  illa  quadratorum  integrorum  sponte  evanescit,  tbcorema  in  laliori  scnsu,ita  acceptum,  ut 
omnes  planc  numcros,  sive  integros,  sive  fraclos,  in  quatuor  vel  pauciom  quadrata  resolubiles  dica- 
mus,  sine  ulla  restriclione  rigidc  dcmonstravi. 

100.  Schollon.  Cum  igitiu*  Fcrmatius  aflirmassct,  omncm  numcrum  intcgrum  csse  summam 
vel  quatuor  vel  pauciorum  quadratorum  intcgrorum:  nunc  quidcm  hoc  est  demonstratum  de  qua- 
dratis  in  geuere  spectatis,  fractis  non  exclusis.  Quare  ul  Fermatio  satisliat,  supcrest  ut  demon- 
stremus,  qui  numerus  integer  in  qualuor  quadrata  fracta  resolvi  qucat,  eiindem  quoque  in  quatuor 
vel  pauciora  quadraU  iutegra  resolvi  posse.  In  analysi  quidem  Diophanlca  pro  certo  assumi  solet, 
nullum  numerum  inU>grum  in  quakior  quadrata  fracta  dispertiri  posse,  nisi  ejus  rcsolutio  in  qualuor 
quadrata  integra  vel  pauciora  constet:  quod  crgo  si  dcmonstrationc  essct  confirmatum,  nihil  foret 
amplius  desiderandum.  Vcrum  nusquam  adbuc  ejusmodi  deroonstrationem  invcni.  Quod  aiitcm  ad 
theorema  latissime  patcns  attinnt,  bis  verbis  conceptum: 

Omnem  numerum  we  integrtim  sive  fraetum  esse  summam  quatuor  pauciornmvc  qtmdratorum , 
ejus  demonstrationem  bic  tradidi  ita  rigorosam,  ut  in  ea  nihil  planc  desiderari  queat:  hocque  ipso 
non   contemncndam  partem  dcmonstrationum  Fermatianarum  deperdiiarum  mihi  cquidem  videor 
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XVI. 

Demoiistratlo  theoreinatis  clrca  ordineni  tn  sunimis  divisorum 

observatnm. 

(N.  Commeul.  V.  1754  —  B5.  p.  75.) 

Jam  ab  aliquo  tempore  incidi  in  theorema,  quo  natura  numerorum  non  mediocriter  illustrari 
est  visa,  cum  in  eo  ordo  contineatur,  quem  summae  divisorum,  ex  numcris  serie  naturali  proceden- 
tibus  ortae,  inter  se  tencnt.  Ostendi  enim,  si  singulorum  numerorum  naturalium  1,  2,  3,  k,  5,  6, 
7,  8,  etc.  omnes  divisorcs  in  unam  summam  colliganlur,  liaecque  divisorum  summae  in  seriem 
disponantur,  quae  erit 

1,  3,  k,  7,  6,  12,  8,  15,  13,  18,  12,  28,  IV,  2V,  2V,  31,  18,  etc. 

hanc  seriem  esse  recurrentem,  cjusque  singulos  terminos  ex  praecedentibus  secundum  quandam  scalam 
relationis  detcrminari.  Atque  hic  ordo  non  solum  ideo  maxime  notatu  dignus  est  visus,  quod  vix 
quisquam  suspicatus  fuerit,  hanc  scriem  certae  cuipiam  legi  esse  adstrictam,  scd  etiam,  quod  istius 
ordinis  nullam  demonstrationem  iirmam  mihi  quidcm  tum  temporis  reperirc  licuerit,  etiamsi  pluribus 
modis  rem  tcntaverim.  Perductus  quidem  fui  ad  hujus  ordinis  observationem,  dum  sequentem 
formulam  in  infinitum  productam  sum  contcmplatus: 

*  =  (1  —  x)  (1  —  x1)  (1  —  x»)  (1  —  x*;  (1  —  xl)  (1  —  x*)  (1  —  x')  etc. 
c\  cujus  evolutione  per  inductionem  conclusi  fore 

s  =  1  —x  —  x1-^-x*-|-x,—  x'*  —  »"-(-x"+  xM— x*'— x404-etc, 
ubi  exponentium  ipsius  x  ordo  eorum  difTerentiis  sumcndis  fit  manifestus;  crit  cnim  series  diffe- 
rentiarum  1,   1,  3,  2,  5,  3,  7,  t,  9,  5,  11,  G,  13,  7,  15,  8,  etc.    Lxcerptis  enim  terminis 
alternis  patet,  hanc  seriem  esse  permixtam  ex  serie  numerorum  imparium,  et  ex  serie  numerorum 
omnium  integrorum.    Verum  quod  sit  secundum  hanc  legem: 

»  =  1  —  x  —  x^+x^+x7  —  x'*—  x,J  +  etc. 

siquidem  fuerit 

$  =  (1  —  x)  (1  —  x»)  (1  —  x*l  (1  —  x*)  (1  —  x*)  etc. 

per  inductioncm  tantum  collegi,  nequc  acqualitatem  harum  duarum  formularum  solida  demonstratione 
cvincere  potui.  Quam  ob  causam  ctiam  ordinem  illum,  quem  in  siimmts  divisorum  hinc  elicui, 
iirmiter  demonstrarc  non  valui;  sed  ejus  demonstrationcm  jam  tum  inniti  declaravi  demonstrationi 
aequalitalis  inter  binas  illas  formulas  infinitas  modo  exhibitas.  Cum  igitur  nunc  istam  domonstra- 
tionem  sim  adeptus,  ordinem  quoque  illum  in  summis  divisorum  detectum  non  amplius  illis  verita- 
libus,  quae  agnoscunltir,  ncque  tamen  demonstrari  possunt,  accenseri  conveniet,  quemadmodum  tum 
teinporis  sum  arbitratus,   sed  jam  merito  ipsi  locus  inter  veritates  rigide  demonstralas  assignari 
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poterit.  Cujus  rei  ne  ullum  dubium  reliuquatur,  singulas  propositiones ,  quibus  demoBStratio  hujus 
veritatis  innititur,  hic  ordine  apponam  atque  demonstrabo: 

Propo.ltto  ■.  Si  sit  ,  =  (1  +  «j  (I  +  fi)  (I  +  7)  (1  +  S)  (1  +  s)  ( I  +  £)  (1  +  ,)  ele.  pro- 
ductum  hoc,  ex  inGnitis  factoribus  constans  in  seriem  sequentem  convertitur: 

s  =  (i  +  «)  +  /?(!  +  «)  +  y(l  +«)(!+/*)+  «(1  +  «)(l  +  /9)  (1  +  y) 

+  «(1  +  «)  (1 +/?)(! +  y)(l  +5)  +;(i  +  «)(|+>?)(|+y)(i+a)(i+f)  +  rtC. 

Demoiuifratio.  Cum  enim  scriei  primus  terminus  sit  (1  + «)  et  secundus  =±  £(!+«), 
erit  summa  primi  et  secundi  =  (1  +  u)  (1  +  /?):  si  jam  addatur  tertius  tcrminus  y  (1  +  «)  (1  -t-  /J), 
prodibit  (1  +  «)(!+  /?)  (1  +  y):  addatur  insuper  terminus  quartus,  qui  est  ^(1+n)  (1 +  /S)  (1  -^-y), 
erit  summa  =  (1  +  «)  (1  +  /9)  (1  +  y)  (1  +3).  Atque  sic  in  infinitum  procedendo,  summa  totius 
serici,  seu  omnium  ejus  terminorum,  perducetur  ad  hoc  productum: 

(1 +  «)(!+£)  (t  +  y)(l  +  *>(!+«)  (l+£)  elc- 
Unde  manifestum  est,  si  fuerit 

s  =  (l+«)(l+/*)(l  +y)(l+5)(i+i)(i+^)  etc. 

fore  vicissim: 

,_(!+«)+£(! +«)  +  ,(, +«)(!+£)  +  «(!  +«)(l+^)(l  +  y)+eic. 

Propoaitio  9.  Si  fuerit  *  =  (1  -  *)  (1  -  **)  (1  -  x»)  (1  -  «•)  (1  -  *•)  (1  _  *«)  etc.  pro- 
ductum  hoc,  ex  infinitis  factoribus  constans,  reducetur  ad  hanc  scriem: 

l_x  — x»(l  -x)-x»(t-x)(l  —  x*)-x*  (!—*)(!  -*»)(! -x»)  —  etc. 
Drmmutratio.    Si  haec  forma  *  =  (1  —  x)  (1  —  *»)  (1  —  **)  (1  —  x4)  (1  —  **;  etc.  cum 
forina  praecedente  s  =  (1  +  «)  (1  +  0)  (1  +  y)  (1  +  8)  (1  +  <)  etc.  comparetur,  manifestum  est  forc: 

«  =  —  x,   /5  =  — x»,    y  =  — **,   8  =  —  x\   t  =  —  x*,  etc. 
His  igitur  valoribus  in  scrie  ibi  data,  quae  producto  s  aequalis  est  inventa,  rite  substitutis,  patebit 
propositionis  veritas,  scilicet  esse: 

*=1  _x_**(l  _*;— **(1  _x)(l  —**)  —  **  (1—*)(1  —  x»)(l  —  x»)  — etc. 
Proposltlo  8.   Si  fucrit  s  =  ( 1  —  x)  (1  —  **)  (1  —  x»)  (1  — x*;  (1  —  **)  (1  — x*)  (1  _x')  etc. 
erit  hoc  productum  infinitum  per  multiplicationem  evolvendo,  terminosque  secundum  potestates 
ipsius  x  disponendo: 

s  =  1  —  x«  —  x»  +  x*  +  x1  —  xl»  —  xu  +  *»»  +  xv  —  xu  —  ***+  xM  +  x"  —  etc. , 
cujus  serici  ratio  cst  ea  ipsa,  quae  supra  est  exposita. 

Demonstratio.   Cum  sit  s  =  (1  —  x)  (1  —  **)  (1  —  **)  (1— •**)  (1  —  **)  (1— *')  (1  —  *7)  etc, 
erit      *  =  1—  x_x*(l  -*)  — x*(l  —  x)  (1  —  x»)_x*(l  —  x)  (1  —  x»)  (1  —  **)  —  etc. 
Ponatur  s  —  1  —  x  —  Ax*t  erit: 

A=  1  —x  +  x(l  —  x)(l  —  **)+*»(!  —  x)  (1  —  **)  (1  —  **)  +  etc. 
Evolvantur  singuli  termini  tantum  secundum  factorem  1  —  *,  ac  sequenti  modo  disponantur: 


_x  _x»(l— x»)  —  x* (1  —  x»)  (1  —  x*)  —  etc. 

+  1  +  *  (I  -**)  +  *»  (1  -  *»)  (1  -  x»)  +**(!-  x»)  (1  -  x»)  (1  -  **)  +  etc 
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eritque  terminis  subscriptis  coUigendis: 

A  =  I  —  x*-xl(l  —  x1}  —  x'(l  —  xa)'i  —  x»)  —  x'(i  —  xa)(i  —  x\n'i  —  x1)—  etc. 

Ponatur  A  =  1  —  r*—  Bv\  eril 

/*  =  1  —  xa+  xa  ( 1  —  xa)  (1  —  x»)  +  x4  (1  —  xa)  (i  —  x*)  (1  —  x*)  4-  ctc. 

in  quibus  tenninis  subscriptis  I  — xa  tantum  evolvatur,  ac  fict 

B_t    —  xa  _x«(l—  <u*)  —  xs(i  —  x*){l  —  x4)  —  etc. 

~~  \  1  +xa(l  —  x*)  +  x4  (1  —  **)(!  —  x\  +  x'(l  —  x\  (I  —  x4)(i  —  x\  +  etc. 

denuoquc  terminis  subscriptis  colligendis  babebitur: 

B  =  1  —  xa  —  x*(l  —  x»)  —  x"  (1  —x*)  (1  —x4)  —x14  1  —  x*.  1  —x4)  fl  —  x*)  — etc. 

Ponatur  B  =  1  —  x1  —  Cx\  erit 

C  —  1  — x*+x*(l  —  x*)(l  —  *«)  +  sb«(I  —*■){!  —**)('!  —  x*)  +  etc., 

ubi  in  singulis  terminis  factor  1  — x*  evolvatur,  ut  Gat  scribcndo  ut  supra: 

i    —x*  _x«(i_x«)  _.rM  _x4)(t  —  x')  —  elc. 

'_  \l  +x*(l— x4)+x«(l  —  **)(1  *'(l  —  x\(l  —  »»;(l  —  x\)  +  etc. 

unde  colligetur: 

C  =  I  -  x'-  x"  (1  -  x4)  -  x11  ( 1  -  x4)  ( I  -  xl)  -  x"  '1  -  x\  1 1  -  x1) .;  I  -  **)  -  vlc. 
Ponatur  C=  1  —  x1  —  Dx",  erit 

D  =  1  _x4  +  xM  -xVi  _x\,  4  **  l  _x4M  -x*)(l  -x\  +  etc, 
quac  abit  in  lianc  formam: 

l    —  **  —  x'{i—  x\  — x,a(l -x\(l  —  x4)  -ctc. 

~\  1  +  x4  (1  — x\  +  x*  (1  _  x\  (1  -  x\  +  x'a  (1  -x5)  (I  -  x\i  (1  -  x')  +  etc. 
sicquc  erit 

D  =  1  —  x'_  x'4  (1  —  x\  —  x'*  (1  —  x\  (1  —  x\  —  xa'  ( 1  —  x4;  ( 1  —  **)  { 1  —  x\)  —  etc. 
Quodsi  porro  ponatur  D=  1  —  x'_  £*14,  reperietur  simili  modo: 

E=i-x"-  /•>"; 

hincque  ultra: 

F  =  1  -  x'*  -  G*M,    G=  i  —  *'*_  #/*",    //  =  1  -  *':  _  •/*»',  etc.  . 
Reslituamus  jam  sucessive  hos  valores,  eritque: 

,    ._  1  —  x  —  ^/xa 
Axx  =  xa  (1  —  x*)  —  Bx' 
Bx1  =  *'  (1  -x1)  -  /V* 
Cx,,_*,i(l-*'j  -  /tea' 
ZXra«=*"l  -x\l  -  fx40  etc. 

Quamobrcm  habebimus: 
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,=  I  _w__*(l  _•*•)+_*(-  _x*)  —  x"(l_  x')  +  x"  (I  —  x')-x40(l  -  x")  +  ctc. 
sive  id  ipsum,  quod  detnonstrari  oportet: 

,(  =  1  _  x  _        a:'+a5 '_         j."  +  x«  +  2«_  j«.  _      + 1..  +  e(c 

unde  simul  lex  eiponentium  supra  indicata  per  differentias  luculcntcr  perspicitur. 

Pvoponltio  4.,  seu  TheoreuM  prlncipale  demonstrandum.    Si  haec  scribendi  for- 
mula  /n  denotet  summam  omnium  divisorum  numeri  n,  similique  modo  summae 
divisorum  numerorum  minorum,  veluti  n —  u,  designentur  per/(n  — «I,  summa  divi- 
sorum  numcri  n,  seu/n  ita  pendcbit  a  summis  divisorum  numerorum  minorum,  ut  sit 
/„  =/(n  -  1)  +/(«  -  2»  _/(n  -  5)  _/(n  -  7)  +/(n  _  12)  +  /7«  -  15)  -/(«  -  22» 
-/(«  -  26)  +/(»  -  35)  +/7n  -  VO)  -/(»  -  51)  -/(»  -  57)  +  etc. 
Ubi  sequentia  sunt  notanda: 

1.  Signa  +  et  —  gcminata  terminos  hujus  progre&sionis  alternatim  afficere. 

2.  Legem  numerorum  I,  2,  5,  7,  12,  15,  22,  26,  etc.  e.t  corum  differentiis,  quae 
sunt  1,  3,  2,  5,  3,  7,  V,  etc.  fieri  manifestam;  unde  colligitur  lios  numeros  omnes  in 
formula  hac  generali  - "  ~~ 1  contineri. 

_ 

3.  Quovis  casu  istius  progressionis  eos  tantum  terminos  ab  initio  essc  accipiendos,  qui 
post  signum  /  numeros  afiirmativos  retineant;  reliquos  vero  omnes,  quibus  signum  /  numeris 
negattvis  praefigitur,  esse  omtttendos;  ita  si  sit  n= :  10,  erit 

/10  —  /9  +/'8— /5— /3=  13  +  15  — 6  —  %  =  18. 
V.    Quibus  casibus  occurrit  tcrminus/(n —  n),  quod  evenit,  si  h  fuerit  numerus  bujus 
seriei  1,2,  5,  7,  12,  15,  etc.  iis  casibus  pro  valore  hujus  tcrmini  /fn —  n),  seu /0  assumi 
oportere  ipsum  numerum  propositum  n;  sic  si  sit  n  =  7,  erit 

/7  =/6  +/5  -/2  -/0  =12  +  6-  3-  7  =  8, 

et  si  sit  n=  12,  erit 

/12=/ 11  +/10 -/7  -/5  +/0  =  12  +  «8-8-6+12  =  28. 

Demomimtto.   Formetur  series  z  =  x/ 1  +  _»/2  -I-  x»/3  +  x \/  \  +  x«/5  4-  etc. ,  ubi 
quaelibet  potestas  ipsius  x  multiplicata  sit  per  summam  divisomm  ctponcntis  ejus  potestatis.  Quodsi 
jam  singulac  divisorum  sumroae  resolvantur,  manifestum  est,  hanc  seriem  transformari  in  hanc  formani 
:  =     1  fx  +  x*  +  x*  +  x*  -f  x*  +  elc.)  +  2  (x*+  x4  +  x«  +  x»  +  x'°  +  etc.) 
+  3  (x*  +  x*  -4-  x»  +  x'»  +  xu  +  etc.)  +    (x'  +  x»  +  xl,+  x"  +  xM  +  etc.) 
-4-  5  (x»  +  x,0+  x'»+  x**  +  x**  +  etc.)  +  6  (x«+  x'*+  xu+  x**  +  xM+  etc.+  etc. 
quibus  scriebus  gcometricis  summatis  fict: 

2  =  _i__  +  *__+.  _HL  +  _£__.+  *____  +  ,__,  +  ,..,. 

1  —  X        \—XJ    '    1  —  _*    1    1  —  _  4    1    1  —  _*        I  —  X* 

dx  ' 

Multiplicetur  haec  forma  pcr  — —  »  ac  producti  intcgralc  erit 

_ /^  =  i(i  _x)  +  t(l-xx)  +  .(l  _x»)  +  .(l  -x«)  +  *(l  -x1)  -i-  etc. 
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S«'ll 


_  f—  =  l  (1  —  x)  (1  —  xx)  (1  —  x»)  (1  —  x*)  (l  —  *')  (1  —  x*)  ete. 


quac  «xpressio  post  signum  logarithmicum,  cum  sit  eadem,  quae  in  propositione  prnecedonte  vocata 
est  =*,  erit  —  J"~  =  l$,  ideoque  alterum  valorem  pro  $  sumendo,  erit  quoque: 

_  / =  l  (I  -  x  -  x»+  x*  +  x' -  x11  -  x»  +  x"+  «M  -  etc.) , 

cujus  difterentiaJe  per  ~_~  divisum,  dabit  alium  vaiorem  pro  nempe 

_  t  j  -f-  8  j»  -  Sx*  -  7  jt+  » xl*  +  15*"  -  23*»»  -  ete 
5  —         t-.r_.r»  +  x'-r..r'-x1*-:r"+*»+elc. 

qui  valor  si  aequalis  ponatur  assumto,  ct  utrinquc  per  denominatorem  1  — x  — x*+x*  +x1  —  x1*- 
multiplicetur,  reperietur  terminis  secundum  potestates  ipsius  x  disponendis,  omniliusque  ad 
partem  collocandis: 

0  =  x/t  +  x'/2  +  x»/3  +  x4  A  +  x*/5  +  x«/B  +  x7/7  +  x*/8  +  x»/9  +  x,0/10  +  etc. 
—    /1—    /2—    /3-    /*  —    /5-    /6-    /7-    /8  —  /9 
■  -    /1-    /2-    /3-    /*-    /5-    /6-    /7-  /8 

.+    /1+    /2+    /3+    /*  +  /5 
 +    /1  +         +  /3 

...■•••• 

-1-2  •  ♦+      5  *+  7 

larum  potestatum  ipsius  x  coefficientibus  nihilo  aequatis,  sequitur  fore 
/1  =  1  /6  =/5  +/  \  — /1 

/2  =/1  ^2  /7  =/6  +/5  -/  2  -  7 

/3=/2+/l  /8-/7+/6-/3-/I 
f\  =/3  +/2  /  9  =/8  +/7  -/*  -/-2 

/5  =/  \  +/3  -  5        /10  =/9  +/8  -/5  -/3 
atque  indolem  illius  aequalionis  vel  leviter  attendenti  patebit,  eaae  generatim: 

/n  =/(»  -  1 )  +/(«  -  2)  -/(n  -  5.,  -/<n  -  7)  +/(»  -  12)  +/(»  -  15)  -  etc. 
hac  progressione  quovis  casu  eousque  continuata,  donee  perveniatur  ad 
tivorum.  Deinde  per  se  est  perspicuum,  numeros  absolutos  1,  2,  5,  7,  etc.,  qui  in  illis 
conspiciuotur ,  vicem  tenere  termini  /0;  unde  concluditur,  in  casibns  quibus  pro  /n  in  progressione 
illa  reperta  occurrit  terminus  /(» —  n),  seu/0,  valorem  ejus  semper  ipsi  numero  proposito  n  aequa- 
lem  esse  capiendum:  sicque  habetur  plena  ac  perfccta  demonstratio  theorematis  propositi,  quae,  cum 
praeter  tractationem  scrierum  inQnitarum,  per  logarithmos  et  differentialia  procedat,  minus  quidem 
s,  sed  ob  hoc  ipsum  multo  magis  notabilis  est  aestimanda. 
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xra 

Solutlo  proMematls  de  InveMiiraiione  trlum  numerorum,  quoriim 
tam  sunna,  quam  productum,  nec  non  suiuiua  productonini 
ex  blnis,  stnt  niunerl  quaclratl. 


(N.  Cominent.  YIIL  1760-61.  p.  64.  Exhib.  1756.  Mu-t.  8.) 

-- 

1.  Etsi  probiemata  hujus  generis,  quae  Diophantea  appellari  solent,  parum  utilitatis  affcrre 
nen  certum  est,  analysin  mathematicam,  atque  adeo  etiam  eam  partem,  quae  circa 

iniinita  versatur,  ex  meUiodo  problemata  Diophantea  solvendi,  maxima  incrementa  cepisse.  Non 
solum  autem  hujusmodi  problemata,  si  sint  diiliciliora ,  fines  analyseos  plurimum  amplica  verunt :  sed 
etiam  vim  ingenii  miriGce  acuere  solcnt,  ut  etiam  in  aliis  problematibus,  quomodo  solutionem  institui 
oporteat,  facilius  perspicere  valeat.  Quam  ob  rem  hujus  gcneris  problemata,  praecipuc  si  modus 
solvcndi  magis  fuerit  reconditus,  minime  contemncnda  esse  arbitror.  Dum  enim  singularia  artiiicia 
solutionem  rcquiruntur,  ab  iisdcm  quoque  egrcgia  subsidia  ad  universara  analysin  uberius 
expctare  liccbiU 

2.  Ad  hoc  autem  genus  potissimum  rcferendum  videtur  problcma  propositum,  quandoquidem 
id  diu  et  multum  per  varia  methodi  Diophanteae  artificia  frustra  tractavi,  ut  fere  etiam  de  ejus 
solutione  penitus  desperaverim.  Tandem  vero,  quasi  inopinato,  solutiooem  sum  consecuUis,  quae  eo 
magis  notatu  digna  videbatur,  quod  minimi  numeri,  quos  quidem  adhuc  satisfacientes  elicere  potui, 
sunt  ita  prnpgrandes,  ut  mirum  non  sit,  solutionem  tantis  difficultatibus  fuisse  involutam.  Quare  cum 
mothoflo  singidari  ad  istam  solutionem  pertigerim,  ejus  ampliorem  explicalionem  usu  non  essc  caritu- 
ram  arbitror,  cnm  simili  fortasse  modo  aliae  quaestioncs  multo  adhuc  difficiliorcs  superari  queant. 

3.  Quaerantur  ergo  tres  numeri,  quibus  tres  sequentes  conditiones  convcniant: 

I.  Lt  eornm  summa  sit  numerus  quadratus. 

II.  Ut  summa  productorum  ex  binis  sit  numerus  quadratus. 

III.  Ut  productum  omnium  trium  sit  numerus  quadratus. 

Quod  problema  etiam  hoc  modo  enunciari  potest,  ut  quaeratur  aequatio  z* — pzz-\-qz  —  r  =  0, 
omnes  suas  radices  habens  rationales,  cujus  singuli  coefficientes  p,  q  et  /•  sint  numeri  quadrati. 
Posset  adhuc  adjici  haec  conditio,  ut  isti  numeri  sint  integri;  verum  per  se  est  perspicuum, 
quomodo  inventis  ternis  numeris  fractis  satisfacientibus,  ex  iis  facile  integri,  qui  etiam  satisfaciant, 
formari  queant.  Quicunquc  cnim  tcrni  numeri  satisfacere  fuerint  inventi,  iidem  per  numerum  qua- 
cunquc  multiplicati  aeque  satisfacient ,  quo  pacto  fractioncs  facillime  tollentur. 

\.    Sint  igiUir  nx,  nj-,  nz  tres  hujusmodi  numeri  quaesiti,  ac  satisfieri  oportebit  his  con- 
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I.  Ut  sit  n (x  -\-  y  +  z,  = 

II.  Ut  sit  nn  xy  +  x;  4-  y:),  seu  xy         +  y:  =  quadrato. 

III.  Ut  sit  n*xy: ,  scu  nxyz  =  quadrato. 
At  primae  et  tertiae  conditioni  satisHet,  si  reddatur 

xr:  (  »:  ~j-y  +  z)  =  quadralo. 
Poaalur  ergo:  xyz  (i-f  )•+  :)  =  vv  [x  -f  y  —  :)*, 

unde  per  x  4-  y  4  *  dividendo  crit 

ij':  =  roliTvf:j,    hincque    z  =  -^±.^-}. 

Cum  igttur  hinc  fiat  xyz  =  *"^  — *  ut  ""^1  prodeat  quadratum,  capi  debet 

n  =  m*xy  (x  -(-  y)  (xy  —  vv,. 
Hisque  valoribus  pro  :  ct  n  assumtis,  satlsfactum  erit  primae  et  tertiae  conditioui. 

5.  Ilinc  itaque  nostri  tres  numcri  emnt 

primus  nx  =  mmxxy  (x  -f-  y)  <xy  —  vv  , 

secundus        ny  =  mmx)y  (x  -\-  y)  [xy  —  vv  , 

tertius  nz  =  mmvvxy  (x  -f-  y)*, 

ubi  pcr  numerum  arbilrarium  m  fractiones,  si  quae  forle  occurrent,  tolli  potcrunt.  Vcrum  contcm- 
plemur  jam  secundam  conditionem,  quae  ob  z  =  ~^-~^  requirit,  ut  sit: 

Ponamus  in  hunc  finem: 

xy-vv=uu,    ut  slt   y  =  "+-"    et  :=11^L>, 

erit  xy  =  vv  +  uu    et    x  -t-  y  =  "     " ""  »  efficiendumque  est,  ut  sil 

.     «V  («       ««  4-  «U>*  . 

t/t/     uu  -|  =  quadrato. 

6.  Ponatur  x  =  tv;  ut  sit  y  =  "  esseque  debel 

+  UM  4  ~u         =  quadrato, 

seu  multiplicando  per  ttuu 

ttuuvv     «m*  4-     1«  4-  1,*  -f-  2uuvv(U  4-  1)  4-  u4  =  quadralo, 
sive  v*  (tt  +-  1)»  4-  uw/v  (3«  4  2)  +  «' ;«  +  I  j  = 

Statuatur  hujus  quadrati  radix  =  w  (u+i)  +  tmt  crit 

vv  (itt  +  2}  +  uu[tt+i)  =  2svv  (tt  4-1)4-  «sii«; 

t«  «4-  i  -  u  , 

unde  ehctur  -  =  — 3  —  =  quadrato. 


«u 


Sit  porro  s  =  t  —  r,  ct  hahcbitur: 


»»   2r<  —  /7  -f  I 

™  —  27*  -  (Sr  4-  3) «  + 1  r="5  (r'+i) " 
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Multiplicetur  numerator  et  denominalor  |«r  2 rt  —  rr  +  1,  ut  fiat 

»»    (8ff-n-.fl)*  ______ 

ui,       4rt*  -  %  (3rr  +  8r  -  l,  i»"  +  (8r*  +  3"  +  8r  -  3)  II  -  «  (3r  -  1)  (r  +  I)  I  +  S  (r  -  I)  (r  +  1)*' 


7.   ToU  ergo  quaestio  huc  est  perducU,  ut  hujus  fractionis 
posito  enim 

krt*—  2(3rr  +  3r  —  l)t«  +  (2r*+3rv+2r-3)ll— 2(3r— l)(r+l)t+2(r-l)(r+l)»=  <?<?, 
erit  definitis  hinc  t  ct  r 

«r        i  r<  —  rr  ■+■  1  v» +  iw 

-  =  ^  ,  tum  vero  x  =  tv  et  7=-^ 


unde  numeri  quaesiti  definientur.  Ante  autem,  quam  ad  istam  aequationem  pertigimus, 
jam  limitavimus  positione  xy~w/  =  uu,  quae  restrictio  probe  est  noUnda,  quoniam  nullum  est 
dubium,  quin  ejusmodi  extent  solutiones,  in  quibus  xy  —  vvooo  sit  numerus  quadratus,  easque 
propterea  hinc  non  reperiemus.  Verum  hanc  limitationem  ideo  facere  sum  coactus,  ut  ad  is 
formulam  quadrato  aequandam  pervenire  licuerit,  quippe  quae  ita  est  comparata,  ut 
artificia  resolvi  possit.    Sicque  tota  solutionis  vis  iu  reductionibus  §  praeced.  est  sita. 

8.  Pluribus  autem  casibus  haec  forraula  et  quidem  infinitis  modis  quadratum  effici  potest, 
quorum  praecipui,  et  qui  statim  se  offerunt,  sunt:  I)  si  coefficiens  ipsius  t*,  scilicet  kr,  seu  r, 
fuerit  numerus  quadratus;  2)  si  terminus  ultimus  2(r — i)(r+  i)%  seu  2  (r  —  1)  fuerit  nunierus 
quadratus:  utroque  enim  casu  per  regulas  cognitas  valores  idonei  pro  t  elici,  tum  vero  porro  ex 
quolibet  alii  novi  inveniri  possunt.  Sin  autem  simul  et  r  et  2  (r  —  1)  fuerint  quadrata,  una  ope- 
ratione  plures  valores  idoneos  pro  t  eruere  licet,  neque  vero  hic,  ut  plenunque  fieri  solet,  solutio 
simplicior  se  offert;  eUi  enim  si  2  (r  —  i )  =  quadrato ,  satisfacit  valor  t  =  0,  Umen  inde  prodit 
x  =  0  et  y  =  oo,  qui  valores  pro  natura  quaestionis  plane  sunt  incongrui.  Excluduntur  enim 
solutiones,  quibus  unus  trium  numerorum  quaesitorum  evanesceret,  quia  tum  quaestio  esset  facillima 
et  circa  duos  numeros  versaretur,  quorum  Um  snmma,  quam  productum,  esset  quadratum. 

9.  Csmwu  L*  quo  ponitur  r=  I.    Hic  casus  siniplicissimus 
nostrae  formae  evanescit,  primusque  fit  quadratus.    Habemus  ergo 

%l«_IOt»+*«-8«=Qe    et    v  =  V 
Ad  hanc  aequationem  solvendam  sUtuamus  Q  =  2U  —  jt  eritque 

V«-8l  =  *tt,     *t  =  — 8    et   <  =  -y- 
At  hinc  fiet  l  =  -_5=  unde  babebimus 

v  =  —  36,    a  =  173,    t  =  -~  et  x  =  tv 

,   ,  36* +  17*»      3ttt8  25.1M9 

indeque  porro  T=  —  138     =  "TsT  =  ~ its- " 

4760»      ,  W.HW» 

Entergo  *  +  »"=-,=-    el   z  =  l73*.ti8 


ac  tres  numeri  quaesiti  erunt,  ob  xy  —  vv  =  uu, 
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n  .  188*.-*. 1249.47609. 173*  

Pnmus     =  — —  m  lj8  mm 

1 28.85'. 18491 . 47609. «73* 

issmss 


Tcrtius  = 


12N.1881 


128  ... 

10.  Ad  fraetiones  tollendas  ponamus  «  =  — ,  eruntque  terni  nostn  numeri 

Priiuus     =  128*.  173*.  1249 .  47609  =  128*.  173*  j 
Secundus  =     5*.  173*.  1249*.  47609  =  5*.  173*.  1249  l  in  1249  .  47609, 
Tertius     =  36*.  1249 . 47609*        =  36*.  47609  ) 
quibus  numcris  cvolutis  erit 

Primus  =  490356736  .  59463641 
Secundus  =  934533025  .  59463641 
Teitius     =  61701264  .  594636 VI 

quorum  productum  manifcsto  est  quadratum,  quippe 

5*.  36*.  128*.  I73M2494.  47609V 
Summa  autcm  reperitur  25  .  59463641» 

et  summa  productorum  «  binis    173*.  59W3641*.  18248924559376 
cujtis  radta  quadrata  est  173  .  59463641 .  4271876 

5  9 

11.  Pro  eadem  acquatlone  resolvenda  poni  potest  (?  =  2« —  j '  ~"  ^>  ul  ,rcs  Priores  tvr~ 
mini  tollantur,  ac  prodibit 

-8l-  +  S»  +  £.  «■  0-1731  +  g, 

_  81'  408      _  9  9.407563     .    *  _  +  144.178 

llinc  Q      128.173«      38.173      16  128.173»  u       ~~  207563 ' 

Sumi  cnim  potest  valor  ipsius  Q  tam  ncgative  quam  positive.    Statuatur  ergo 

«  =  --  144.173,   «  =  207563,   erit  «  =  9  .  81  =729   et  T  =  *1f%r''> 
unde  jam  manifestum  est,  ad  tam  enormes  perveniri  numeros,  ut  solutio  praecedens  prac  hac  multo 
simplicior  sit  aestimanda.    Superfluum  autem  foret,  hujusmodi  solationes  nimis  complicatas  ulterius 
cvolvere,  quia  in  hujus  generis  quaestiooibus  solutione  simplicissima  plerumque  contenti  csse  solemus. 

12.  Omos        quo  ponitur  r  =  |.    Hac  posilione  ultimus  formulac  noslrac  tcrminus  fit 

quadratum,  entque  —  =  — AQ  >  existcnl* 

00=6«*-£i»  +  H«--£t  +  ^ 


Jam  ad  Ircs  terminos  ultimos  lollendos, 

llincque  Q  =  ^  et  ^  =  nnde  i/=19  et  »=14.  Nune  igitur  erit  *=!»/  =  60,  ei 
r  =  --  +  -  =  5"    ideoque  I  +  r  =  |  et  tres  numeri  quaesiti: 
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Primus     =M*  "rc^57  ""mm  =  14*.  60'.  557. 4157 


60.60  80 

Tcrtius     -  -^7*157'  »"«  =  19*.  537 .  4157* 


posito  m  =  60:  hiquc  oumeri  jam  notabihter  sunt  minores  quam  ii,  qui  casu  primo  sunt  invetUi. 
13.    Quoniam  ergo  hi  oumeri  ob  parvitatem  attenlione  digni  viclentur,  ii  ita  exhibeantur: 

Primus     =  705600.2315449 
Secundus  =  109172  .  2315449 
Tertius     =  1 500677  . 23 1 5  449. 
Quonim  numerorum  summa  est  =  2315449*,  ct  productum  =  14*.  19*.  60*.  557*.  4  157* ,  sicque 
uterque  numerus  quadratus. 

At  summa  productorum  ex  binis  erit 

(U*.  60*.  14*.  557  -f  14*.  60*.  19*.  4157  +■  14*.  557  . 19*.  4157)  2315449», 
quae  reducitur  ad  hanc  formam:      14*.  2315449*.  6631333489 
cujus  radix  quadrata  est  14  .  2315449  .  81433. 

Sunt  autem  hi  numeri  circiter  15000  vicibus  minores,  quam  primum  inventi.  ' 

IV.    Canu  8.,  quo  ponitur  r  —  3.    Posito  r  =  3,  fit  "  =  '  ~ 8>  et  habebitur  haec 

u  y 

aequatio  resolvenda:  QQ  =  12**  —  70l*+  84«  —  64t-|-64. 

Jam  ad  ternos  ultimos  terminos  tollendos  statuatur 

0  =  8  —                 eritque    12<*—  70t*=^?l*—  34t* 
,        576        n  ^  H.usm 


97. 5i!>  97. 43 


Verum  facile  perspicitur,  hos 
Gontemplemur  ergo 
quadrati. 

15.    Cmdi  4.,  quo  ponitur  r  =  9.    Posito  r  =  9,  fit  ~  = 

QQ  =  36t*  -  538f*+  1716«  —  520«  +  1600. 
enninos  primum  et  duos  ulUmos,  ponendo  <?  =  40  —  yt  ±  60,  et  habebimus 

-  538 1* -1- 1716«  =  zp78t*:!:  480«  +  —« 

elicimus  pro  utroque  signo: 

.    .  S.191  \ 

supenon         16i3  I 

5  t7S3/utri,I<lue  autem  pr«Jeunt  numeri  nimis  magni. 
.nfenor.    t  =  —  \ 
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hinc  autem  numeri  multo  adhuc  majores  resultant.    Posset  porro  pro  binis  terminis  primis  cum 
poni  (?  =  6«  g-<  ±  V0,  verum  binc  multo  minus  ad  numeros  simpliciores  per- 


16.    Ei  his  satis  tuto  concludi  posse  videtur,  minimos  numeros  problemati  satisfacientes 
eos,  quos  §  13  elicuimus,  qui  ergo,  *'  penitus  per  multiplicationem  evolvantur,  erunt: 

Primus     =  1 6337808 11100. 

Secundus  =  252782198228. 

TerUus     =3MHM  058973. 

Sin  autem  in  fractionihus  numeri  satisfacieotes  simplicissimi  desiderentur,  ii  indidem  assignari 

runt,  his  per  2315119*  dividendis:  ita  ut  hi  numeri  futuri  sint: 

705600 
PrimUS  =1315449' 

Secundu.  =  Jg. 
Tertius    =  ^ 

Quorum  tam  summa,  quam  summa  productorum  ex  binis,  et  omnium  trium  productum,  sunt  numcri 
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xvni. 

De  prablematlnus  tndetermlnatts ,   qnae  vldentnr  nliis  qiiam 
deterininata. 


(N.  Coromet.L  VI.  1756  -  57.  p.  85  ) 


Omnia  problemata ,  quae  in  analysi  Diophantea  proponi  solent,  esse  mdeterminata,  vel  ipsa  rei 
declarat;  etai  enim  plures  cjusmodi  quaestiones  occurrant,  quae  non  nisi  unicam  solutionem 
t,  veluti  si  quaeratur  cubus,  qui  unitate  auctns  faciat  quadratum,  cui  quaesUoni  praeter 
8  alius  nullus  satisfacere  reperitur;  tamen  ne  tales  quidem  quaestiones  ad  problemat*  deter- 
minata  referri  convenit,  propterea  quod  metbodus  eas  resolvendi  tota  ez  ratione  problematum  inde- 
terminatorum  est  petita,  atque  casui  potissimum  siugidari  tribuendum  videtur,  si  unica  soluUo 
tantum  locum  habeat.  Quemadmodum  etiam  non  desunt  ejusmodi  quaestiones,  qnae  plane  nullam 
solutionem  admlttunt,  quae  tamen  nibilo  minus  quaesUonibus  indeterminaUs  recte  annumerantur: 
ante  enim  quam  ccrtiores  fuerimus  facti,  nullam  dari  soIuUonem,  id  quod  operatio  ususque  metbo- 
dorum  demum  declarat,  eas  pro  indeterminaUs  omnino  habere  debemus,  nostramquc  investigationem 
perinde  adornare,  ac  si  infinita  soluUonum  muIUtudo  daretur.  Ita  si  quaeri  debeant  tria  quadraU, 
quorum  summa  feciat  7,  nemo  dubitabit,  quin  haec  quaestio  indeterminatis  sit  accensenda, 
etiamsi  deinceps  investigaUone  peracta  impossibilitas  soluUonis  manifesto  se  prodal.  Quando  igitur 
hic  de  problematibus  indetenninaUs  tractare  consUtui,  quae  plus  quam  determinata  videantur;  ne 
quis  potet  haec  invicem  pugnare,  Gerique  non  posse,  ut  quod  indeterminatum  sit,  idem  plus  quam 
determinatum  videri  queat,  instituU  rationem  clarius  exponi  oporterc  sentio.  Ac  primo  quidem 
nullum  est  dubium,  quin  cuilibet  quaesUoni  Diophanteae  ejusmodi  insuper  condiUones  adjici  queant, 
quibus  ea  non  tam  determinata,  quam  impossibilis  reddatur.  Veluti  si  quaestioni,  qua  duo  quadraU 
petuntur,  quoram  summa  sit  quadratum,  insuper  haec  conditio  adjiciatur,  ut  eorundem  quadratorum 
differenUa  quoque  sit  quadratum,  quaestio,  quae  primum  erat  maximc  indeterminata,  hac  unica 
diUone  adjuncta  fit  impossibilis,  ideoque  merito  pro  plus  quam  determin 
tria  quadrata  quaerere  in  progressiooe  arithmeUca,  problema  est  indetcrminatum  et  innii 
solutiones  admittens,  statim  vero  ac  quatuor  quadrata  in  arithmetica  progTessione 
hlcma  non  detenninatur,  sed  prorsus  fit  impossibile  et  plus  quam  detcrminatum. 

Ex  his  exemplis  manifestum  est  quaestionem  indetenninatam  per  addiUonem  unicae  conditionis 
reddi  posse  plus  quam  determinatam ,  ideoque  impossibilem.  E  contrario  vcro  dantur  ejustnodi 
qnoque  quaesUones,  quae  jam  tot  condiUones  continent,  ut  unica  nova  conditione  super  addita, 
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Quaerantur  tret  numeri,  ut  binonm  productum  addito  lertio  fiat  quadratum. 
Scilicet  vocando  hos  tres  numeros  x,  y,  z,  requiritur  ut  sit: 

xy  + 1  =  quadr.,   xz  +  y  =  quadr. ,   yz+x  =  quadr. 
Hmc  quaestio  UmtaMi,  nisi  suigularia  artificia  adbibeantur,  jam  colutu  tam  difficilis  apparebit,  « 
si  nova  conditio  super  addcretur,  dc  solutionc  plane  sit  desperaturus.    Si  enim  ponat  xy  +  z  =  aa, 
ut  habeat  z  =  aa  —  xy,  ambae  reliquae  formulac  quadratum  efficiendae  erunt: 

aax  —  xxy  +  y   et  aay  —  xyy  ■+  x , 

quarum  priorem  si  ponat  =  66,  habebit  quidem  y  =  at  boc  valorc  in  tertia  subsUtuto, 

c|  u^drs  Cu  dtji  ~£>d^fti  ^Jca^~^^A^  ]id£0  €~^~^rcfiSJ  ~i  * 

a;'  —  2x*+  aabbxx  —  (a* +  6*  —  l)a;  +  <M66 

quae  certe  jam  est  tam  complicata,  ut  omnem  solutoris  soliertiam  requirat,  nequc  de  novis  condi- 
tionibus  insuper  adimplendis  sit  cogitandum. 

Interim  tamen  huic  quaestioni  has  insuper  conditiones  adjicere  licet,  ut  binorum  numerorum 
productum  cum  eorundem  summa  quoque  faciat  quadratum,  seu  ut  sit: 

*r+*  +  r=i~,  *!•+- *  +  ;  =  □,  r*  +  r  +  *  =  l~. 

Quis  igitur  non  putaret,  his  tribus  conditionibus  adjectis,  problcma  propositum,  jam  per  se  satis 
difficile,  fieri  plus  quam  determioatum?  Intcrim  tamcn  certum  est,  et  hoc  casu  problema  adhuc 
esse  indeterminatum ,  atque  adeo  in  numeris  integris  infinitas  solutiones  admittere. 

Quin  etiain  insuper  hae  conditiones  adjici  possuul,  manente  solutionum  numero,  et  quidem  in 
numcris  integris,  infinito:    1)  ut  summa  productorum  cx  binis  sit  quadratum,   2}  ut  eadem  summa 

[Vcc  vero  nunc  quidem  conditionum  multitudo  exbausta  est  censenda;  nam  postulari  insuper 
potest,  ut  trium  quaesitorum  numerorum  vel  unus,  vel  adeo  duo,  sint  ipsi  quadrati,  et  quidcm 
integri.  Quodsi  autem  omncs  tres  debeant  esse  quadrati,  ne  nunc  quidem  problema  fit  plus  quam 
determinatum,  sed  infinitas  adhuc  solutiones,  ctsi  non  io  numeris  intcgris,  admittit;  ac  forlasso 
adhuc  plures  conditiones  addi  posseot,  quibus  quoque  satisfieri  liceret 

Kn  ergo  problema,  quod  merito  cuique  plus  quam  determinatum  videri  debet. 

lnvenire  tres  numeros  integros  x,  y,  z,  ut  sequentes  formulae  omnes  fiant  quadrata : 

*r  +  2  =  0.  ~r+  i-rr  =  D. .  ay+a™  +  r*=sL~.. 

*i+r=D.    *s+ar  +  r  =  D.    xy  +  xz  +  yz  +  x  +  y  -+-  z  =  □  , 

yt  +  x=rj,  r*  +  r  +  *  =  D. 

oujus  simplidssima  solutio  sim  dubio  est: 

x  =  l,   y  =  \   et    s  =  12 

X=    1,     X  —    \,     X  =    \,     X=    I,     X  =    i,     X  —  k, 

r=!2,  y  =  9,  y  =  12,  v  =  2fr,  y=kO,  r=33, 
z  =  2%,    i  =  28,    r  =  33,    z  =  kO,    i  =  60,    z  =  6\. 
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Verum  si  haec  eonditio  insuper  stt  adjecta,  ut  ipsi  tres  uumeri  quaeaKi  debeant  esae  quadrati,  in 


Uujusmodi  autem  quaestio,  inquam,  merito  pro  plus  quam  determinata  liabctur,  has  enim  conditiones 
non  pro  arbitrio  adjecimus,  atque  in  ipsa  indagatione  hujusmodi  conditionum,  quas  indoles  proble- 
matis  patitur,  praecipua  pars  artificii  conlinetur.  Namque  si  quis  ad  arbitrium  conditiones  super- 
addere  vellet,  admodum  probabilc  essct,  prohlema,  vel  unica  adjecta,  re  vera  fieri  plus  quam  de- 
terminatum;  quam  ob  rem  talia  problemata,  tot  conditionibus  onerata,  rccte  sUtim  tanquam  plus 
quam  determinata  spectantur,  nisi  aliunde  constet,  conditiones  eas  ab  insigni  artifice  esse  adjectas. 

Talia  problemata  autcm  jam  in  ipsd  Diophanto  occurrunt,  quae  commentatoribus  non  parum 
negotii  fecerunt,  cum  quaedam  tantum  conditioncs  calculum  tantopere  occupent,  ut  reliquarum  ratio 
neutiquam  haberi  posse  videatur.  Praemittuntur  autem  ejusmodi  problematibus  certae  quaedam  pro- 
positiones,  quae  ibi  Porismata  vocantor,  in  quibus  tota  solutionis  vis  continetur.  Ostenditur  scfdcet, 
si  quibusdam  conditionibus  certo  quodam  modo  satisfiat,  tum  simul  aliis  quoque  conditionibus  quasi 
sponte  satisfieri,  ita  ut  non  opus  sit  calculum  seorsim  ad  eas  applicare.  Ita  pro  quaestione  exempli 
loco  allegaU,  qua  tres  numeri  *,  y  et  r  quaeruntur,  ut  conditiones  praescripUe  impleantur, 
porisma  praemittendum  ita  se  habet: 

Si  qnacrantur  duo  numeri  x  et  y,  ut  xy  -f-  x  -f  y  fial  qnadmtum,  puta  =no,  atque  tertiut 
numerus  x  ita  capiatur,  ut  sit  z  —  1  4-  x  4-  y  ±  2u,  tum  non  solum  hae  formulae 

xz-j-x  +  x   et   yi  4-  y  f  x-   fient  quadrata: 
sed  etiam  hae  iy  f  t,    \z  -\-  y    et   yz  4-  x 

nna  cum  istis  xy-fxx-j-yi   et   xy  4-  xs  4-  yz  -f  x  f  y  —  z 

sponte  fient  quadrata. 

Cum  igitur  buic  unicae  conditiooJ,  qna  fbrmnla  xy  -\-x  r  .>"  quadratum  reddi  debet,  (acillime 
satisfiat,  ope  hujus  porismatis  quaestio  tam  multis  conditionibus  circumscripta,  ut  plus  quam  deter- 
minata  videatur,  nullo  plane  iabore  inQnitis  modis  resolvitur,  et  quidem  in  nnmeris  integris. 

Ponatur  cnim  xy  4-  x  4-  y  =  m,  et  cum  sit  xy -\- x y -\- i  =  (x i)  (y t)  —  iui-4-1 
pro  «i  Ule  sumatur  quadratum,  quod  unitate  auctum  habeat  factores;  sit  scilicet  uu  -f  I  =  mn,  et 
numeri  problemati  satisfacientes  erunt:  x  —  m  —  1 ,  y  =  n — I  et  :  =  m-f«-t±2a. 
In  htijusmodi  igitur  probkmatibus  totum  negotium  vertitur  in  inventione  idoneoram  illorum  poris- 
matum,  quibus  tota  soiutio  iU  contineatur,  ut  sUtim  atque  aliquibua  conditionibus  satisfecerimus, 

si  eam  accuratius  exposocro,  non  exiguura  inorementum  universa  analjsis  Diophantca  inde  accepixse 
erit  eiistimanda.  Tota  autcm  horum  porismatum  ratio  sequenti  lemmati  per  se  perspicuo  ioqiti  videtur. 
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1.  Lemma.  Si  iiwenti  fuerint  vaierts  litteranm  t,  y,  x  etc.  quibui  aequationi  W  =  0 
satisfiat,  exitlente  W  fitnctione  quaeunque  illanun  litterarum  z,  y,  x  ete.,  atqtte  P,  Q,  R  tte.  ejut- 
modi  fuerint  quantitatet,  ut  P  ±  W,  Q  ±  W ,  R  ±  W  e*e.  /Sanl  quadrata:  tum  iisdem  valoribus 
pro  t,  y,  x,  etc.  assunitis,  fient  quoque  quantitates  P,  Q,  R  etc.  qnadrata, 

Ratio  hujus  lemmatis  est  manifesta,  quia  pro  litteris  z,  y,  x  etc.  tales  Talores  assumi  ponuotur, 
ut  fiat  W=0,  ideoque  si  P  ±  W,  Q  ±  W,  R  ±  W  sint  quadrata,  etiam  quantitates,  P,  Q,  R, 
ipsae  quadrata  sint  necesse  est. 

2.  CorolL  1.  Formulae  quoque  P,  Q,  R  elc  reddentur  quadrata,  si  fuerint  P  -f-  aW, 
Q -\- iiW,  R-\~yW  etc.  quadrata,  vel  etiam  gcneralius,  si  istae  expressiones: 

p     Itw  +■  :w\  Q  +  ;JW  +  >iW\   R  +  yW+  »w* 

fuerint  quadrata. 

3.  CoroIL  9.  Vicissim  ergo  etiam  si  litteris  i,  y,  x  etc.  tales  assignati  fuerint  valores,  ut 
fiat  W=0,  tum  etiam  omnes  hujus  generis  formulae  PP  +  uW,  QQ^rjiW,  RR  +  yW  etc.  fient 
quadrata. 

».  CorolL  8.  Quodsi  ergo  aequationi  W=0  infiniUs  diversis  modis  satisfieri  queat,  tum 
tisdem  modis  omnes  hujus  gencris  formulae  PP  +  uW,  QQ  +  {3W,  RR  +-  yJF  etc.  quadrata 
eflicieutur. 

5.  CorolL  4.  Cum  igitur  numerus  hujusinodi  formularum  in  infinitum  augeri  possit,  mani- 
festutn  est,  quomodo  etiam  infinitae  conditiones  praescribi  possint,  quibus  omnibus  saU&fiat,  simul 
atque  unicae  conditioni,  scilicet  aequationi  W=0,  fuerit  satisfactum. 

6.  CorolL  5.  Simili  modo  hoc  lemma  ad  cubos  aliasve  potestates  altiores  quascunque  exten- 
ditur.  Si  enim  factum  fiierit  W=0,  tum  quoque  omnes  hujusmodi  formulae  P*  +  aW  fient  cubi, 
et  hae  P*-\-uW  biquadrata  et  ita  porro,  quaecunquc  etiam  quantitates  pro  P  accipiantur. 

7.  Soltollon  L  Ratio  quidem  hujus  temmatis  tam  est  obvia,  ut  id  nihil  in  recessu  habere 
videatur:  si  enim  P,  Q,  R  etc.  cum  W  fuerint  functiones  quaecunque  litterarum  z,  y,  x  etc. 
harumque  valores  quaerantur,  quibus  sequentes  formulae:  PP  +  uW,  QQ  +  jSW,  RR  +  yW  etc. 
fiant  quadrata,  staUm  utique  in  oculos  incurrit,  bis  omnibus  condiUonibus  satisfieri,  dum  modo 
haec  una  W  =0  adimpleatur:  verum  plerumque  ratio  talis  compositionis  in  formuIU  proposiUs  tam 
est  occulta,  ut  difficillimum  sit  eam  quantitatem  W  assignare,  qua  deleta  partes  residuae  formula- 
rum  sponte  fiant  quadrata.  Quin  etiam  non  adeo  forct  difficlle  hanc  composiUonem  ita  abscondere, 
ut  ejus  investigatio  jam  per  se  arduum  problema  constitueret.  Vicissim  autcm  data  aequatione 
W=0,  operam  haud  inutiliter  collocari  arbitror,  si  formulae  simpiiciores  investigentur,  quae  tom 
in  quadrata  abibunt;  hoc  enim  modo  plurima  insignia  ct  concinna  reperientur  problemata,  quorum 
soluUo  erit  in  promtu,  cujusmodi  est  id,  cujus  supm  mentio  est  facta.  Hunc  in  finrm  aequationem 
W=0  talem  assumi  conveniet,  ut  litterae  z,  y  etc.  in  eam  acquaUter  ingrediantur ,  atque  intcr  se 
permutari  patiantur;  tum  enim  si  PP  ejusmodi  fuerit  quadntum,  ut  ait  PP  +  aW  quadratum, 
permutandis  litteris  i,  y,  x  ctc.  in  PP,  unde  prodeant  QQ,  RR  etc  eliam  QQ  +  aW,  et  RR  +  aW 
fient  quadrata. 
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8.  Schollon  ».  Duplex  ergo  hinc  nascitur  traetaUoms  nostme  parUUo,  primam 
stituet  litterarum  i,  r,  x  etc.,  circa  quas  quaestio  renwtor,  nnmerus,  prouti  duo,  vel  tres,  vel 
plures  quaeruntur  numeri,  qui  datis  condiUonibus  sint  praediti.  Alteram  parUtionem  suppeditabit 
dimensionum  numerus,  ad  quem  litterae  z,  y,  x  etc.  in  ae<|uatione  W  —  0  assurgunt\  quae  aequaUo 
cum  ita  debeat  essc  comparata,  ut  resoluUonem  admittat,  nullius  quantitatum  altior  potestas  quam 
secunda  occurrere  debet,  quia  alioquin  resolutio  in  numeris  rationalibus  absolvi  nun  posset.  Quare 
generalis  forma  aequationis  W =  0,  quam  hic  tractabimus  erit: 

0  =  a  -f-  (3  (z  +-  y  +  x  -+  etc.)  -+  y(zy  +  zx-f-yx  -f-  etc.)  +■  9  (tz  -f-  yy  +  rx  +  etc.) 

-f  t  (zzy  +-  zyy  +-  zzx  +  zxx  +-  etc.)  -f-  Z  (zyx  +  etc.)  +-  »;  (irry  -I-  isxx  +  yyxx+  etc.) 
*  (nyx  -|-  zyyx  -+-  etc.j  elc. 

x,  y,  x  etc.  in  ea  debent  esse  permutabiles.  Secundnm  hanc  duplicem  ergo 
problemaU  contemplemur,  ab  iis  inchoaturi,  in  quibus  duo  numeri  z  et  y 


9.  Problema  1.  Proposita  hac  aequatione  rcsolvcnda:  u  =  ( r  -f- y),  invenire 
formulas  simpliciores,  quae  pcr  ejus  resolutionem  redduntur  quadrata. 

Botatlo.  Cum  huic  aequationi  o  =  ;i  (s  ■+ y)  fuerit  saUsfactum,  manifestum  est,  simul  hanc 
generalem    PP  +  M( —  u  +    [y  -+  z))    flcri  quadratum,  quaecunque  quantilates  pro  P  et 
r.    Quia  /i  evanescere  nequit,  ponamus  ,<J  =  I,  ut  tnter  y  et  r  haec  subsistat  relaUo 
y  -f- 1  =  a,  sitque  PP  +  M  (y  -j-  z — a)  =  quadrato,  unde  sequentcs  casus  notatu  dignos  evolvamus: 

I.  Sit  M=  2,  erit  PP  +  2y  -j-  2x  —  2«  =  quadrato.    Capiatur  P  =y .—  I ,  erit 

1)  yy  -f-  2s  +  1  —  2a  =  □  et  permutatione  facta 

2)  xx+-2y  -j-  i  —  2a=  Q. 
Capiatur  P  =  y  +  x  —  I,  erit 

3)  (y-+x)'  +  t-2a  =  rj. 
Capiatur  P  =  y  —  r  -+  1,  erit 

k)    (y-r)*-+.*y  +  l-2a  =  Q. 

5)  (y—  :)»+»:+  l-2a=Q 

II.  Sit  M  =  —  2  unde  PP  —  2y  —  2x  +  2«  =  quadrato.  Capiatur  P  =  y  +  I ,  seu 
P=  r+  1,  erit 

6)  yy  —  2r+-l  +  2a  =  D. 

7)  tz  —  2y  +  I  +  2a=  Q. 
Capiatur  P  =  r  +  z-f-  1,  erit 

8)  (T +s)1+-« +  2a=Q. 
Capiatur  P  =  y  —  z  +  1,  erit 

9)  (y  —  x),-»z+.l-f-2a=D. 
10)    (y-x)»-»y+l-f-2a  =  D. 

III.  Sit  «  =  2a,  unde   PP  +  2«y  +  2»x  -  2na  =  qnadrato,  atquc  mm  solum 
praecedentes,  «ed  infinitae  aJiae,  orfcntur.  ;<" 

L.Eol«riOpm. 
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Capiatur  P  =  r  —  «  et  /J  =  i  —  n,  erit 

11)  yy  +  2#u4-iw  —  2n«  =  Q. 

12)  rx  H-2nr-|-nfl  — 2iw  =  □. 
Capiatur  P  =  r  —  2n    et    /*  =  s  —  2n,  erit 

13)  jy — 2nr  +  2n:-^- Vnn  — 2n«  =  Q. 
iS)    z~  —  2n;  -+-  2ny  -+  tnn  —  Sm  =  Q. 

Capiatnr  P  =  r  4-  z  —  n,  erit 

15)  (r+ 2/w  =  C. 
Capiatur  P  =  r  +  z  — 2n,  erit 

16)  (r  +  2)1—  2«(r+r)  +  inn  —  2n«  =  □. 
Capiatur  P  =  y  —  z  —  n,  erit 

17)  (y  —  z)'-M«z-f  nn  —  2n«  =  Q. 

18)  (y  —  z)1-)-  kny-\-  nn  —  2n«=Q. 

IV.  Sit  M  =  —  r >  un(l*  PP  —  >T  —  yz  +  W  =  quadrato. 
Capiatnr  P  =  y,  erit 

19)  —  yx+«r— □• 

20)  —  r*  +  °z  =  □• 

Capiatur  P  =  y  —  {«,  erit 

21)  -yr  +  *««  =  □• 
Capiatur  P  =  y  +  x,  erit 

22)  zz  +rz +  <«•  =  □■ 

23)  rr+r*  +  «=0- 

Capiatur  P  =  y  +  z  —  {  «,  erit 

9%)  zz-(-rz+ i*r  —  l«z+ !'»««=□. 
95)  rr+rz+|«z  —  i«r +  !'»««  =  □. 

V.  Sit  M  =  —  z  —  r,  unde  PP  —  (r  •+-  z)*+  «  (r  +  z)  =  quadrato. 
Capiatur  P  =  r  +  z,  erit 

26)  «r  +  «z  =  Q 
Capiatur  P=r+z—  «,  erit 

27)  oa  — «r  — «=□• 
Capiatur  P  =  y  —  z,  erit 

28)  —  ^rz  +  o  (r  +  r)  =  □• 
Capiatur  P  =  r —  * — 1«,  wit 

29)  —  *r*  +  2«r+  \aa=Q. 

30)  —  %r*  +  2«r-|-  ,««  =  □• 
Capiatur  P  =  r—  i«,  wit 

31)  _zx  —  2rz  +  «z +  *««=□. 

»2)  _— _2rz  +  «r  +  ,««  =  □• 

VI.  SHAf  =  r  +  z  +  «,  unde  PP  +  (y  +  if  -  aa  =  quadrato. 
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Capiatur  P  =  yz  —  1 ,  erit 

33)   yyzz-\-yy  +  zz  +  1  —  aa  =  Q. 
VII.    Sit  M=n<y  +  z  +  a);  unde  PP  4-  n  (y  4  z)1  -  no«  =  quadrato. 
Capintur  P  =  y:  — n,  erit 

3k)    yyzz  4-  nyy  -i-  nzz  4-  nn  —  mu  =  Q. 
VIIL    Sit  itf  =  ( v  4-  :  -4-  «j  (y  -  i  4-  «)  (z-y  +  a),  unde  fit 

PP  —  y*  —  ;*—  «*4-  2yy:z  -i-  2oavv  -|-  2aazz  =  quadrato 
Capiatur  P  =  yy  —  :: ,  erit 

35)  2yv-f  2zz-aa  =  Q. 
Capiatur  P  =  y y     zz  -t-  aa ,  erit 

36)  yyzz -\- aayy  +  aazz  =  \J- 

IX.  Sit  ,V  =  3  (y  4-  z  4-  a)  (y  -  z  4-  «)  (i  -r  4- «),  unde  fit 

pp  _  3  v*  _  3  s*  _  3  „« 4.  ejyjj  4.  6  aayy  4-  6  «arz  =  quadnto. 
Capiatur  P  =  2vr-r-2ir-|-2a«,  erit 

37)  r4  4-  2*+  t*rvxi  +  n««rr 1-  «*««"  4  «'  =  □• 

Capiatur  P  =  2vy  4  2::  —  2«a,  erit 

38)  r*4-  s*4-  a*4-  i*OT«  —  2««vv  —  2««::  =  O- 

39)  r*4  :*4-«*— 2VT22  4  i*»««rr  — 2««:i  =  a. 
»o)  r'4-i*H-«*—  2rr«  —  2««r>"4  tw«::  = 

X.  Sit  generalius  M  =  (nn  —  1)  (y  4  z  4-  a)  (y  —  z  4- a)  (z  —  y  4-  «) ,  unde  fit 

pp  _  <nn  —  1)  (r*4-  i*t  «*—  2yy::  —  2««r?—  2a«zz)  =  quadrato. 
Capiatur  P  =  n  (rr  4-  "  4- ««),  erit 

M)   r'4-  **4  «*+  2  (2n«  -  I)  (yyzz  4-  ««rr  4-  «««)  =  □• 
Capiatur  />  =  n  (yy  +  ::  —  im),  erit 

V2)   r*4-2*4-«'4-2(2nn—  1)  yyzz  —  2««yy  —  2aa::  =  □. 

*3)  r*4-2'4«'— 2rr«4  2(2nn  — l)a4rrr— 2««_  =□. 

kVj   y* -\-  z'  -r  a*  —  2yyzz  —  2aayy  +  2  (2nn—  l)««zz  =  Q. 

10.  CoroU.  I.  Ex  his  satis  intdligitur  inflnitas  exhihcri  poss<*  formulas,  quae  omnes  per 
eandem  relationem  acquatione  y  4  2  =  «  contentam  in  numeros  quadratos  aheant.  Quotcunque  ergo 
formulae  proponantur  ad  quadrata  reducendae,  dummodo  illae  Ln  bis  erutis  contineantur,  omnibus 
simul  satisfiet  ponendo  y  4-  s  =  a. 

11.  Coroll.  9.  Ita  si  a  sit  =  I:  sequenttbus  formulis  omnibus: 

rr4*=  =  D,  rr— r4z  =  D,  r4-;  =  D,  r— r=  =  □.  «4-*r=D.  «— *4-r=D. 

(r4:)'-l=D,  z-yz  =  U>  TT™  4  3T  4"  »  =  □  .  2rr  4"  2»  -  1  =  Q ,  satisfit 
ponendo   y-^z=t,   «u   y  =  I  -  x. 

12.  CorolL  S.  Imprimis  hic  notanda  est  forma  yyzz  + yy -\- u,  quae  in  quadratum  transit, 
si  capiatur  y  =  i  —  s,  vel  magis  generaJiter  y=±  i  ±  z.    Solutio  baec  apud  Diophantum 
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frequentissime  occurrit,  cujus  fundamentum  in  porismate  quodara  constituK,  pluraque  affisrt  probie- 
maU,  quae  ejus  beneficio  resolvuntur. 

13.  Coroll.  4.  Simili  modo  baec  forma  latius  patens  yyzz  -h  aayy  -4-  aazz  redditur  quadra- 
tum,  ponendo  y  =  ±  a  2:  z.    Atque  hacc  eadcm  positio  facit  etiam  hanc  formam 

yyzz  ■  +-  nyy  -(-  «33  -)-  nn —  naa 
quadratum,  quicunque  numerus  pro  n  assumatur.    Unde  si  a  =  1 ,  haec  forma 

yyzz  4  «>T  4-  »23  -+-  »«  —  n 
sive  haec  (yy  4  »)  («  4"  »)  —  »» 

Cit  quadratum,  ponendo  z  =  y±  I.    Quod  etiam  est  insigne  porisma  Diophanti. 

IV.  Sdiotion.  Omni  attcntionc  utique  dignum  est,  quod  tam  levi  opera  pluribus  conditio- 
nibus  simul  salisfieri  possit,  cum  quaelibet  conditio  peculiarem  opcralionem  exigcre  vidcatur.  Quin 
ctiam  hic  ejusmodi  formulae  occurnint,  quae  si  solae  proponcrcntur,  per  mcthodos  consuctas  non 
nisi  difficulter  resoivi  possent,  cujusmodi  est  haec: 

y*  -h  4  fl*  4"  •  Vyyzs  -+-  f  ^aayy  -4  1  Vaasz  =  quadrato  , 
cujus  solulio  si  more  cousuelo  tentetur,  non  exiguis  difiicultatibus  implicata  deprchcnditur:  ex  quo. 
si  praeterea  aliae  conditiones  praescribantur,  quibus  siinul  satisfieri  oporteat,  quaestio  non  immerito 
plus  quam  detcrminata,  ac  vires  analyseos  transccndcns  videri  debet  Continetur  crgo  in  evolutionc 
hujus  problematis  jam  porisma  amplissimum,  quod  in  analjsi  Diophantea  summum  liabet  usum, 
quod  cum  natum  sit  ex  positione  sunplicissima  z-\-y  =  a,  ita  formulae  magis  compositae  nos  ad 
profundiora  ac  magis  recondita  porismata  manuducent. 

15.  Problcma  S.  Proposita  hac  aequatione  rcsolvenda  :  yz  —  a  (y  -\-  z}  -+-  6  =  0, 
invcnire  formulas  notabiliores,  quae  per  ejus  resolutionem  redduntur  quadrata. 

Molutio.  Sumta  rclatione  inter  numeros  y  et  z  ex  hac  aequatione  yz  —  a  <y  T  z)  T  6  =  0, 
haec  forma  generalis  PP-\-M(yz —  a  {y  4-z)  -+-  6)  evadet  quadratum;  cujus  ergo  species  notabilio- 
rcs  cvolvamus. 

I.  Sit  M  =  2,  ut  habeatur    PP  -+-  2yz  —  2a  (y  -4  s)  +  26  =  quadrato. 
Capiatur  P  =  y  —  z ,  eritque 

1)  >T4-«-2«(y+r)T26-D. 
Capiatur  P  =  y  —  z  +  a,  erit 

2)  jy+  zz  —  Kaz  -+-26  4-  ««  =  □• 

3)  yy -\- zz  —  kay-\-2b-\-aa  =  Q. 

II.  Slt  I/  =  —  2 ,  ut  habeatur    PP  —  2yz  4  2a  (y  4  z)  —  2 6  =  quadrato. 
Capiatur  P  =  y  4  - ,  «rit 

V)    >-y-(-33  4-2a(r-)-2)~26= 
Capiatur  P  =  y  4-  z  —  « ,  erit 

5)  ?y+3x4aa-26=n. 

III.  Sit  M  =  2« ,  ut  habeatur    PP  \  2«yz  —  2na  ly  4s)  +  2«6  =  quadrato. 
Capiatw  P  =  yz  —  «,  erit 

6)  yysz  —  2naly-\-z)  -4  2«6  -+-jwi=Q. 
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Gapiatur  P  =  r+:  +  iw,  erit 

7)  rr+*s  +  2(«+i)r*  +  ««««+2»6  =  D. 

IV.    Sit  M  =  yz  +  a  (y  +  t)  —  h,  ut  babeatur 

PP  +  rr**  -  **  (y  +  «)*  +  (6  -  *)  y  +  « (6  +  *)  (y  +  *)  -  6A  =  quadrato. 
Capiatur  P  =  m  (r  +  :j  4-  n,  ut  sit 

rr--  +  («■  -  ««)  (r  +  -/  +  (*  —  *)  r*  +  2««  (y  + t)  +  ** 

+  a  (6  +  h)  iy  +  z)  -  6*  =  quadrato. 
Fiat  .  «R  =  -l«(6  +  /i)  et  2  (mm  -  ««)  +  6  -  A  =  0,  sive 

«  =  1-  {aa-mm-b)    et    6.  =  6+ 2(mm-a«j,  erit 

8)  yyzz  +  (mm  -  aa)  (rr  +  «)  +  (66  +  (««  -  26)  (««—  mm))  =  n. 

16.  CoroU.  1.  Hinc  in  aequatkme  canonica  r*  —  « fr  +  *)  +  6  —  0  «  et  6  iU 
detennhuri  possunt,  ut  haec  forma  yyzz  +  cc  (yy  -f  sz)  fiat  quadratum. 

Capiatur  enim  mm  =  aa  +  ce,  et  fiat  66  +  26cc  —  aacc  =  0,  seu  6  =  —  cc  ±  c  V  (aa  +  cc). 
Quare  pro  a  ejusmodi  sumatur  numerua,  ut  aa  +  cc  fiat  quadratum,  tumque  erit 

yz  —  a  (y  +  z)  —  cc±  c  V  (aa  +  cc)  =  0 , 
sive  (r —  a)  (s  —  a)  =««+ ee  ±  c "!/(««  + ce). 

At  vero  hinc  conficietur: 

V  [yyzz  +  cevr  +  CCZi)  =  (r  +■  *)  r  («a  +  cc)  —  «c. 

1 7.  Coroll.  a.  Ad  formam  erjro  rrsz  +  "77  +  ^21  quadratum  rcddendam  suinatur  pri- 
mum  uumerus  a,  ut  V(aa  +  cc)  fiat  rationale,  eritque  tum 

 «tr+  «i+^L^^ + . 

y  —  « 

Haec  autem  solutio  simul  praecedcntcm  ejusdem  formae  in  sc  compleclitur,  casu,  quo  a  capitur 
iulinitum,  tum  enim  oritur  z  —  —  y  ±  c,  omnino  nt  ante,  ideoque  haec  solutio  latius  patet  quam  illa. 

18.  Coroll.  3.    Si  in  forma  (8)  nulla  limitatio  fiat,  ita  ut  acquatio  proposita 

yz  —  «  y  4-  z)  +  6  =  0 
generatim  valeat,  ea  etiam  hoc  modo  referri  potest 

(yy  +  mm  —  aa)  (zz  +  mm  —  aa)  —  {m~  ~  "*■'  (mm  —  aa  -\-bf  =  quadnrto. 

Quare  posito  mm  —  aa  =  p  et  6  +  p  =  m  =  K(aa  +  p) ,  haec  aequatio : 

(rr  +  p)  <zz  +  P)  =  rF+P 

resolvetur  hac  detenninaUone  r*  —  « (r  +  '*)  —  P  +  r7  (««  +  p)  =  dlmmodo  pro  a  talis  acci- 
piatur  numerus,  quo  aa  +  »  fiat  quadratum. 

19.  CoroH.  4.   Si  statuatur  t±E  =  6  =  - p  +  q  k  '(«.  +  p),  ut  sit 

yz  —  a(y~\-z)—p-r-qV(aa  +/»)  =  0 
hac  determinaUooe,  si  modo  oa  +  p  fuerit  quadratum,  «Usfiet  huic  condiUoni 

Crr+p)(«  +  /»)  =  ^+w. 

eritautem  V=(y  +- »)/(««  +  p)-«7. 
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20.  CorolL  «.  Ilinc  si  dato  numero  p  quaerantur  oumeri  y  et  s,  ut  uat 

(yy+pM"  +  p)  =  quadrato, 
posi  to  q  =  0,  huic  cooditioni  satisfict  statuendo  yz  —  n  (r  -+-  z)  —  />  =  0,  existent*  «a  -)-  />  numero 
quadrato.  Seu  sumatur  (r  —  «)  fs  —  «)  =  aa     p,  unde  si  <w  -(-  /»  in  factores  resoivatur,  commode 
ambo  oumeri  y  et  s  definiuntur. 

21.  CorolL  6.  Si  sit  o  =  0,  forma  (8)  fiet:  yysz-+-  mm  (yy  +  sz)  -  66  -  2mm6  =  Q, 
quae  conditio  ergo  adimplebitur  hac  aequatione  y:  +  6  =  0.  Facto  ergo  6  =  —  2««,  isU  formuln 
yyss  +  mmyy  +  mmss  reddetur  quadratum,  sumendo  ys  =  2mm,  quod  quidem  per  se  est  manifesttim. 

22.  Problema  3.  Proposita  aequatione  resolvenda  yy  -f  sz  —  2nys  —  a  =  0, 
inveoire  formulae  notahiliores,  quac  per  eam  redduotur  quadrata. 

PP  +  M{yy  ■+-  ss  —  2nyz  —  a)  =  quadrato. 

I.  Sit  !»=  —  I    et   P  =  yrtr,  erit 

li  2fn+i;.rs  +  «  =  G- 
2)    2(«-i)ys  +  «  =  r]. 

II.  Sit  M  =  m   et    P  =  y:-l-mn,  orit 

3  i   yyzz-^myy  +  mss  —  mn  4-  mmnn  =  Q. 

III.  Sit  «  =  2nys   et    P  =  2nyz,  erit 

»)    2nys  (yy  +  zs)  —  2wrys  =  Q. 

IV.  Sit  il/  =  —  ss   et    P  =  ss  +  nys +  erit 

5)    (nn—\)yyzz  +  nayz^{*a  =  Q. 

23.  CoroU.  I.  Si  ponaraus  a  =  mnn,  perventmus  ad  haoc  formam  yyss  myy  +  mst, 
quae  crgo  redditur  quadratum  per  haac  aequationem:  yy  +  ss  —  2nys  —  mnn  =  0,  unde  fil 
s  =  ny  ;£  ^(fnn—  l)yy +  mnn).  Quare  pro  y  taJis  numerus  assumi  dehet,  ul  inn—  I  >y  +  mnn 
fiat  quadratum. 

2V.  Coroll.  ».  Quooiam  hic  numerus  n  arbitrio  oostro  relinquilur,  sumatur  talis,  ut  nn — I 
prodeat  quadratum,  sic  enim  commodissime  forma  (nn  —  \ )  yy  -\- mnn  ad  quadratum  reducetur: 

capiatur  scilicet  n  =  *X±i. 

25.  SchoMon,  Hbce  formulls,  quae  duas  indeterminatas  involvunt,  fusius  non  immoror, 
quoniam  ex  allatis  perspicuum  est,  quomodo  hujusmodi  formularum  investigationem  in  infijiKum 
extcndcre  liceat.  Pergo  igitw  ad  tres  mdetermioatas,  ubi  pluriina  egregia  porismaU  occurrunt, 
quorum  praecipua  hic  explicabo. 

26.  ProMema  4.  Proposita  bac  aequatione  resolvcnda:  a  =  x  4-y  +  z,  definire 
formulas  notabiliores,  quae  per  ejus  resolutionem  quadrata  redduntur. 

Solntlo.  Quadratum  ergo  gcneratim  erit  haec  forma:    PP  +-<•/(*  +  y  +  s  — a  .. 
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Sit  M=2n,  «tfet  ff  +  fa^+y  +  il-iMsa. 
Capiatur  f  =  x  —  n,  erit 

1)  xx+2n(7  +  z)  +  nn-2«a=D. 

2)  77  +  2n(« +  *)  +  «  —  «**=  Q. 

3)  za  +  2«  (x+y)  +  nn-2na=a. 
Capiatur   P  =  *  +  r  — n,  erit 

*)  (*+r)H2«  +  «-2M=D. 

5)  (x  +  *)»+2V  +  jin-2*«  =  D. 

6)  (r+*)*+2nx  +  «n  — 2«a  =  Q 
Sit  itf  =  2nay   et    P  =  xy  —  nx  —  ny,  erit 

7)  a^r+ 2«a7z  +  «nasx+ nnjy  +  ^n^n  — a)ay  =  □. 

8)  xxzz  +  2nxrz  +  iumke  +  nnzz  +  2«  («  —  a)  xz  =  □. 

9)  T722  +■  2nay*  +  nn77  +        +9n  (n  —  a)  72  =  □• 
Sit  M=  —  (a  +  x  +  r  +  z)   et   P  =  x  +  7— z,  erit 

10)  aa  — *xz —  kyz=Q. 
tt)    aa — fcay —  kyz=Q. 

12)  aa  —  *ay  —  kxz=  Q. 

Sit  Jlf=  — n(a  +  x+r  +  z;    et    P  =  ay4-aw  +72  +  n,  erit 

13)  (ay  +  xz  +7s)*—  n  (xx  +  77  +  zz)  +  nn  +  noa  =  □• 

27.  CarofJ.  1.  Sit  n  =  2a   et  a  =  J,  atque  his  conditionibus: 

XX  J   r  +  2=n  (x  +  r)*+2  =  p 

7T  +  X+  z=Q  (x+2)*+7  =  n 

»2+x+7=n  (7+*)*+*=n 

satisf.et  pooendo  x+r  +  2  =  l. 

28.  € orolL  9.  Sit  n=l=a,  atque  his  conditionibns: 

XX77  +  2x72  +  axc  +  77  =  □ 

XXI2+2X7Z+XX  +  Z2  =  D 

yyzz  +  2x72  +  77  +  «  =  O 
satisfiet  ponendo  x  +  r  +  r  =  1. 

29.  CoroU.  9.  Sit  a  =  2,  atque  his  conditionibus 
i—xi—yz  =  Q  \—xy  —  yz  =  Q  1  —  x 7  —  xz  =  □ 


x  +  r+2  =  2. 


■ 


30.   ProMcma  5.  Proposita  hac  aequatione  resolvenda 

«7  +  xz+yz  =  a(n  +  v+  2) +  6 
definire  fornulaa  notabiliores,  quae  per  ejus  resolul ionem  redduntur  quadrata. 
Erit  ergo  in 
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PP  +  M((xy  +  xz  4-  yz)  -a (x  +  r  +  0  -  *) * 
Sit  jtf  =  2,  ut  babeatur: 

PP  +  2(x/-|-xr-Hyz)-2«(x  +  r     r)  -  26  =  quadrato. 
CapUUir  f  =  x  -f-  y  +  r  +  a,  erit 

1)    xx  +  rr4-«  +  M*r  +  «  +  r*)  +  *«  — »*=□■ 
CapUtur  P  =  x+y  —  z  +  a,  erit 

2   xx-»-rr  +  «  4-**r  —  *«z  +  «a  —  26  =  3. 

3)    xx  +  rr  +  ~  +  kxz  —  \ay  4-  aa  —  26  =  □• 
*)   xx-\-yy  +  zz-hkyz-kax+-aa-2b  =  C- 
Capiatur  P  =  x—  y,  erit 

5)  xx+rr-)-2(*  +  r)5  —  2*(*  +  r  +  *)  —  «*  =  □• 

6)  xx +zr  +  2  (x+ r)r—2a(x  +  r  +  s)  — 26  =  □• 

7)  yy+zz  +  2(y+z)x  —  2fl(x+r  +  -)  —  «*  =  □■ 

Sit  itf=— 2   «t    p  =  x  +  r  +  2  —  «,  ent 

8)  xx +rr +»  +  ««  + 2*  =  □•  ■  ■  • 

31.  Problema  O.    Proposita  hac  acquatione 

xx  +  rr  +  "  =  2xy  +  2xz  +  2yz  +  a 
definire  formulas  simpliciores,  quae  per  ejus  resolutionem  quadrata  redduntur. 
Holutio.   ln  genere  ergo  haec  fonnula  erit: 

PP  +  M  (xx  ■+-  rr  4- »  —  2xr  —  2xz  —  2r:  —  «)  =  quadrato. 
Sit  M=  —  I ,  ac  ponatur  P  =  x  +  y  +  z,  erit 

1)  *ay  +  *xr  +  kyz-ha  =  Q. 
Sit  iW  =  —  1    ct   /»  =  x  +  r  — «rit 

2)  kxy  +  a=U-  ,  .  , 

3)  *xr +  <!=□. 

v)  ^r*  +  «  =  □• 

Sit  JW=  —  1    et   P  =  x—  y,  erit 

5}   a  +  2(x  +  r)*  —  «  =  □• 

6)  a  +  2(x4-z)r-rr  =  D-  (>  , 

7}   a  +  2(r  +  r)x-xx=a. 

32.  C<H9oO.  1.  Posito  a  =  Kn,  ut  sit  xx  +  yy  -f  rr  =  2xr  +  2xt  -t-  2yz  +  Kn ,  fient 
simul  sequentes  formulae  quadrata: 

xr-|-n=  □ 
xr  +  n  =  □ 
rr  +  n  =  □ 

et    xr  +  xr+rs  +  n  =  D-  .•  »".».••- 
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Inde  haee  elegans  quaestio  Diopbantea  resolvitur : 

Daio  numero  quocunque  n,  itwenire  tres  numeros,  ut  producta  ex  binis  singula,  illo  numero 
aucta,  fiant  quadrata;  quibus  eonditionibus  adjunrji  potest  haee,  ut  summa  produclorum  ex  binis 
rodem  numerv  aucla  quoque  fiat  quadratum. 

33.  CorolL  a.  Cum  enim  ex  aequalione  sit :  z  =  x  +  y  ±  2  V  [xy  +  n) ,  sumantur  pro  * 
et  y  tales  numeri,  quibus  xy  +  n  reddatur  quadratum,  puta  xr  +  n  =  uu;  indeque  elicietur 
duplex  valor  pro  numero  z,  scilicet  z  =  x  +  r±2u,  quonun  uterque  cum  x  et  y  omnibus 
conditionibus  aeque  saUsfacit. 

3V.  CoroU.  8.  Cum  autem  sit  V(xy  +  n)  =  u,  erunt,  sumto  tertio  nuroero  z  =  x  -f  y  +  2ti, 
reliquae  formulae 

V(xz  +  n)  =  '-±\^  =  x  +  u, 
V(yZ  +  n)='-±^~y+u, 

V(xy  +  xz  +  yz  +  n)  =  '^t_s  =  x  +  r  +  u. 

35.  Problema  7.  Proposita  bac  aequatione: 

xx  +  rrzz  =  2xr  +  2/:  +  2xz  +  2a  (x  +  y  +  z)  +  6 
definire  formulas  notabiliores,  quae  pcr  ejus  resolutionem  redduntur  quadrata. 
ttolutio.  In  gcncrc  ergo  quadratum  erit  liaec  forma: 

PP  +  Jtf  (xx  +  yy  +  zz  —  2xr  —  2rz  —  2xz  —  2a  (x  +  y  +  z)  —  6). 
Sit  jtf  =  —  I  et  capiatur  P  =  x  +  r  +  z  +  a,  erit 

lj    kxy-\-kxz  +  Vrz  +  &a(x  +  r+z)  +  aa  +6= 
Capiatur  P  =  x  -)-  y  +  z  —  a,  erit 

2l    Vxr  +  Vxz  +  *rz  +  aa  +  6  =  Q. 
Capiatur  /'  =  t4 -r  —  z  +  a,  erit 

3)    fcxr +  *a(x  +  r) +aa  +  6  =  D. 
h)    kxz  +  4a  (x  +  z)  +  aa  +  b  = 
5)    Vyi  +  V«  (j*  -j-  i)  +  aa  +  6  =  Q. 
Cnpiatur  P  =  x-\-y  —  z  —  a,  erit 

B)    4xr  -f  fcaz  +  aa  +6  =  Q. 

7)  hxz-\~  Kay-}-  aa  +  6  =  Q. 

8)  *./z  +  *ax  +  aa+ 6  =  Q. 

36.  CorolL  L  Ad  formulas  bas  facillime  solvendas,  ponatur  tertia 

hxy  +  *  a  (x  +  y)     a«  +  6 
aequalts  quadrato  cuipiam  tm,  et  ob 

V  (x  -f  a)  (y  +  a)  =  ua  —  6  +  3aa,    seu   (x  +  «;  (y  +  a)  =  {  (uu  —  6  +  3aa), 

E.  EoLtl  oft».  33 
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i  colligitur  ex  forraae  tertiae  radice  quadraU  x  +  y  —  r-fa,  quae  ergo  est  —u,  unde  fit 
z  =  x  -j-j  -|-  a  ±u. 

37.  COroll.  9.  Si  sit  6  =  —  aa,  per  resolutionem  hujus  aequationis 

«*  +  3T  +  «  =  2x/  4-  2/r  4-  2*1  -f-  2a  {x-ry  +  z)  —  aa 
sequentes  formulae  omnes  in  quadrata  abibunt: 

*r  +  «(*+r)  =  Q.    **•  +  «  =  □. 

xi4-a(x4-r)  =  rj,       xr4-ay  =  Q,  ' 

r*+«(r  +  z)  =  n.     r* +«*  =  □. 
«r  +  *2+r==  □. 

ay  -f  xr -f-yr  +  a  (x  +  y  -f-  r)  =  rj. 
Satisfiet  autem  sumcndo:    z  =  x+  y-\-a±  IV  (xy  +  a  (x  4-  y))  =  *  4  r  -+- «  —  2u  posito 

(*4-«)fr  +  «)  =  ««+«. 

38.  Coroll.  3.  In  hoc  corollario  continetur  illud  ipsum  problema,  cujus  initio  feci  mentio- 
uem,  si  quidem  ponatur  «=1.  Atquc  ex  iisdem  formulis  solvi  quoqne  potest  quacstio,  in  qua 
ipsi  numeri  x,  y,  z  quadrati  esse  debent,  cujus  solutionem  hic  subjungam. 

39.  Qunostlo.  Invenire  tres  numeros  quadratcs,  ut  ad  productum  binorum,  «Ve  corundem 
summa,  sive  rdiquus  addatur,  quadratum  prodeat,  atque  ut  insuper  tam  summa  productorum  ex 
binis  ipsa,  quam  eadem,  summa  numcronim  aucta,  fial  quadratum, 

Solatfo.  Positis  crgo  xx,  yy,  zi  quadratis,  qui  quacruntur,  sequentes  formulas  quadraU  reddi 
oporlet : 

xxyy  +  w  +  JT  =  n,  rxyy  4  zz  —  Q , 

xxzz  4-  xx  4     •=  □ .  xxrr4-jrr=D, 

yyzz  4-  yy  4-  rr  =  □ ,  yyzz  4-  xr  =  □, 

xxyy  4-  xxzz  4-  JT*1  =  □ . 
xxyy  +  xxrr  4-  yyzz  4-  xx  4-  vy  4-  ;r  = 

llis  autem  omnibus  satisfit,  ddmmodo  statualur 

::=m4j74I±B  V{xxyy  4-  xx  4-  yy). 

Supni  autem  vidimus,  formam  xxyy  4-  xx 4- yy  quadralum  fieri,  si  ponatur  y  =x  +  I.  Sit  igitur 
y  =  x  4-  I ,  eritquc 

;r  =2xj-42x4  2±  2 /(x* 4- 2x»+3xx-r- 2x4-1)     seu     n  =  *(xx -f- x  4  I). 
Tanlum  ergo  superest,  ut  xx4>x4-l  reddatur  quadratum,  quod  posiU  radice  — x  +  t  praebet 


*  =  s7+l'    Ct  V(xx-f-x^l)  =  -^- 


unde  fit  r  =  2  V(xx  4-  x  4>  1)  =  ^LtLt^). 

Quadratorum  ergo  trium  quaesitorum  radices  sunt: 

tt-\  «42<  8«+8<  +  2 
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Vel  quo  facilius  pro  t  fractiones  capi  queant,  statuatur  , 
l  ^     eruntque  hae  radices  # 

4yr         '       '  47/-  '  ' 

unde  sumto  r  =  2  et  q  =  I ,  oriuntur  hi  valores 

3  5  7 

*  =  ¥'     y=8'  s=4' 
quibus  solutio  supra  tradita  contioetur.    Simplicior  fortasse  solotio  est: 

M).  MchoMon.  ilis  praeceptis  observandis  faclle  erit  otumerun  lalium  formularum  pro  lubitu 
multiplicare,  easque  tam  ad  quatuor  indeterminatas,  quam  ad  formas  magis  compositas  «rctendere. 
Quin  etiam  simili  modo  plures  formac  exhibcri  poterunt,  quae  per  certam  positionem  cubi  redduntur; 
sed  quoniam  io  iis  uon  amplius  tanU  cernitur  concinnitas,  hanc  meditalioncm  Bniondam  esse  censeo, 
cum  id,  quod  mihi  praecipue  erat  propositum,  ut  novum  analyseoc  Oiophanteac  supplementum  pro- 
abunde  cxplicavcrim. 
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-  XIX. 

Theoremata  clrca  rcstdua  cx  dMslone  potestatum  rellcta* 

(N.  Commci.  VII.  1758  -  59.  p.  49.) 

1.  Theorema  1.  Si  p  sit  numerus  primus,  et  a  primus  ad  p.  nullus  terminus 
hujus  progressionis  geometricae  1,  a,  a\  a\  a\  a\  a*.  etc.  per  numerum  p  divisi- 
bilis  exislit. 

Demonstratio  patet  ex  Euclidis  libro  VII.  prop.  26,  ubi  dcmonstratur ,  si  sint  duo  nu- 
meri  a  et  6  primi  ad  p,  forc  quoquc  productum  ab  primum  ad  p;  ideoquc  cum  «  sit  primus  ad  p, 
erit  posito  b  =  a,  quadratum  a*  primus  ad  />;  bincque  porro  a*  posito  6  =  «*;  item  a*  posito 
br^a*,  etc.    Sic  igitur  nulla  potestas  ipsius  a  divisibilis  erit  per  numerum  primum  p. 

2.  Coroll.  I.   Si  igitur  singuli  tcrmini  progrcssionis  geomctricae 

i ,  a ,  a\  a*,  a*,  a*,  a*,  a\  a$,  etc. 
per  numerum  primum  p  dividantur,  divisio  nunquam  sine  residuo  succcdet,  sed  ex  singulis  terminis 
orientur  residua. 

3.  Scholion.  Residua  haec,  quar  ex  divisione  singulorum  terminorum  progressionis  propo- 
sitae  geometricae  per  numerum  primum  />  emcrgunt,  hic  diligentius  perpendere  constitui.  Ac  primo 
quidem  singula  liaec  residua,  uti  ex  natura  divisionis  apparet,  minora  erunt  numero  p;  nullum  autem 
residuum  erit  =0,  quia  nullus  terminus  per  p  est  divisibilis.  Quodsi  forte  prodeant  residua  ipso 
numero  p  majora,  ex  arithmelica  constat,  quemadmodum  ea  ad  minora  rcduci  oporteat  Sic  rcsi- 
duum  p  4-  r  aequivalet  residuo  r,  et  in  gencre  residuum  np  4  r  redit  ad  residuum  r;  ac  si  r  sit 
majus  quam  p,  hoc  rcsiduum  revocatur  nd  r  —  p.  vel  r  —  2p,  vel  r — 3p,  etc.  donec  ad  nume- 
nim  ipso  p  minorem  perveniatur.  Itaque  omnia  haec  residua  r  ±  np  pro  eodem  residuo  r  repu- 
tantur.  Proprie  autem  loquendo  omnia  resldua  sunt  numeri  positivi  ipso  divisore  p  minores.  Verum 
tamen  eliam  saepenumero  convenit  et  residua  negativa  contemplari:  veluti  si  r  sit  residuum  ex 
divisione  cujuspiam  numeri  per  p  relictum,  itn  ut  sit  r<p,  residuum  quoque  erit  r — p,  numems 
scilicet  negativus;  ita  ut  residuum  positivum  r  aequivaleat  residuo  negativo  r  —  p.  Hoc  modo 
residua  ita  exhiberi  potcrunt,  ut  nunquam  semissem  divisoris  p  excedant  :  nam  si  residuum  nffirma- 
livum  r  majus  fuerit  quam  |p,  ejus  lo<:o  capiatur  residuum  negativum  r  —  p,  quod  minus  crit, 
quam  semissis  ipsius  p. 

k.  CoroU.  ».  Quoniam  omnia  residua  sunt  numeri  integri,  iique  minores  quam  p:  sequitur 
plura  divcrsa  residua  oriri  non  possc  quam  p—  I.  Quarc  cum  series  geometrica  1,  a,  a\  a1,  a\ 
a*,  etc.,  ex  terminis  numero  inGniUs  constet,  necesse  est,  ut  plures  termini  eadem  exhibeant  residua. 
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5.  Coroll.  3.  Sint  a"  et  a"  duo  ejnsmodi  terraini,  qai  idem  pracbeant  rcsiduum  r;  ita  ut 

sit  a"  7=  mp  4  r  et  a' —  «p-fr,  erit  a"  —  «'=  im  —  n)  p,  ideoquc  differcnl 
— a*  |>er  />  erit  divisibilis.    Innumeris  crgo  modb  differentia  inter  binos 
geometricac  propositac  per  numerum  p  erit  divisibilis. 

6.  CoroU.  4.  Si  potestas  a"  det  residuum  r,  potestas  vero  ar  residuum  s,  fueritque 
r-f-i=  p,  quo  casu  dicimus  residuorum  r  et  *  alterum  altcrius  csse  complcmentum ,  boc  casu 
summa  potestatum  af  -j-  <*'  p«"  numcrum  p  crit  divisibilis.  Cum  cnim  sit  a"  =  mp  -|-  r  et  «*"  =  «/>  -|-  i, 
erit  «"4-  a*_  (w -|- n)  p -)- r  + 1  =  (« -|- n  +  !)/>,  ideoque  factorem  babet  p. 

7.  Theorema  9.  Si  poteslas  a"  per  />  divisa  praebeat  residuum  r',  et  potestas  a" 
residuum  s,  potestas  a"  +  r  residuum  praebebit  rs. 

Oemotwtratlo.  Sit  enim  af=mp-\-r  et  a"=np-\-s,  erit  a*+''=  mnpp  4-  mps-{-  npr  -|-  rs; 
ideoque  si  a"'''*  per  p  dividatur,  residuum  erit  rs\  quod  si  majus  fucril  quam  p,  subtrahendo  p, 
quoties  fieri  potest,  id  ad  residuum  ipso  divisorc  p  minore  reducetur.    Q.  E.  D. 

8.  CoroD.  1.  Cum  ipsius  radicis  a  per  p  divisae  residuum  exponi  queat  per  a,  (si  enim  sit 
a</>,  erit  a  residuum  proprie  sic  dictum,  sin  autem  a>p,  nihilominus  residuum  per  a  exprimere 
licet,  quia  simul  a—p,  vel  a  —  np  subintelligitur),  si  potestatis  aM  per  p  divisae  residuum  sit  r, 
potestatis  a"4"1  residuum  crit  ar,  simili  modo  potestaus  a"  +  1  residuum  erit  a*r 


a"+i 


a*r,  etc. 


r,  fore 


i>         ™  »  »» 

9.  CoroD.  9.    Hinc  etiam  sequitur,  si  potestatis  af  |ier  p  divisae 
potestatis  a*"  residuum  =rr,  potestatis  al"  residuum  =  r*.  etc.    Ita  si  potcstatis  a!' 
=  1,  erit  omnium  harum  potestatum  av',  a*",  a4",  a*'",  etc.  idem  quoque  residuum  1. 

10.  Cornll.  3.  Quodsi  potestatis  a"  pcr  p  divisae  residuum  sit  =p —  1,  quod, 
per  —  I  eiponi  potest:  tum  potestatis  a*''  residuum  erit  =  41,  potestatis  aiu  residuum  =  —  I, 
at  potestatis  a*"  iterum  =4-1.  Atque  io  genere  potestatis  an"  residuum  erit,  vel  4-1,  si  n  sit 
numerus  par,  vel  —  1 ,  si  «  sit  numerus  impar. 

11.  Scholion.  Hinc  colligitur  modus,  satis  cxpedite  rcsichia  inveniendi,  quae  ex  divisione 
cujuscunque  potestatis  per  numerum  quemcunquc  relinquuntur.    Veluti  si  residuum  investigare  vcli- 

s,  quod  ex  divisione  hujus  potestatis  7"?  per  numerum  6VI 


potrstale* 

rvMdua 

V 

7 

7* 

V9 

7* 

3V3 

V 

V78 

7. 

288 

7'8 

255 

7" 

281» 

7" 

—110 

-  79 

-JlU 

—  1 

nempe  cum  poleslas  prima  7  relinquat  7,  potestates  vero  7*,  7*,  7'  relinquant 

»9,  3*3  et  V78,  seu  —  163;  hujus  quadratum  7"  relinquet  163*,  seu  288,  ct 

quadratum  hujus  7"  relinquct  288*,  seu  255.    Simili  modo  potestas  7'*  relin- 

quet  2551,  seu  28V,  et  potestatis  7"  residuum  erit  — 110,  et  ex  7'"  oritur  110*, 

seu  —  79 ,  quod  residuum  per  28V  mulliplicatum ,  dabit  residuum  potestatis 
7.«-m=7.so    qu0()  eril  6W  Mu  _  , 
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Novimus  ergo,  si  potestas  7'"  per  6ki  dividatur,  residuum  fore  610,  seu  —  I,  unde  coocludimus 
poteslatis  7"»  residuum  fore  +  1.  Ergo  in  genere  potestatis  7,Mn  per  6VI  divisae  residuum  erit, 
vel  si  /i  sit  numerus  par,  vel  —  1,  si  n  sit  numerus  impar. 

12.  Theoreina  S.  Si  nunicrus  a  sit  primus  ad  p,  formcturque  haec  progrcssio 
geometrica  I,  a,  a1,  a*,  a\  «*,  as,  a\  etc.  innumeri  in  ea  occurrent  termini,  qui 
per  p  divisi  relinquunt  pro  residuo  1,  et  exponentes  horum  terminorum  progressio- 
nem  arithmeticam  constltucnt 

l>(>inon»rracl<>.  Quia  numcrus  terminorum  est  inlinitus,  plura  autem  diversa  residua  oriri 
nequeunt,  quam  p  —  I ,  necesse  est  ut  plurcs,  immo  infiniti,  termini  idcm  producant  residuum  r. 
Sint  a"  ct  a'  duo  liujusmodi  tcrroini,  idem  residuum  r  relinquentes,  eritque  aM — av  per  p  divisibile. 
At  a"  —  av-=  a"  {a"~y —  t),  et  cum  hoc  productum  sit  divisibile  per  p,  altcr  autem  lactor  a*  ad 
p  sit  primds,  necesse  est,  alter  factor  a"~ " —  I  per  p  sai  divisibilis;  unde  potestas  a"~ "  per  p 
divisa  residuum  babebit  =  1.  Sit  u  —  v  =  X,  ut  poteitotis  a?  residuuro  sit  =1,  eritque  omnium 
quoquc  harum  pol*statiim  o,;,  a* \  au,  a"  etc.  idem  rcsiduum  =  I.  Itaquc  unitas  crit  residuum 
omnium  harum  potcstatum  1,  a*,  au,  a4\  «*;,  a" ,  ctc,  quarum  expoocntes  in  progressione 
arithmetica  progrediuntur. 

13.  Coroll.  I.  Inventa  ergo  unica  potestate  aA,  quae  per  p  divisa  residuum  praebet  =  I, 
iiiGnilac  inde  aline  potcstates  cxhiberi  possunt,  quac  per  p  divisac  quoquc  unitatem  relinquant.  Ac 
iuGma  quidem  hujus  generis  potcstas  est  a"  =  I. 

1%.  Coroll.  9.  Ktiamsi  autem  praeter  unitatem  nulla  constet  potestas  ipsius  a,  quae  pcr  p 
divisa  unitatem  pro  residuo  relinquat,  tamen  novimus  infinitas  liujusmodi  revera  dari  potestales. 

15.  CorolL  8.  F.x  demonstratione  porro  patet,  dari  adeo  potestatem  a  ,  rcsiduum  =  1  prae- 
bentem,  cujus  exponens  X  sit  minor  quam  p.  Si  enim  progressio  geometrica  tantum  usque  ad  ter- 
minuni  ap~l  continuetur,  quia  terminorum  numerus  est  =  p,-  necesse  est,  ut  saltem  duo  tennini, 
qui  sint  a"  et  a'  idem  habeant  residinim;  unde  cum  potesUs  au~"  habitura  sit  residuum  —  I ,  ob 
u  <  p  ct  v  < p,  certc  crit  fi  —  v<p. 

16.  Theorema  4.  Si  potcstas  «"  per  p  divisa,  residuum  relinquat  =r,  et  pote- 
statis  altioris  a"~"  rcsiduum  sit  =  rs,  erit  potestatis  a",  qua  haec  illam  snperat, 
residuum  =  .t. 

Demoinrracfo.  Praebeat  enim  potestas  a"  aliud  residuum,  puta  =  I,  et  cum  potestatis  a" 
rcsiduum  sit  =  r,  erit  potestaUs  a"-*"'  residuum  =rt,  quod  ipsi  rs  aequivalerc  deberet.  Foret  ergo 
r/  =  rs-r-;ip,  siquidem  ponamus  residua  r,  t  esse  ipso  divisore  p  miuora.  Kssct  ergo  l  =  s->r"-^\ 
at  cum  a  ct  p  sint  numeri  inter  se  primi,  omnia  rcsidua,  quac  ex  potestatibus  ipsius  a  per  p 
divisis  oriuutur,  parilcr  erunt  ad  p  prima,  nisi  forte  sint  =  I;  ideoquc  ut  ^  fiat  numerus  ioteger, 
necesse  est,  ut  y  sit  numerus  integer,  puta  =  m,  foretque  l  =  s-\-mp,  ideoque  t  =  s.  Quarc  si 
potestatis  a"  rcsiduum  sit  =  r,  et  potcstatis  a"+v  residuum  =rs,  hinc  sequitur  potestatis  ar 
residuum  forc  =  s. 
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17.    CorolL  I.  Si  ergo  t  =  I,  seu  si  duae  potestates  a"  ct  au  +  '  idem  habeant  residuuro  r, 
,  si  major  pcr  mioorem  dividatur,  qooto  a'  respondero  residuum  =  I ,  quo  ipso  dcmonstratio 


18.    CoroH.  «.  Si  r  =  1  et  $=  1,  seu  si  duac  potestatcs  aM  et  /+'  idem  habeant  resi- 
duum  =  1 ,  tum  etiam  potestas  a',  cujus 
gom  =  1  hahebit. 


19.  McJiotfon.  Dcmonstratio  hujus  theorcmatts  etiam  hoc  modo  confici  potest.  Cum  af  per 
p  divisum  relinquat  r,  crit  a^^wp  +  r,  similique  modo  a^+^^  np     n;  hinc  erit 

a""4"' —  a" ,i  =  nn  —  mps=  (n  —  m«) p; 
ideoque  numerus  a'"^*—  a'1i  =  a"  (ar  —  s)  crit  per  p  ilivisibilis:  at  alter  factor  a"  per  p  non  cst 
divisibilis.    Ergo  alter  ar — s  erit  per  />  divisibilis,  conscquenter  potcstas  a"  pcr  p  divisa  rcsiduum 
dabit  =  j. 

20.  Theorema.  5.  Si  post  unitatem  a'  sit  minima  potestas,  quae  pcr  p  divisa 
unitatem  rclinquit,  tum  nullae  aliae  potcstates  idcm  residuum  =  1  relinquent,  nisi 
quae  in  hac  progressionc  geometrica  occurrunt 

I ,  a\  au,  au,  a*\  as> ,  etc. 
Demomtratto.  Ponamus  enim,  aliam  quampiam  potestatcm  a",  si  per  p  dividatur,  residuum 
quoque  dare  =  1,  et  cum  sit  ft  >  X,  nequc  tamcn  multiplo  cuipiam  ipsius  A  ae<|uetur,  hic  cxpo- 
oens  fi  ita  cxhiberi  potest,  ut  sit  ft  =  nl  -\-9,  ubi  sit  <5<A:  nequc  erit  9  =  0.  Cum  igitur  tam 
potestas  a"x,  quam  a*=ani'8,  per  p  divisa  unitatem  relinquat,  per  §  18,  haec  quoque  potestas 
a*  unititem  pro  residuo  habebit,  foretque  ergo  a*  non  minima  potestas  hujus  indolis  contra  hvpo- 
thesin.  Quare  si  sit  minima  potestas  rcsiduum  =  1  praebens,  -nullae  aliae  potestates  eadem 
proprietate  crunt  praeditae,  nisi  quarum  exponentes  sunt  multipla  ipsius  A. 

21.  Corotl.  ■•  Si  ergo  progressionis  geometricae  1,  a,  a*,  a*,  a*,  ctc.  jam  secundus  terminus 
a  per  p  divisus  rclinquat  I,  quod  fit,  si  a  =  np-\-  1,  tum  omnes  tcrmini  idem  praebcbunt  residuum 
=  I :  neque  crgo  in  residuis  ulli  alii  numcri  praeter  1  occurrcnt. 

22.  CorolL  9.  Si  residuum  tertii  termini  a*  sit  =1,  quod  fit,  si  a*=  np  -f-  I,  tum  alterni 
termini  1,  a1,  a\  a\  etc,  quorum  etponentes  sunt  parcs,  omnes  rcsiduum  babebunt  idem  =1, 
reliqui  vero  tcrmini,  nisi  ax  quoque  rcsiduum  habcat  =  I,  omncs  alia  praclwbunt  residua. 

23.  CoroU.  8.  Fieri  ergo  potest,  ut  in  residuis  multo  pauciores  numeri  occurrant,  quam 
numerus  p—  1  continet  unitatcs:  plures  autem,  quam  p—i,  diversi  numcri  occurrerc  non  possunt. 

2V.  Theorenaa  6.  Si  potcstas  a*",  cujus  cxponens  est  nnmerus  par,  per  nume- 
rum  primum  p  divisa,  residuum  =  1  relinquit,  tum  potestas  a"  per  eundem  numerum 
p  divisa,  dabit  rcsiduum  =  +  1 ,  vel  =  —  1. 

priimim  p  relinquitur,  eritque  polestatis  «**  residuum  —  rr,  quod  pcr  bypothesia  =  I.  Quare  erit 
rr  =  1  +  mp  et  rr  —  1  =  mp;  unde  cum  rr  —  1  =  (r  -f  1)  (r  —  I)  sit  divisibile  per  p,  alt 
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faclorcm  r+t,  vcl  r  —  i  per  p  divisibilem  essc  oportet.  Priori  casu  erit  ;•  -f  1  =  up,  et 
r  -=-up  —  it  hincque  r  =  —  I.  Posteriori  casu  erit  r  —  l  -=  ap  et  r  =  «p  H-  i ,  bincque  r—  1. 
Ergo  si  potestas  al"  residuum  praebeat  =  -(-  1 ,  poleslas  a"  habebit  vel  residuum  =  +  1 ,  vel 
=  —  1 ,  siquidem  p  sit  numcrus  primus. 

25.  Coroll.  I.  Si  igitur  d1"  fuerit  minima  potcstas,  quae  per  numerum  primum  p  divisa 
residuum  relinquit  =  ~\-  I ,  tum  potestas  a"  residuum  dabit  =  —  1 .  Ergo  si  minimae  potestatis 
a'  residuum  =  I  praebcntis,  exponens  X  sit  numerus  par,  tum  inter  residua  terminorum  progressionis 
geometricae  1,  a,  a1,  as,  a*,  etc.  etiam  occurrct  numerus  —  I. 

JG.  Coroll.  3.  Sin  autcm  minimae  potestatis  aA  residuum  1  praebentis,  eiponens  X  sit  numerus 
impar,  tum  nulla  omnino  potcstas  rcsiduum  relinquet  =  —  1.  Si  enim  quaepiam  potestas,  uti  a", 
daret  residuum  =—  1,  tum  potestas  a%"  darel  residuum  =  +  1,  foretque  idcirco  2fi  =  nX,  et 
quia  X  esl  numerus  impar,  foret  2,</  =  2iwA,  ideoque  //  =  mA.  At  potcstas  ami  relinquit  residuum 
=  -(-  1 ,  neque  ergo  residuum  —  1  usquam  occurrerc  potest. 

27.  Theorema  7.  Si  a}  fuerit  ininima  potcstas  ipsius  a,  quae  per  numerum  p 
divisa,  rcsiduum  pracbct  =1,  tum  omnia  nsidua,  quae  ex  terminis  progressionis 
geometricac  I,  o,  a1,  a*  .  .  .  .  a'~\  usque  ad  illam  potestatem  a*  continuatae,  resul- 
tant,  erunt  intcr  sc  inaequalia. 

Demomtratio.  Si  enim  duac  potestates,  vcluti  a"  el  av,  quarum  exponentcs  u  ct  v  sint 
miuorcs  quam  /,  idcm  darent  rcsiduum,  tum  earum  diflorentia  af — a*  foret  per  p  divisibilis, 
ideoquc  polestas  a"~r  per  p  divisa  residuum  rclinqueret  =-|-i,  essetque  idcirco  fi  —  v<\, 
contra  hypothesin,  undc  patet,  omnes  potcstates,  quarum  cxpoueutcs  sint  minores,  quam  X,  diversa 
pracbcre  residua. 

28.  Theorcma  8.  Si  a'  fuerit  quaedam  potestas  ipsius  a,  quae  per  numerum  p 
divisa  rcsiduum  producat  =  I,  atquc  progressio  geometrica  in  membra  discerpatur, 
secundum  potestates  a*,  a%i,  aiA,  a*A,  etc.  hoc  modo: 

t ,  a,  a» . . .  aA-y  ax  . . . |  a*; . . .  mu~ '  \  a*; . . .  a4*-' 1  etc. 
ita  ut  quodvis  membrum  X  terminos  contincat,  tum  in  quolibet  membro  residua  pro- 
dibunt  eadcm,  atque  eodem  ordine  rccurrent. 

Demonstratio.  Omnium  enim  membrorum  tcrmini  primi  i,  al,  a^,  au,  etc.  idcm  praebent 
residuum  —  1.  Termini  deinde  secundi  omnium  membrorum  a,  a*+l,  ati+t,  a>i+t,  etc.  idem 
paritcr  dahunt  rcsiduum;  sit  enim  r  rcsidnum  ex  termino  <t'  ortum,  quia  a^^a^a',  erit  residuum 
ex  hoc  tcrmino  ortum  =  i.r  =  r;  similique  modo  patct,  tcrminorum  axi+l,  au+l  etc.  residua  fore 
=  r.  Ac  si  in  genere  sit  a"  terminus  quotuscunquc  primi  mcmbri,  atquc  residuum  ex  eo  Ortum 
=  r,  erit  quoquc  tcrmini  a">+"  rcsiduum  =r,  quia  tcrmini  a"*  rcsiduum  est  =  i :  hincque  omnium 
membrorum  termini  analogi  a^'"  etc.  idem  habebunt  residimm. 

29.  CoroU.  I.  Quodsi  crgo  tantum  terminorum  in  primo  mcmbro  contentorun  residua 
fuerint  cognita,  tum  omnium  quoque  tcrmuiorum,  qui  reliqua  membra  constituunt,  residua  crunt 
cognita. 
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30.  Coroll.  a.    Si  enim  proponatur  terminus  a* ,  cujus  exponens  x  sit  numerus  quantumvis 
i,  ejus  residuum  facilc  reperietur,    lste  enim  exponens  m  ad  hanc  fonnam  nX  +  p  reduci 

potest,  ut  sit  ft  <X,  atque  residuum  termini  a*  idem  erit,  quod  tennini  o". 

31.  CoroU.  8.  Hic  autem  numerus  fi  minor  quam  X  invenitur,  si  numerus  x  pcr  X  divi- 
datur,  tum  enim  rcsiduum,  quod  in  hac  divisionc  rcmanet,  erit  bic  ipse  numerus  ft,  qui  quaeritur. 

32.  CoroIL  4.  Semper  autem  datur  potestas  ax,  quae  per  p  divisa  unitatem  relinquit,  cujus 
ezponens  X  minor  sit  quam  numerus  propositus  p,  sicque  ad  residua  omnium  terminorum  progrcs- 
sionis  geomctricae  invenienda,  non  opus  est  operationem  ultra  terminum  a?  continuare. 

32.  Coroll.  5.  Si  autem  potestas  <r  sit  minima  carum,  quae  per  numerum  p  divisae  unita- 
tem  relinquunt,  tunc  quia  singuli  tcrmini  minores  quam  a  divcrsa  praehent  residua,  in  residuis 
omnibus,  ncque  plures,  neque  pauciores  diversi  numeri  occurrent  quam  X.  Igitur  si  X  sit  minus 
quam  p—  I,  non  omoes  numeri  in  residuis  occurrent:  sed  quidam  numeri  plane  nunquam  in  divi- 
progressionis  geometricae  I,  a,  a\  a*,  etc.  remanere  poterunt. 

3V.  CoroU.  «.  Si  igitur  diversitas  residuorum  spectetur,  Geri  potest,  ut  cx  omnibus  pote- 
ipsius  a  unicum  tantum  residuum  vel  duo  tantum  residua  diversa,  vel  tria  ctc  prodeant, 
plura  tamen  nunquam,  quam  p — 1,  locum  habere  possunt.  Quotquot  antem  prodicrint  rcsidua,  inter 
ea  semper  unitas  reperitur. 

35.  Tbeorenui  0.  Si  p  sit  numerus  primus,  et  a  primus  ad  p,  atque  omnes  nu- 
meri  ipso  p  minores  reperiantur  inter  residua,  quae  ex  divisione  omnium  potcsta- 
tum  ipsius  a  pcr  numcrum  primum  p  oriuntur,  tum  ap~l  erit  minima  potestas, 
quae  per  p  divisa  unitatem  relinquit. 

r><-moikii<ratio.  Sit  <f*  minima  potcstas,  quae  pr  p  divisa  relinquat  unitatem,  atque  ex  prae- 
cedentibus  patet,  esse  A<p(I5).  Jam  cum  numerus  omnhun  residuorum  diversorum  sit  =  X,  et 
ipso  p  minonun  —p—  I,  palet,  si  esset  X<p—  i,  non  omnes  numeros 
qtiam  p  in  residuis  occurrere:  non  igitur  erit  X<p—  I,  neque  vero  est  X  >  p  —  I ,  quia 
alioquin  non  foret  X  < p.  Unde  rclinquitur  esse  X=p — 1.  Quocirca  si  omnes  numeri  ipso  p 
minores  in  rcsiduis  occurrant,  potcstas  a/"~,  erit  minima,  quac  per  p  divisa  unitatcm  relioquit. 

36.  Schollon.  Natura  hujus  theorcmatis  postulat,  ut  p  sit  numerus  primus;  nisi  enim  esset 
talis,  fieri  non  posset,  ut  omnes  numeri  ipso  p  minores  in  residuis  occurrerent,  Quod  quo  clarius 
perspiciatur ,  pcrpendendum  est,  si  p  est  numerus  composilus,  ad  quem  tamcn  a  sit  primus,  nullam 
partcm  aliquotam  ipsius  p  in  residuis  locum  haberc:  nam  si  potestas  quaepiam  a"  daret  residuum  r, 
quod  esset  pars  aliquota  ipsius  p ,  ob  a''  =  mp  +  r,  etiam  ipsa  potestas  a"  divisorem  haberet  r, 
idcoque  nec  ea,  neque  radix  a  esset  numcrus  ad  p  primus,  quod  bypothcsi  adversatur. 

37.  Tbeorema  IO.  Si  numcrus  divcrsorum  rcsiduorum,  quae  ex  divisione  pote- 
statum  t,  a,  a*,  a3,  a*,  a*,  etc.  per  numerum  primum  p  nascuntur,  minor  sit  quam 
p—i,  tum  ad  minimum  totidein  erunt  numeri,  qui  non  sunt  residua,  quot  sunt  residua. 

Demonjstratlo.  Sit  a*  potestas  minima,  quae  per  p  divisa  unitatem  relinquat,  ac  sit  X<p—  I, 

erit  numerus  omnium  residuorum  diversorum  =  X,  ideoque  minor  quam  p  —  i.  Cum  ergo 
t.  t.i.t;  upm.  3^ 
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ipso  p  minorum,  sit  =  p  —  I,  patct  dari 

Quod  ut  ostendatur,  cxponamus  rcsidua  pcr  ipsos  terminos,  cx 

haec  residua  I,  a,  «\  a\  a*  a~~ ' 

quorum  numcrus  =  X,  atquc  bacc  rcsidua,  si  ad  formam  consuctam  reducantur,  omnia  crunt 
minora  quam  p  ct  intcr  se  diversa.  Cum  igitur  sit  X  <  p  —  1  pcr  hypothesin ,  dabitur  certe 
numerus,  qui  in  his  rcsiduis  non  repcritur.  Sit  talis  numcrus  k;  jam  dico  si  k  non  sit  rcsiduum, 
nequc  ak,  ncque  a*k,  ncquc  ask,  ctc.  ncque  a~~ lk  in  residuis  occurrerc.  Fac  cnim  a"k  cssc 
residuum  ex  potestate  «°  oriundum,  foret  aa  =  np-\-  a"k,  seu  o° — a^'k  —  np,  ideoquo 

«•-«"*  =  «•(«—'*  —  k, 
per  p  divisibilc.    At  a"  |*r  p  non  cst  divisibile,  csset  ergo  «"-"-«  per  p  divisibile,  seu  potestas 
aa-f'   per  p  divisa,  residuum   rclinqueret  k,  quod  hypotbesi  repugnat.    Ex  quo  patet,  omnes 

hos  numeros:  k,  ak,  a*k,  a*k,  a*k,  a~~'k,  seu  numeros  inde  dcrivatos,  non  esse 

residua.  At  hi  numeri,  quorum  multitudo  =X,  omnes  sunt  divcrsi  intcr  sc;  si  enim  duo,  vcluU 
a"k  et  avk,  convcnirent,  ad  idcmque  residuum  r  reduccrentur,  forct  a"k  =  mp  r  ct  a"k  =  np-\-r, 
idcoque  a"k  —  ark  =  [m  —  n)p,  seu  (aM —  av)k  =  (m  —  n)p  esset  per  p  divisibile.  Neque  vero 
k  pcr  p  cst  divisibilc,  siquidem  ponimus  p  numerum  primum  et  k<p;  esset  a" — a"  pcr  p  divisi- 
bilis,  seu  a?-v  pcr  p  divisum,  unitatcm  rclinqucret;  cum  tamcn  ob  /t<X  —  i  ct  »<X  —  1, 
esset  n  —  v  <  X,  quod  csset  absurdum.  Frgo  omocs  illi  numeri  k,  ak,  a*Ar,  ask  ....  a~-'k,  si 
rcducautur,  erunt  inter  sc  diversi,  corumque  multiludo  cst  =X.  Ad  minimum  ergo  dantur  X 
numcri,  qui  in  residuis  Iocum  non  invcniunt,  si<|uidem  sit  X<p —  1. 

38.  Coroll.  1.  Cum  igitur  babeantur  X  divcrsi  numcri,  qui  sunt  rcsidua,  totidcmque  divcrsi 
numcri,  qui  non  sunt  rcsidua,  omncsi|iic  sint  minorcs  quam  p,  illorum  junctim  sumtorum  numcrus 
2X  major  cssc  ncquit,  quam  p  —  I :  quia  non  plurcs  dantur  numcri  ipso  p  minorcs  quam  p  —  1. 

39.  CorolL  9.  Si  ergo  rf*  sit  minima  potestas,  quac  per  numcrum  primum  p  divisa  rclioquit 
unitatcm,  fueritque  X<p—l,  tum  cerUim  est,  non  csse  A>^-~— 5  crit  crgo  vcl  A  =  ^p, 
vcl  X  <?~l* 

\0.  Coroll.  3.  Antc  vidimus  cx|M)ncntem  islius  posestalis  minimac  X  cssc  nccessario  minorcm 
quam  p;  crit  crgo  vel  X  =  p  —  t ,  vcl  X  <  p  —  1 ;  liocquc  casu  si  X  <p  —  1 ,  simul  novimus,  jam 
csse  vel  X=^-~^-t  vel  X<p-~-  Atqtie  adeo  intra  limitcs  p — 1  et  '^-^  nullus  continctur 
numcrus,  qui  unquam  cssc  possit  valor  ipsius  X. 

VI.  Tbcorema  II.  Si  p  sit  numerus  primus,  atquc  tf*  minima  potcstas  ipsius  a, 
quac  per  p  divisa  unitatem  rclinquit,  fucritquc  X<^-~^,  tum  ficri  ncquit,  ut  iste 

exponens  X  sit  major  quam  P-^-i  eritqiic  ergo  vcl  A  =  £-^-S  vel  *<1^^' 

Deinomtrailo.   Cum  ax  sit  minima  potcstas,  quac  pcr  numcrum  primum  p  divisa, 
rclinquit,  plures  in  residuis  non  occurrunt  numcri  divcrsi,  quam  X,  qui  relinquuntur  cx  his 

«,  «,  «*,  «*,  «4  
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si  singuli  per  p  dividantur;  quare  cum  sit  A  <  p  —  1  habebuntur  p  —  1  — A  numeri,  qui  aoo  sunt 
residua,  quorum  si  unus  aliquis  sit  =  r,  vidtmus  lios  omnes  numeros 

r,  ar,  «V,  aV,  o*r  a~-'r 

- 

siquidem  dividcndo  per  p  ad  numcros  ipso  p  minores  reducantur,  in  residuis  oon  contineri.  Hinc 
autem  taotum  A  nmneri  cx  residuis  cxcluduntur;  quarc  cum  sit  A<£~-!,  erit  A<p— 1  — A, 
ideoque  praeter  hos  numcros  alii  insuper  dantur,  qui  in  rcsiduis  non  contincntur.  Sit  *  liujusmodi 
numerus,  qui  neque  sit  residuum,  ncque  in  praccedcnte  serie  non  residuorum  contincatur;  atque 
etiam  hi  omnes  numeri 

*,  as,  aV,  a*s,  a*s,  a™- '$ 

non  rnint  residua:  biquc  numeri,  uti  in  praecedente  demonstratione  ostendimus,  omnes  inter  se 
erunt  divcrsi.  Ncquc  vero  ullus  etiam  horum  numerorum,  vchiti  a"s,  jam  in  praccedcnle  serie 
non-residuorum  continctur,  scu  non  est  o"*  =  oV.  IVam  si  csset  oV --  a"s,  foret  j  =  a"-'r, 
vel  t  =  aA-*-r~"  r,  si(|iiidcm  esset  ,«  >  v,  undc  *  jam  in  priori  serie  contineretur  conlra  hvpothesin. 
Quocirca  si  X  <  ^~-! ,  dantur  ad  minimum  adhuc  X  numeri,  qui  non  sunt  residua,  sique  cum  X 
habeamus  residua,  ct  2A  non-residua,  hique  numcri  omnes  sint  ipso  p  minores,  fieri  nequil,  ut  sit 
corum  summa  3A  major  quam  p—  1,  seu  non  erit  A>^~-!-  Krit  ergo  vcl  X  =  p~~,  vel 
/.  <^%  siquidem  sit  X  <^j^   et  p  numerus  primus. 

V2.  CoroD.  I.  Si  crgo  uon  sit  X  <  ,  tum  ccrte  erit  X  =  -  ,  siquidem  sit  X  <  • 
At  remota  hac  conditionc,  si  novcrimus  non  cssc  A<-  3~,  tum  necessario  sequitur,  csse  vel 
A=^,  vel  A=£~-i,  vel  X=p-t. 

V3.  Coroll.  ~.    Sive  aulem  sil  A  =  ''~!,  sive  A  _=  ^  ~  1 ,  potestas  a''-'  per  p  divisa 

relinquit  unitatem.    Si  enim  aA  uniutem  relinquat,  etiam  a**  et  a?  unitatem  pro  residuo  dabunt 

\\.  Theorcma  13.   Si  a*  sit  minima  poteslas  ipsius  a,  quae  pcr  numerum  pri- 

mum  p  divisa  unitatem  relinquit,   fueritque  X  <-•"•'»   tum  certe  noo  erit  A>/,~-1, 

eritque  ergo  vcl  X  =  ''  vel  X  <  '—^1' 

Dtmotuitr«(lo.  Quia  numerus  omnium  residuorum  diversorum,  quae  cx  divisione  omnium 
potcstttum  ipsius  «  per  numerum  primum  p  proveniunt,  esl  =  /.,  atque  cx  bis  terminis  nascuntur 

I,  «,  «*,  «*,  «*  a"-1:  ob  A<'-'-~!  Iiabebuutur  statim  bis  tot  numeri,  qui  non  sunt 

residua,  qui  ex  his  duabus  progressionilms  oriuntur 

r,  ar,  aV,  «V,  «V  «~~V 

et    4,  <ii,  aV,  a*.«,  «**  a~~'s 

horum  numerorum,  tam  residuorum,  quam  non-residuorum  numerus  cst  =  3A,  ideo<|ue  minor 
quam  p — 1,  supererunt  ergo  adhitc  nuroeri,  qui  non  erunt  rcsidua.    Sit  t  talis  numerus,  atque  ut 

/,  «/,  «'<,  a*t,  «'<  «~-'l 
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cst  =  X.    At  hi  numeri  non  solum  inter  se 
p  sit  numerus  primus,  sed  etiam  a  praecedeotibus  discrepant,  sicque 
residuorum,  sive  non-rcsiduorum  multitudo  est  =  U;  et  curo  singuli  hi 

p,  impossibile  est,  ut  sit  U>p  —  I;  critque  ergo  vel  A=^>  vel  X  <^-f;  siquidem  sit,  ut 

assumsimus,  *-<^^      P  numerus  primus. 

*5.   CoroD.  1»   Simili  modo  demonstrabitur,  si  sit  A<^-~-j  tum  impossibile  esse,  ut  sit 
foreque  idcirco  vel  A  =  ^  «I  X<^l}. 

46.    Coroll.  *•    In  genere  etiam  si  constet  esse  A<^=^,  eodem  modo  demonstrabitur, 

tieri  non  posse,  ut  essct  *>£^rj>  critque  propterca  vel  A  =  £^-j,  vel  A<^-|- 

%7.  CoroIL  3.  Hinc  patet  omnium  numcrorum,  qui  rcsidua  esse  nequeant,  numerum  esse  vel 
=  0,  vel  =  X,  vel  =2A,  vcl  alii  cuicunque  multiplo  ipsius  X:  si  enim  plures  fuerint  istiusmodi 
numeri  quam  nX,  tum  ob  unicum  statim  X  novi  insupcr  accedunt,  ut  eorum  omnium  numerus  iiat 
=  (n +!)>.;  at  si  hic  nondum  omnes  numeri  non-rcsidua  contineantur,  denuo  subito  X  novi 
accedcnL 

kS.  Theorema  13.  Si  p  sit  numcrus  primus,  ct  a*  minima  potestas  ipsius  a,  quae 
per  p  divisa  unitatcm  rclinquit,  erit  exponens  X  divisor  numeri  p—  1. 

Numerus  ergo  omnium  rcsiduorum  diversorum  est  =  X,  undc  numerus  rcli- 
ipso  p  minorum,  qui  residua  esse  ncqueunl,  crit  =  p —  1  —  X,  at  bic  numerus 

(»7)  est  multiplum  ipsius  X,  puta  n).,  ita  ut  sit  p  —  1  — X  =  nX,  unde  fit  Perspicuum 
ergo  est,  exponentem  X  csse  divisorem  numeri  p  —  I ,  unde  si  non  sit  X  —  p  —  1,  ccrte  parti 
cuidam  aliquotac  numeri  p  —  1  exponens  X  aequalis  eriL 

H9.  Theorema  14.  Si  p  sit  numerus  primus,  et  a  primus  ad  p,  tum  potestas 
ar~ 1  per  p  divisa  unitatem  relinqueL 

Demonstratlo.  Sit  al  minima  polestas  ipsius  a,  quae  per  p  divisa  unitatem  relinquit,  erit, 
ut  vidimus,  X  <  p,  atquc  insuper  dcmonstravimus,  essc  vcl  X  =  p —  1,  vel  X  essc  partem  aliquotam 
numeri  p — t.  Priori  casu  constat  proposilum,  atque  potestas  aP~ 1  per  p  divisa  unitatem  relinqucL 
Posteriori  casu,  quo  X  est  pars  aliquota  numeri  p  —  1,  erit  p  —  I  =  nX,  at  cum  potcstas  a*  per 
p  divisa  unitatem  relinquat,  etiam  omnes  hae  potestates  <t*^,  ctc.  ideoque  et  a"*,  seu 
a^~ ',  per  p  divisae  unitatem  relinquenL    Sempcr  ergo  potestas  o'*- 1  pcr  p  divisa  unitatem  relinquiL 

50.  CoroIL  I.  Quia  potestas  a**-1  per  numerum  primum  p  divisa  unitatcm  relinquit,  formuia 
ap~l —  1  per  numerum  primum  p  crit  divisibitis,  siquidem  a  sit  numerus  ad  p  primus,  seu  si  a 
non  sit  divisibilis  pcr  p. 

51.  CofoD.  3.  Si  ergo  p  sit  numcrus  primus,  omncs  potestatcs  exponentis  p  —  1,  veluti 
n^',  per  p  divisac,  vel  unitatem  relinquent,  vel  nihil.  Illud  scilicet  evenict,  si  n  sit  numerus  ad 
p  primus,  hoc  vero  si  ipsc  numerus  n  per  p  fuerit  divisibilis. 
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52.  CorolL  8.   Si  p  sit  numerus  primus,  atquc  numeri  a  et  6  primi  ad  p,  erit  diffprentia 
r~- '—6^  per  numerum  p  divisibilis.   Cum  enim  wm  «^'-1,  quam  fc^'-  1,  per 

p  sit  ^ivisibilis,  etiam  differentia  harum  formularum,  id  est  «a-'  — per  p  erit  divisibilis. 

53.  SchoUon.  En  ergo  novam  demonstrationem  theorematis  eiimii,  a  Fermatio  quondam 
prolaU,  quae  maxime  discrepat  ab  ea,  quam  in  Comment.  Acad.  Petropol.  Tomo  VIII.  dedi'*).  Ibi 
enim  evolutionem  binomii  (a  -j-  b)"  in  scriem  modo  Newtoniano  in  subsidium  vocavi.  quac  considc- 
ratio  a  proposito  non  mediocriter  abhorrere  videtur;  hic  vero  idem  theorema  ex  solis  potestatum 
proprictatibus  demonstravi,  unde  haec  demonstratio  magis  naturalis  videtur,  cum  praeterea  nobis 
alias  insignes  proprietates  circa  residua  potestatum,  quando  per  numeros  primos  dividuntur,  mani- 
festet,  Patet  etiam,  si  p  sil  numcrus  primus,  non  solum  formulam  aP~* —  1  per  p  esse  divisibilem, 
sed  ctiam  intcrdum  fleri  possc,  ut  etiam  forma  simplicior  a —  I  per  p  sit  divisibilis,  tumque  expo- 
nentem  X  esse  partcm  aliquotam  exponentis  p  —  I. 

5V.  Theorema  15.  Si  g  sit  numerus  primus,  atque  potestas  av  per  numcrum 
primum  p  divisa  unitatem  rclinquat,  tum  av  erit  minima  potestas  ipsius  a,  quae  per  p 
divisa  unitatcm  relinquit,  nisi  forte  ipse  numerus  a  per  p  divisus  unitatem  rclinquaU 

unitatem  rclinquat,  atque  nullae  aliae  potestatcs  hac  proprietatc  erunt  praeditac,  nisi  a**,  a*\  a**,  etc. 
Verum  nulli  harum  potestas  av  potest  essc  aequalis,  nisi  sit  cum  q  sil  numerus  primus; 

ideoque  nccesse  est,  ut  sit  g  —  X,  ac  perinde  avminima  potestas,  quae  per  p  divisa  unitatem  relinquiU 
Excipitur  autcm  casus,  quo  X  =  i ,  seu  quo  ipse  numerus  a  per  p  divisus  unitatem  rclinquit:  boc 
enim  casu  omnis  potestas  sive  ejus  cxponens  n  sit  numerus  primus,  sive  compositus,  in  divisione 
per  p  facienda  unitatem  relinquet 

55.  CorolL  1.  Si  ergo  potestas  av,  cujus  exponen»  cst  numerus  primus,  per  numcrum  pri- 
mum  p  divisa  unitatem  relinqoat,  tum  q  erit  pars  aliquota  numeri  p  —  1 ,  hocque  casu  formula 

56.  CoroU.  3.  Cum  g  sit  pars  aliquota  numeri  p  —  i ,  erit  p  —  1  =  ng,  et  p  =  nq  -f  I. 
Quodsi  crgo  formula  a'' —  I ,  in  qua  g  est  numcrus  primus,  divisibilis  sit  per  quempiam  numerum 
primum  p,  babebit  hic  divisor  scmper  hujusmodi  formam  p  =  ng  1 ,  nisi  sit  p  =  a  —  1 :  »am 
a  —  1  semper  est  divisor  formulae  av—  1. 

57.  Coroll.  3.  Formula  ergo  av —  i ,  cxistente  g  numero  primo,  praeter  divisorem  a  —  1 
alios  divisores  primos  non  admittit,  nisi  qui  in  hac  forma  ng-t-1  contineantur;  et  cum  g  sit 
numerus  primus,  idcoque  impar,  nisi  sit  g  =  2,  pro  n  nonnisi  numcri  pares  capi  possunt, 
ergo  omnes  divisores,  si  quos  habct,  in  forma  2ng-|-l 

58.  CoroO.  4.  Quia  igitur  formulae  av  —  1 

av-»  +  a?-»  +  al->+  a'-*-(-  +  a*  +  a+l 

haec  forma  in  2nq  -t-  1  continebitur,  eritque  ergo  haec  expreasio: 

av-»  +  a?-»  +  ay-»+  -+-a»+a 

(♦)  Vide  hajas  operi»  coaimenl.  IV  p»g.  81.   Conf.  . 
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per  numeram  primum  q  divi-ibilis,  quicuuque  numerus  sit  o;  at  si  a  =  ?,  vel  a  =  mq,  hoc  est 
manifestum  pcr  se. 

59.  SchoUon  I.    IIoc  etinm  manifestum  cst,  si  a  non  sit  vel  q,  vel  ma;  tiim  enim  formula 

invcnta  abit  in    a  (av_1-f-  av  — *4*  a'/—  *  -t-a-t-1;,    cujus  factor  postcrior,  qui  transit  in 

— -j— j  per  9  est  divisibilis:  quod  quidem  per  se  est  evidcns;  nam  cum  q  sit  numenis  primus,  per 
eum  formula  av~'  —  1  est  divisibilis,  eademque  etiam  per  a  —  i  divisa,  mancbit  per  q  divisibilis, 
nisi  a  —  1  divisorem  hahcat  q,  qui  casus  jam  ante  cst  exceptus.    INotandum  enim  est,  formam 

av-'  4.  «v-»  +  a7-»  _|_  a»4-  a  4-  I 

eatenus  tantum  in  forma  2nq  4-  1  contincri,  quatenus  illa  cst  vel  numerus  primus,  vel  m  numeris 
primis  ejusdem  formae  2nq  -f-  I  com|K>situs.  At  si  illa  formula  ipsa  jam  habcat  factorem  a —  I, 
pcr  quem  forma  a'—\  est  divisibilis,  tum  ea  cum  forma  2m/-f  t  non  convenict.  Sed  si  a— 1  =  mq, 
vel  a  =  mq-\-i,  tum  ipsa  illa  formula  per  7  erit  divisibilis,  quia  tcrminorum  numcrus  =  q,  neque 
ergo  illa  in  forma  2no->-t  continehilur. 

60.  ttcholion  3.  Plurimum  autem  interest,  nossc  divisores  formulae  a9 — 1,  quando  q  est 
numerus  primus ,  quoninm  ii  alias,  excepto  divisore  a  —  1,  qui  spontc  se  prodit,  difflcillime 
investiganlur,  fieriquc  adeo  potest,  ut  sae|>e  hujusmodi  formula,  postquam  per  a — I  divisa,  fial 
numcrus  primus.  At  si  q  non  cst  numcrus  primus,  sed  ipsc  divisores  habeat  m,  n,  tum  manifcsto 
erunt  hae  formulae  «"' —  f  ct  a" —  I  divisores  formulac  av —  1.  His  crgo  casibus  invcstigatio 
ulteriorum  divisorum  reducilur  ad  formulas  a'"  —  I  ct  a"—  i,  in  quibus  exponentes  m  ct  n  sunt 
numeri  primi.  INovimus  igitur,  si  quis  tentando  voluerit,  divisores  formulae  av  —  1  investigare, 
tentamen  cum  nullis  aliis  uumeris  primis,  nisi  qui  in  forma  2 nq  -j-  i  contincantur,  inslitueodum 
essc,  quo  ipso  operatio  alias  difficillima  non  mediocritcr  coutrabitur. 

61.  ThMKina  10.  Si  potestas  a'",  pcr  numerum  p  divisa,  residuum  relinquat 
=  r,  tum  etiam  polestas  (a  ±  up)m,  per  p  divisa,  idem  relinquet  residiium  r. 

Dc-nonntra-io.  Si  potcstas  (a  ±  up,m  evorvatur,  prodibit 

am±  maa"—lp+m{™~i)u,la"'-,,p1±  etc. 

cujus  omnes  termini,  praeter  primum,  per  p  sunt  divisibiles:  unde  baec  quantitas  per  p  divisa  idem 
relinquct  residuum,  ac  si  solus  primus  terminus  am  per  p  divideretur.  Ergo  cum  potestas  am 
residuum  relinquat  —  r,  etiam  potestas  (a  ±  up)'"  residuum  rclinquet  =  r. 

62.  CorolL  I.  Si  m  sit  numerus  par,  demonstratio  etiam  valet  pro  formula  ( —  a  -t-  upf", 
hoc  ergo  casu  etiam  formula  {>tp  —  a)m,  per  p  divisa,  idem  relinquit  rcsiduum  r,  quod  formula 
a"'  relinquit. 

63.  Coroll.  2.  At  si  m  sit  oumcrus  impar,  quia  formula  —  am  per  p  divisa  residuum 
relinquit  =  —  r,  eliam  formula  («/>  —  a)m  residuum  relinquet  =  —  r. 

0 — 1 

6\.  Theorpina  17.  Si  fuerit  «=-cn  _:«/>,  tum  formula  a  »  ,  per  numerum  pri- 
mum  p  divisa,  unitatem  rclinquet,  siquidem  sit  n  divisor  numeri  p—  1. 
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/> — i  p — i 

Dciitoiistratlo.    Cum  sit  a  =  cn  t  up,  poteslas  a  •>  ,  seu  fc"i  up)        per  p  divisa,  idem 

relinquit  rrsiduum,  nc  potestas  c"'*«~\  scu  c°~ ',   at  ob  p  numerum   primum ,   potcstas  c^- 1 

per  p  dlvisa  unilatem  reliuquit ,  ergo  cliam  potestas  a  ••  unitatcm  relinquet,  siquidem  sit 
a  —  c"  H  up ,  neque  tamen  a  vcl  c  divisibile  fuerit  per  p. 

63.  CoroU.  1«  Ex  hoi;  ergo  tbeorcmate  cognoscuntur  casus,  quibus  potestates  numcrorum, 
quarum  exponentes  sunt  minores  quam  p  —  I ,  si  per  numcrum  primum  p  dividantur,  unitatem 
relinquunt. 

p — i 

66.  Coroli.  3.   Si  ergo  sit  «  =  cc  ±  «p,  cxistente  p  numcro  primo,  Uim  potcstas  a  * 

p—j 

pcr  p  divisa  unitatcm  relinquet,  seu  formula  a  >  —  I  pcr  p  erit  divisibilis.  Cum  autem  p  sit 
numerus  primus,  nisi  sit  =2,  semper  exponens         erit  numerus  integcr. 

67.  Coroll.  S.    Si  sit  a  =  c*±up,  tum  potestas  /  »  '  per  p  divisa  unitatem  relinquet, 

seu  haec  forma  a'"*"'  —  1  pcr  p  erit  divisibilis.  Hic  casus  locum  habet,  si  numerus  primus  p  iU 
sit  comparatus,  ut  p —  t  per  3  sit  divisibilc. 

68.  Theorema.  18.   Si  sit  a6"=c"±ap,   et  p  numerus  primus,   tum  potestas 

aP  n~  per  p  divisa  unitatem  relinquet,  siquidem  '—~  fucrit  numcrus  intcger. 

P — - 1  p — i 

Dcmotuiracio.  Potestas  (c"  x  up)  »  ,  scu  a  »  hfi~ ',  per  p  divisa  idem  relinquit  residuum, 
quod  potcstas  c"~~»  ' '  =  </" ' ,  ac  hacc  potestas  unilatem  rclinquit,  ergo  et  potestas  a*  »~  b~~l. 
Hujus  autcm  factor  6/,_,  paritcr  unitatcm  rclinquit;  ergo  nocesse  est,  altcrum  quoque  factorem 
a~»A,  si  per  p  dividatur,  uniUtcm  rclinquere,  nisi  sit  6  vcl  c  divisibile  pcr  p. 

69.  CoroU.  1.  Si  ergo  sit  a6"=c"±«p  ,  seu  abn—  c",  sive  c"— a6",  per  numerum  pri- 
mum  p  divisibilr,  tum  hacc  quoquc  formula  a~~~~  —  1  per  p  erit  divisibilis. 

70.  CoroU.  3.  Cum  p  sil  numcrus  primus,  ponatur  p  =  mn  -V-  1,  atque  si  fuerit  haec  for- 
mula  abn—  c",  seu  c"—ab~,  per  p  divisibilis,  tum  etiam  bacc  formula  am—  t  pcr  numenim  primum 
p  erit  divisibilis. 

71.  CoroU.  8.  Dummodo  ergo  pro  b  et  c  ejusmodi  numeri  dentur,  ut  abn—  c",  seu 
cn—al/'  divisionrm  per  numerum  primum  p  =  m/i  +  1  admittat,  tum  ccrtum  est,  hanc  formulam 
a'"—  1  per  eundem  numerum  primum  p  =  ma  -)-  1  esse  divisibilem. 

72.  Theorc  tna  19.  Si  formula  a'" — I  fuerit  divisibilis  pcr  numcruin  primum 
p  =  mn  -f  1,  tum  semper  dantur  numeri  x  et  y  ejusmodi,  ut  axn— y"  sit  per  euudem 
numerum  primum  p  divisibilis. 

DemottiUratlo.  Cum  enim  x"nn  et  ymn  perp  divisae  uniUtem  relinquant,  formula  amxmn^-ymn 
semper  erit  per  p  divuibilis,  dummodo  neqae  x,  ncque  jr  per  p  sit  divisibile.  Cum  jam  per 
factores  sit 
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amxmn-ymn=  (4/-f )  («»-'x",'-"+4"-»x"n-,  Y  +  4"-,/w-' V»4  ...4-y«  — ) 
si  quis  neget  factorem  primum  axn  — -y"  unquam  esse  per  p  divisibilem,  is  aiOrnure  cogitur, 
alterum  factorem  semper  esse  per  p  divisibilem,  dummodo  pro  x  et  y  non  capiaotur  oumeri  per  p 
divisibiles.  Retincal  x  valorem  quemcunque,  at  pro  y  ponamus  successive  numcros  1,  2,  3,  i, 
usque  ad  p — 1  =  mn,  nc  unquam  obtincnt  valorem  pcr  p  divisibilem,  sitquc  brevitatis  gratia 

li  =  am-'xmn~n  f  am-',xmn-t','2n     +  .  .  .  +  2"""-" 

c  =  a — iar*—+ttm-t9r*-*„r   +  . . .  +  3mn-n 

1V  =  «m-,ar----i- >-(m«)"4-  •  •  •  +(mn)— — 

ac  forent  omnes  liae  quantitates  //,  #,  C,  .V,  quae  progressionem  algebraicam  ordinis  mn  —  n 

constituunt,  per  p  divisibilcs,  hincque  etiam  carum  diffcrentiae  primae,  secundae,  tertiae  et  ordinis 
cujusvis.  At  hujus  serici  differenlia  ordinis  mn —  n,  quae  tautum  per  terminos  mn —  n-t-  1  seriei 
definitur,  neque  adeo  terminum  (mn  +  1 )— — ,  seu  P'"n-n  involvit,  quia  p  uon  potest  essc  valor 
ipsius  y,  est  uti  coustat: 

1.  2.  3.  ».  5  (mn  —  n) 

quae  aperte  non  est  per  numcrum  primum  p  —  mn  -\~  i  divisibilis,  quia  nullos  alios  habet  divisores 
primos,  nisi  qui  sint  miuores  quam  mn  —  n.  Cum  igitur  hacc  differentia  ordinis  mn  —  n  non  sit 
divisibilis  per  p,  sequitur  non  omnes  tcrminos  seriei  A,  B,  C,  D,  .  .  .  .  N  esse  per  p  divisibiles. 
Illo  igitur  casu,  vel  illis  casibus  ipsius  y,  quibus  termini  hujus  seriei  non  sunt  per  p  divisibiles, 
nccessario  altcr  factor  ax"—y"  per  p  erit  divisibilis. 

73.  Coroll.  1.  Quicunque  ergo  numerus  pro  x  sumatur,  modo  per  p  non  dirisibilis,  pro 
y  semper  datur  valor  </>,  qui  rcddit  formulam  ax"—y"  per  p  divisibilem.  Similique  modo, 
si  pro  v  numerus  pro  lubitu  assumatur,  dcmonstrari  potest,  semper  pro  x  ejusmodi  numerum  <p 
inveniri  posse,  quo  eadcm  formula  per  p  divisihilis  evadat. 

7V.  Coroll.  9f.  Si  ergo  a"'—  i  fuerit  divisibilc  pcr  numerum  primum  wi  +  1  =/>,  atque 
pro  x  capiatur  numerus  quicunquc  6  per  p  non  divisibilis,  semper  inveniri  potest  numerus  y,  ut 
haec  forma  ab" — y",  seu  y" — ab",  fiat  per  p  =  mn  +  1  divbibilis. 

75.  Coroll.  3.  Simili  modo  si  forma  a'n  —  1  fuerit  divisibilis  pcr  numerum  primum  p=mn  +  I, 
atque  pro  y  capiatur  numcrus  quicunque  c,  per  p  non  divisibilis,  semper  inveniri  poterit  numerus  x, 
ut  liaec  forma  ax"—cn,  seu  c"—  axn,  fiat  per  p  =  mn+l  divisibilis. 

76.  Theorema  30.  Si  haec  forma  a6n~  cn,  vel  cn—  a6n,  fuerit  divisibilis  per 
numerum  primum  p  =  mn  +  i,  tum  sumto  numero  d  pro  lubitu,  dummodo  per  p  non 
sit  divisibilis,  scmper  invcniri  potest  numerus  x,  ut  vel  haec  forma  ax"—d",  vel 
haec  ad"—xn,  vel  d"  —  ax",  vel  xn— ad"  fiat  per  eundem  numerum  primum  p  =  mnTl 
divisibilis. 

D«motutratio.  Cum  haec  forma  «6" — c",  vel  c" — oAn  sit  per  numerum  primum  p=mn  4-  1 
divtsibilis,  tum  etiam  hic  numerus  am—i  per  eundcm  numerum  primum  p=mn -f-1  crit  divisibilis 
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(71).  Verum  si  am—  1  per  p  eat  divuribilis,  sumto  numero  qaocunque  d  per  p  non  divisibUi,  dabitur 
numerus  *,  ut  vel  haec  forma  axn-dn,  vel  etiam  haec  ad"-xa,  vel  d"-ar",  vel  *"-«d" 
Oat  quoque  per  numerum  primum  p  =  ma-\-i  divisibilis. 

77.  Corollarinm.  Posito  ergo  d=l,  si  formulac  o*"— c"  divisor  sit  numcrus  primus 
p  =  mn-\-  1,  tum  dabitur  numerus  x,  ut  vcl  haec  forma  axn—  I,  vel  a  —  *",  vel  *"—  a  fiat  per 
eundem  numerum  primum  p  divisibilis. 

78.  8ch»llc>n.  Theorema  uddevicesimum ,  quod  inversum  est  theorematis  duodevicestmi,  jam 
alibi  proposucram  (*) ,  sed  sine  demonstr.it ione,  et  tametsi  tum  ejus  demonstrationem  multis  modis 
tenlavi,  cam  tamen  invenire  non  potui,  donec  in  methodum  hic  usitatam  incidi:  quae  igitur  eo 
magis  notatu  digna  videtur,  cum  dubium  sit  nullum,  quin  eadem  ad  multa  alia  numerorum  arcana 
viam  sit  patefactunu    Haec  quoque  methodus,  quae  in  consideratione  diffcreutiarum  eontinetur, 

<♦)   Vide  oag.  €0.  Ct.     (•*)   Vide  partem  priorem  comoiot.  XV  pag.  »10  -  «15.   Coof.  etiam  p»g.  16.1 


*  tul.t,  <,*r. 
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Prflct^r  V9ri&fl  coroput*iii(ii  o^titvtti  ofi^s  ^  tj  ^  ul^o  10  nnt,li-iiiC'ti(--«i  trsrfi  solcii  t  ^ 
plinae  qnari  ,partcra  pracUcam  constiUmnl,  ejusdain  pajns  theorcUVM»  ~m  io  indaganda 
lurtun  versaturv  noo  mious  jm  «tin  tractari  est  «oepU,  quemadmodum  ex  Euclidc  et  Diophaqto 
ioteiligere  licet,  ubi  insigoes  numerorum  proprieUtes  erutae  reperiuntur  ac  demoostraUe.  Quo  magis 
autem  d^nceps  numcrorum  ioflplem  et  affecUooes  matbemaUci  suot  scrutati,  multo  plujres  eorum 
proprictates  observaverunt,  unde  pulcherrima  theoremaU  oumerorum  naturam  illusUrantia  derivavere, 
quae  partim  demonstraUonibus  sunt  munita,  parUm  etiam  nimc  iis  indigent,  sive  quod  cae  ab  aucto- 
ribus  noo  siot  ioveotae,  sive  temporum  injuria  deperditae:  ex  quo  genere  plurima  passim  occurrunt 
hujusmodi  theoremaU  numerica,  quorum  demonstrationes  adhuc  desiderantur,  etiamsi  eorum  veriU- 
tem  in  dubium  vocarc  non  liceat.  Atque  hic  insignejliscrimen,  quod  inlcr  theoremaU  arithmetica 
et  geometrica  totercedit,  non  parum  mirari  debemus,  quod  vix  ulla  propositio  gcometrica  proferri 
possit,  quam  non  sit  in  promtu,  sive  veram,  sive  falsam,  ostenderc,  dum  contra  mulUe  circa 
numerorum  naturam  noUe  suot  propositiones ,  quarum  veriUtem  nobis  agnoscere,  ncuUquam  vero 
demoostrare  liceat.  Magna  hujusinodi  theorematum  copia  a  Fermatio  relicU  habetur,  quorum 
demonstraUones  maximam  partem  sc  invcnisse  aflirmavit,  quas  cum  cjus  scripUs  interiisse  in  cximium 
hujus  scientiae  detrimentum  non  parum  est  dolendum.  Quot  autem  Ulium  theorcmatum  demonstra- 
tiones  vel  sunt  cogoiUe,  vel  reslituUe,  in  iis  ccrte  multo  major  vis  ingenii  elucct,  quam  vix  in 
ullo  alio  demonstrationum  genere  deprehcndimus;  unde  in  hoc  negolio  non  Um  utiliUs,  qua  scienUa 
numerorum  illustratur,  est  aestimanda,  quam  maxima  subtiliUs.  qua  hujusmodi  demonstrationes  prae 
aliis  disUnguuntur.  Atque  ob  hanc  causam,  cum  jam  saepius,  quam  plerisque  aequum  videri  queat, 
in  hoc  geoere  laboraverim,  operam  mibi  cquidem  non  perdidisse  videor,  ncque  eUam  iiunc  Uieore- 
mata,  quae  hic  propooo,  utiliUte  caritura  confido.  Notatu  imprimis  dignum  visum  est  tbeorema 
illud  Fermatii,  quo  omnes  numeros  in  hac  formula  af~l — I  contentos,  semper  divisibiles  esse 
per  numerum  p .  siquidem  is  fuerit  primus,  neque  Umen  a  per  eum  divisioncm  admitut,  affirmavit, 
cujus  theoremaUs  jam  geminam  dedi  demonstrationcm  (*).  Nunc  autem  idem  in  latiori  sensu  con  ■ 
templor,  atque  in  genere,  si  divisor  non  sit  numerus  primus,  sed  quicunque  tf,  invcstigo,  cujus- 
modi  exponentem  potesUti  cuicunque  trihui  oporteat,  ut  expressio  1  semper  sit  divisibilis  per 
/V,  dummodo  niunerus  a  cura  eo  nullum  habeat  divisorem  communem.    Inveni  autem  hoc 

(*)  Cni.f.  p»nK.  21.  52. 
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liot  ad  JV  primi.   Ad  hoc  ergo 

quibus,  proposito  wimero  quocunque  N,  cognosci  poteit,  quot  inter  numeroas  tpso  i 

ipsa,  raulto  ampliorem  usum  habere ,  atque  ad  alias  magia  absconditan  uumerorum  proprieta^tes  i 
parerc  videntur.    Iis  autem  praemissis,  demonstratio  vcritatis  propositac  ita  est  comparata,  ut 
majorc  attentionc  non  indigna  videatur. 

1.  Tbeorema  1.  Si  per  numerum  quemcunque  n  termini  progressionis  arith- 
meticae  cujuscunque,  cujus  differcntia  sit  numerus  ad  n  primus,  dividantur,  inler 
residua  occurrent  omnes  numeri  divisorc  n  minores. 

Demonstratio.  Sit  progressioois  arithmeticae  terminus  primus  —-  u,  et  differentia  =  d, 
quae  sit  ad  n  numerus  primus,  seu  quae  cum  numero  n  nullum  praeter  unitatcm  liabeat  divisorem 
communem,  ita  ut  progressio  arithmetica  futura  sit: 

a,  a  +  d,  a  +  2d,  a  +  Zd,  a  +  ld,  a+5d,  etc. 
ac  dico:  si  singuli  termini  pcr  numerum  n  dividantur,  inter  residua  omnes  numeros  ipso  n  minores 
occurrere.    Ad  boc  dcmonstrandum  sufficiet  hujus  progressionis  tantum  n  terminos  conslderasse, 
qui  sunt: 

a,  a  +  d,  a  +  2d,  u+  3d,  .  .  .  a+[n — i)d. 
Quodst  ergo  isti  termini  singuli  per  n  dividantur,  omnia  residua  Inter  se  divem  esse  oportet.  St 
enim  duo  termini,  veluti  n  +  fid  et  a  +  vd,  existentibus  ft  *  numeris  ipso  n  minoribus,  per  n 
divisi  paria  pracberent  residua,  eorum  diSerentia  (v  —  ft)d  utique  per  n  csset  divisibilis.  Cum 
autem  numeri  d  et  n  nullum  habeant  divisorem  communem,  necessc  esset,  ut  v  —  u  divisionem  per 
n  admitteret;  id  quod  essct  absurdum,  ob  v —  /*<«•  Quare  cum  omnia  illa  residua  sint  dlversn, 
eorumque  numerus,  utpote  tenninorum  numero  acqualis,  sit  =n,  in  iis  omnes  plane  numeri  ipso  n 
minores  occurrent,  scilicct: 

0,  t,  2,  3,  *,  5,  (n—  I) 

siquidem  differentia  progressionis  d  sit  numerus  ad  divisorcm  propositum  n  primus.    Q.  K.  D. 

est  /i,  dummodo  differentia  ejus  ad  n  sit  numerus  primus,  certe  reperitur  unus,  qui  per  n  est 
divisibilis:  tum  vero  etiam  aderit  unus,  qui  per  n  divisus  datum  residuum  r  relinquil. 

3.  CoroU.  «.  Si  crgo  numerus  d  ad  n  fucrit  primus,  semper  numerus  hujus  formae  a  V  vd 
exhi!>eri  potcst,  cxistente  a  numcro  quocunque  et  v  minore  quam  u,  qui  per  numerura  n  sit  divisi- 
bilis,  atque  etiam  sub  iisdem  conditionibus  semper  talis  dabitur  numerus  a  +  vd,  qui  pr  n  divisus 
datum  relinquat  residuum  r.  i.| 

k.  CorolL  8.  Datis  igitur  numeris  a  et  d,  quorum  hic  d  ad  n  sit  primiis,  semper  invenire 
licet  numeros  ft  et  v,  ut  aequationi  huic:  a  +  rd  — ,««,  vel  etiam  buic:  a  4-  vd  =  ftn  +  r  satisfiat, 

5.  Scltotlou.  Quod  dc  progressionis  arithmeticae  lerminorum  numero  n  demoustravimus,  id 
dc  tota  progrcssiooe  in  infioitum  continuata  valet:  tcrmini  enim,  qui  post  iUos  n  terminos  sequuntur, 
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eadem  ordioe  reproducunt  rcsidua,  si  per  n  dividantwr.  Ita  terminorum  post  a  +  («  —  I)  d  scquen- 
thun,  qai  sunt  a-f-nd,  a  +  (n -»-  1)  «*,  a+(n  +  2}d,  ete.  per  n  divisorom  residaa,  convenhmt 
cum  retidab  ex  terminis  initialibus  a,  a  +  d,  a  +  2d,  eta  natis.  Atque  m  tota  series  in  infinitas 
periodos  distribuatur,  cniqoe  n  tenniuos  tribuendo,  hoc  modo: 

a,  a  -(-  d . . .  a  -(-  (n  —  I)  d  1  a  +  nd  i . .  a  +  (2n  —  1)  d  |  a  +  2nd . . .  a  4-  (3n  —  I)  d  | 
termini  cujuslibct  periodi  eadem  praebebunt  residua,  eodemque  ordine  disposita;  omnium  enim  perio- 
dorum  termini  cum  primi,  tum  secundi,  et  tertii  etc.  constanter  paria  dabunt  residua.   Quare  si 
rationem  residuorum  cognoscere  velimus,  sufficit  unicam  periodum  examioassc. 

6.  Tbeorema  S.  In  progressione  arithmelica,  cujus  terminorum  numerus  est  =  n, 
totidem  termini  erunt  ad  numerum  n  primi,  quot  inter  numeros  ipso  n  minores  dantur 
ad  n  primi,  dummodo  diffcrcntia  progressionis  fucrit  ad  n  numerus  primus. 

DemoiMtratfo.  Sit  enim  a  tcrminus  primus,  ct  d  dilfcrcntia  progrcssionis,  quae  sit  ad  n 
numerus  primus,  ideoque  ipsa  progressio  n  contincns  tennioos: 

a,  a  4-  d,  a  +  2d,  a  +  3d,  a  +  (n — l)d. 

Quoniam  igitur,  si  hi  termini  per  numerum  n  dividantur,  inter  rcsidua  occurrunt  omnes  plane 
numeri  ipso  n  minores,  ponamus  cx  tcrmino  quocunque  a  +  vd  rcsultare  residuum  r,  ac  manifestum 
est,  si  r  fuerit  numerus  ad  n  primus,  illum  quoque  terminum  a  +  >-d  ad  n  fore  primum;  sin  autem 
r  cum  n  habeat  quempiam  divisorem  communem,  idem  quoqne  erit  divisor  communis  numcrorum 
n  et  a  +  vd.  Quare  quot  inter  numeros  ipso  n  minores  fuerint  numeri  ad  n  primi,  totidem  quo- 
que  inter  terminos  progressionis  arithmcticae  proposilae  habebuntur  numeri  ad  n  primi.   Q.  E.  D. 

7.  CoroU.  1.  Si  n  fuerit  numerus  primus,  quia  omnes  numeri,  ipso  minores,  ad  ipsum 
quoque  sunt  prirai,  quorum  numerus  ergo  est  =  /t  — 1;  in  iila  ctiam  progrcssione  arithmetica 
omues  termini  praeter  unum  erunt  ad  n  |irimi,  quippe  unus  per  n  est  divisibilis. 

8.  CoroU.  9.  Sin  autcm  n  fuerit  numerus  compositus,  inter  numeros  ipso  minores  dabuntur 
quipiam,  qui  cum  eo  divisorem  habeant  communem;  totidemque  vero  etiam  reperientur  in  progres- 

9.  CoroU.  8.  Ita  si  sit  n  =  6,  quia  inter  numeros  senario  minores  sunt  duo  ad  6  primi, 
scilicet  I  et  5:  in  omni  progressione  arithmetica  6  lerminorum: 

a,  a  +  d,  a-|-2d,  a  +  3d,  a  +  %d,  a+5d 
duo  tantum  erunt  ad  6  primi,  dummodo  diflerenlia  d  sit  ad  6  numerus  primus.    Ita  si  capiatur 
«  =  k;  d  =  5,  horum  scx  numeromm  V,  D,  IV,  19,  2V,  29,  duo,  scilicet  19  et  29,  ad  6  sunt 
primi,  unus  2V  per  6  divisibilis,  reli(|ui  vero  \,  9,  IV  ad  6  compostyi  perinde  ac  2,  3,  V. 

10.  Hctiollon.  Haec  theoremata  in  doctrina  et  contemplatione  naturae  numcrorum  insignem 
habent  usum,  hic  autcm  ea  solum  adhibcrc  visum  est  ad  hanc  quaestionem  enodandam:  Proposito 
numrro  quocuni(ue  n.  qiwt  ititer  numeros  ipsu  minores  futuri  sint  ad  eundem  munerum  n  primi? 
Statiin  quidem  (Kitet  si  n  sil  numerus  primus,  omnes  numeros  ipso  minores  simul  ad  eum  fore 
primos,  eorumque  idcirco  nuinerum  csse  =n— 1.  Verum  si  n  sit  numerus  compositus,  multitudo 
numeronim  ipso  miuorum  ad  eumque  primonim  est  minor;  quanU  autem  sit  quovis  casu,  non  tam 
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fadle  assignari  potest   ha  si  sk  n  =  12,  intar  numeros  mkwres  untum  quatuor  reperiantar  ad 

12  primi,  scilicet  1,  5,  7,  11 :  ct  si  sit  n  =  60,  numeri  minorcs  ad  eum  primi  sunt: 

1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  *|,  *3,  *7,  »9,  53,  59, 
quorum  numerus  est  16:  unde  reliqui  43  omnes  cum  60  divisorcs  habent  communes.    Moneri  hic 
convenit,  uoitalem  ad  omncs  plane  numeros  esse  numerum  primum,  ctiamsi  omnium  sit  divisor;  id 
quod  cx  definitione  est  evidens,  qua  numeri  dicuntur  csse  inter  se  priml,  qui  praeter  unitatem 
alium  nullum  agnoscunt  divisorem. 

11.  Theorema  3.  Si  n  sit  potestas  quaecunque  numeri  primi  p,  seu  n=pm, 
intcr  numcros  ipso  minores  tot  erunt  ad  eum  primi,  quot  unitates  continentur  in 
p"-p— '  =  p-- ■(p-  l). 

Dcmoiuitratlo.  Multitudo  omnium  numerorum  potestate  n  —  p'"  minorum  est  pm  —  1 ;  inter 
hos  autem  repcriuntur  quidam,  qui  ad  n  non  sunt  primi,  omnia  scilicet  ipsius  p  multipla,  minora 
quam  n,  nullique  alii  praeterea:  ex  quo  sequentes  numeri  ad  n  non  erunt  primi: 

p,  2p,  3p,  4p  Pm-P, 

quorum  numerus  est  pm~l —  t;  quo  ablato  a  numero  omoium  ipso  n  =  pm  minornm,  relinqiiitur 
multitudo  eorum,  qui  ad  p'"  sont  primi,  quorum  numerus  itaque  est  =p"'— pr~i=pm~'(p—  1). 
Q.  E.  D. 

12.  Coroll.  1.    Hinc  igitur  primo  sequitur,  id  quod  per  se  est  manifestum,  si  sit  n=p, 

=  p  —  1 ,  siquidem  omnes  numeri  ipso  minores  simul  sunt  ad  eum  primi. 

13.  CorolL  «.  At  si  sil  n  =  p*,  inter  numeros  ipso  minores,  multitudo  eorum,  qui  ad  enm 
sunt  primi,  est  =  pp  —  p=p(p  —  1);  reliqui,  quorum  numerus  est  p  —  1,  ad  n  =  p*  erunt 
compositi,  scu  per  p  divisibiles. 

i\.  CorolL  3.  Proposita  autem  numeri  primi  potestate  quacunque  n  —  p"',  inter  numeros 
ipso  minores,  quorum  multitudo  est  =pm —  1,  reperinntur  pm~l  —  1,  qui  sunt  per  p  divisibihss, 
idcoque  ad  p'"  non  primi:  reliqui  vero  omnes,  quorum  numerus  est  =  pm — p"'~  '  =  p'"_'  (p  —  1) 
ad  pm  sunt  primi. 

15.  Mchoiion.  Si  ergo  numerus  prdpositus  n  fuerit  potestas  cujuspiam  numeri  primi,  ope 
hujus  regulae  assignare  poterimus,  quot  intcr  omnes  numeros  ipso  minores  futuri  sint  ad  eum  primi. 

quaestio  confici  potest:  praccedentibus  autem  tbeorcmatibus  adhibendis  istem  quaestionnm  latius 
patentem  rcsolvere  polerimus. 

16.  Tkeorema  4.  Si  numerus  n  sit  productum  doorum  numerorum  primorum  p 
et  q,  seu  n  =  pqt  multitudo  omnium  nnmerorum  ipso  minorum  ad  eumque  primorum 
est  =(p—  l;(q—  I). 

primum  ii  debent  excludi,  qni  per  p  sunt  diviaibiles,  deinde  vero  etiam  u,  qni  per  o,  bisqoe  deletis 
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ergo  ab  unitatc  usque  ad  Pq  uumeri,  qui  sunt  ad  p 


t,  2,  3,  .  .  .  />-l 

p+1,  p  +  2,  p-+-3,  j»+t  .  .  .  2j>-1 

2p+l,  2p  +  2,  2p  H-  3,  2fH-%...3p— I 

3p  +  l,  3p  +  2,  3p  +  3,  3p  +  V...Vp— 1 

(o_i)p+,,    (q-l)p  +  2,    (q-l)p  +  3,    (,_!),,  +  *..  .pa_i 

atque  jam  ex  his  ii  tantum  eligi  dcbcnt,  qui  simul  quoque  ad  q  sunt  primi.  Considerentur  ergo 
series  verticalcs,  quarum  numerus  est  p — t;  quaelibct  autem  continet  q  terminos  in  arithmetica 
progTessionc  crcsccntcs,  differentia  existente  P,  quae  est  ad  q  numerus  primus.  In  qualibet  ergo 
serie  vcrticali  omnes  tcrmini,  practcr  unum,  ad  q  erunt  primi  (per  §  7);  unde  unaquacque  series 
verticalis  continet  q —  I  numeros  ad  q  primos.  Quare  cum  numcrus  serienun  verticalium  sit  p — t, 
in  omnibus  contincntur  simul  (p  —  t)  (q — t)  numeri  ad  q  primi,  iidcmque  igitur  ctiam  ad  pro- 
ductum  pq  erunt  primi;  conscqucnter  intcr  omncs  numeros  ipso  pq  minores  reperientur  (p —  i)  (q —  I) 
numeri  ad  pg  pri»i.   Q.  E.  D. 

17.  Coroll.  1.  Cum  mnltitudo  omnium  numerorum  ipso  producto  pq  minorum  sit  pq —  I, 
inter  eos  semper  sunt  [P—  1)  (q  —  1)  =  pq  —  p  —  q  -f  1  primi  ad  pq,  reliqui  vcro,  quorum 

P,  vel  q, 

18.  CoroD.  3.    IIoc  etiam  inde  patet,  quod  inter  numeros  ipso  producto  pq 
q —  1  numeri  per  p  divisibiles,  scilicet: 

p,  2p,  3p,  kp  .  .  .  {q—i)p 
deinde  inter  eosdem  sunt  p-~  t  numeri  per  q  dtvisibiles,  nempe: 

q,  2q,  3q,  kq  .  .  .  (p  —  i)q 
qui  cum  ab  ilHs  omnes  sint  diversi,  omnino  habentur  (q  —  1)  +  (p  —  1)  =p  +  q  —  2  numeri, 
qai  ad  pq  non  sunt  primi. 

19.  Coroll.  3.  Si  ergo  quaeratur,  quot  ab  1  usquc  ad  15  sint  numeri  ad  15  primi?  ob 
p  =  3  et  g  =  5,  regula  docet  eorum  numerum  esse  2.4  =  8,  quippe  qui  sunt  1,  2,  k,  7,  8,  11, 
13,  IV.  Simili  modo  ab  1  ad  35  ob  p  =  5  et  q  —  7,  muhitudo  numerorum  ad  35  primorum  est 
*.6  =  2*.  hique  numeri  nmt: 

1,  2,  3,  \,  6,  8,  9,  11,  12,  13,  16,  17,  18,  19,  22,  23,  2\,  26,  27,  29,  31,  32,  33,  3V. 

20.  Scholton.  Quoniam  hic  quaestio  est  de  numeris,  qui  ad  qucmpiam  numerum  sint  primi, 

partes  ad  istam  numerum  primas  appellare  licebit.    Ita  si 

positus  sit  potestas  quaecunque  numeri  primi  =p",  numerus  partium  ad  eum  primarum  erit 

=  p"-p»->=p"->(p-i): 

al  si  numerus  propoaitus  sit  productum  doorum  uumeronan  mioorum  diaparium  =  pq,  numcrus 
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partium  ad  euoi  priniarum  est  =  (p  —  I)  (q —  I),  hocqur  mmlo  ambages  in  loqueauio  contrahemus. 
Simili   modo  dcmonstrare  po&semus,  si  numenis  propositus  sit  productum  ex  tribus  numeris  primis 

disparibns  —  pqr,  numerum  partium  ad  eum  primarum  fore  =  (p  —  I)  (q  —  1)  [r  —  1):  hocque 
adeo  ad  productum  plurium  cxtcodere  liceret.    Verum  sequens  propositio  omnes  hos  casu&  in  se 


•.    1  •'.  .  srl-i" 

21.  Theorema  5.  Si  sint  A  et  B  numeri  inter  sc  primi,  et  numerus  partium  ad 
A  primarum  sit  =  a,  numerus  vero  partium  ad  B  primarum  sit=6;  tum  numerus 
partium  ad  productum  AB  primarum  erit  =  ab. 

DciiiniHtratio.  Sint  I ,  «,  /?,  y,  .  .  .  w  numeri  illi  ipso  A  mmorcs  ad  cumquc  primi,  seu 
partes  ad  A  primae,  quarum  igftur  partium  numerus  per  hypothesin  est  =0.  Totidem  ergo  erunt 
numeri  ad  A,  itidem  primi  erunt  ab  A  ad  2A,  item  a  2A  ad  2A,  et  ita  porro.  Hoc  modo  exhi- 
beri  poterunt  omnes  numeri  ad  A  primi  ab  unitatc  usque  ad  numerum  propositum  AB,  quos  sequeas 
e.ihibebit: 

i ,  a,  fi ,    .  .  .  .  (o 

A+i,  A  +  a,  A-\-fl,...  A  +  u 

2A+i,  2A  +  <s,  2A  +  fl,...  2A  +  a 

ZA+i,  *A  +  u,  SA  +  ,8,...  3A  +  *> 


(B  —  i)A  +  t,  (B—i)A  +  a,  (*  — 1)  A  +  ,S,  ...  (B—  t)A  +  a. 
Hic  singulae  series  horizontales  contioent  a  terminos,  numerusque  omnium  serien 
est  =  B;  unde  omnes  series  junctim  offerunt  aB  terminos,  qui  jam  omncs  ad  A  erunt  primi.  Inde 
ergo  adhuc  excludi  debent  ii,  qui  ad  B  non  sunt  primi,  ut  hoc  modo  relinquantur,  qui  non  solum 
ad  A,  sed  eliam  ad  B,  ideoque  ad  ipsum  productum  AB,  sint  primi,  scu  ex  his  seriebus  ii  tantum 
tenniui  numcrari  dcbent,  qui  etiam  ad  B  sint  primi.  Hunc  in  (inem  considercmus  series  vcrticaliter; 
et  cum  numerus  serierum  rerticalium  sit  =  a ,  quaelibet  series  verticalis  continebit  B  terminos  in 
aritlunetica  progressiooe  auctos,  quorum  differentia  cum  sit  =  4,  ideoque  numerus  ad  B  primus, 
per  theorema  2  quaelibet  series  verticalis  tot  continebit  tcrminos  ad  B  primos,  quot  dautur  partes 
ad  numerum  B  primac;  eorum  ergo  numerus  est  per  hypothesin  =  b.  Cum  igitur  singulae  scries 
b  terminos  ad  B  primos,  qui  propterca  etiam  erunt  ad  productum  AB  primi, 
ad  AB  prhnorum,  hoc  est  patrtium  ad  hunc  numerum  4B 

erit  =  ab.    Q.  E.  D. 

22.  CorolL  I.  Si  insupcr  tertius  numerus  C  adjiciatur,  qui  sit  ad  utrumque 
A  et  B,  seu  ad  eorum  productum  AB  primus,  et  numenis  partium  ad  C  pritnarum  tit  =  c;  tum 
numerus  partium  ad  productum  ABC  primanim  erit  =abe.  Productum  enim  AB  coosiderari  potest 
tanquam  unus  numerus,  cujus  partium  ad  eum  primarum  numerus  sit  =  ab;  et  quia  C  ad  AB  est 
primus,  theorema  hic  habet  loeum. 

23.  CoroU.  9.  Cum  igitur  unusquisque  nuuwrus  N  reeolvi  poBsit  in  factorct 
qui  sioguJi  sint  vel  ipsi  numeri  primi,  rel  potestates  primorum,  ope  hujus  regulae 
tium  ad  numerum  quemcunque  N  prhnarum  assigoari  poterit. 
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hujus.nodi  fbrma  N=p\  q»,  r",     comprehendetur,  unde  numerus  partium  ad  A*  primarum  «rit: 
P*-'(p-i),  y—^-O,  ^-(r-l),  1). 
25.    CoroIL  4.    Pro  formis  igitur  numerorum  simplicioribus  multitudo  parlium  ad  eos  pri- 
marum  ita  se  babebit: 


p-opoiitos 

multitodo  parliwm  od  euro  pnraarum 

nura. 
prop. 

molt.  part. 
ad  eun  prim. 


P 

»—1 

Q 

<e 

3 

1 

2 
2 

PP 

p(p  —  1) 

(p_  l)(g  — 1) 

c 
9 

6 

* 

2 

P* 

pp(p  —  1) 

7 

6 

P'« 

p(p_l)(g_l) 

8 

t> 

pqr 

(B_r)(g_i)(r_i) 

9 
10 

6 

• 

t 

p 



p  <p  —  V 

1 1 

1U 

i 

P*<1 

PY 

p*(p  — 

p(p-t)q(q-i) 

12 
13 

k  ' 
12 
6 

pV 

p(p-i)(q-i)(r-i) 

15 

8 

(,_i)(g_,)(r-i)(.-i) 

16 
17 
18 

8 

16 

6 

P* 

P4(P^i) 

p'* 

p.(p  _,)(„_,) 

19 

18 

PV 

P*(p-I)7(9-<) 

20 

8 

j>V 

p*(p_i)(g_,)(r_,) 
P(p-i)?(»-i)  (»— i) 

21 

22 
23 

12 
10 

22 

pV» 

p(p_,)(g_,)(r_,)(._,) 

2* 

8 

pqrrf 

(p-t)(»-i)(r-«)(*-i)(«-l) 

25 

20 

26.  Coroll.  S,  Hinc  igitur  proposito  numero  quocunque  multitudo  partium  ad  eum  primarum 
expeditc  definietur.  Veluti,  si  proponatur  360,  cum  sit  360  =  2*.  3*.  5,  erit  multitudo  partium  ad 
360  primarum  _t>.6.t>  =  96. 

27.  Heholion.  Haec  circa  multitudinem  partium  ad  numerum  quemvis  primarum  pro  praesenti 
instituto  sufticere  possunt.  interim  tamen  circa  ipsas  partcs  ad  quemvis  numerum  primas  haec 
notasse  juvabit:  si  numerus  propositus  fuerit  N,  atque  inter  partes  ad  eum  primas  occurrat  numents 
a,  ibidem  quoque  occurret  numerus  N — u;  quoniam,  existente  a  ad  N  primo,  etiam  N — a  erit 
ad  N  primus.  Hinc  pro  quoris  numero  partea  tantum  ejua  semisse  minores  iuvenisse  sufGciet,  cum 
reiiquae  sint  earum  complementa  ad  ipsum  numerum  N.  Simili  modo,  si  N  sit  numerus  par,  inter 
partes  ad  N  primas  etiam  occurret  {N—u,  tum  etiam  JA'+  «.    Item  n  N  sit  divujibilis  per 
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hincquc  multo  facilius  ipsae  partes  istae  actu  exhiberi  potcrant. 

28.  TbeoreaiMi  0.  Si  nnmerus  *  fuerit  primus  ad  N,  tum  omne»  potestates 
ipsius  x  pcr  N  divisae  relinquent  residua,  quae  erunt  ad  numerum  N  prima. 

Deiuonsrratlo.  Cum  enim  x  sit  numerus  ad  K  primus,  omnes  ejus  potcsUtes  erunt  quoque 
ad  N  primae,  ideoque  si  per  N  dividantur,  resklaa  etiam  ad  N  erunt  numeri  primi.    Q.  E.  D. 

29.  CoroU.  I.  Inter  residua  ergo  potestatum  ipsius  x  per  .V  divisarum  alii  numeri  non 
occurrunt,  nisi  qui  sint  partes  ad  JV  primae;  quannn  numerus  cum  sit  pro  indole  nuneri  N  detcr- 
■ninatus,  inoumerabilrs  existent  potestates  ipsius  x,  quae  per  N  divisac  acqualta  relinquunt  reaidua. 

30.  CoroD.  3.  Inter  residua  aulem  isla  ex  divisionc  |>otestatum  ipsius  x  per  numerum  N 
orta  semper  reperietur  unitas,  propterea  quod  inter  poUstalcs  ipsius  x  eliam  referri  debet  xa—  t. 
Utrum  autem  praeter  uniUtem  etiam  omnes  reliquae  partes  ad  N  primae  intcr  residua  occurrant, 
bec  ne?  mox  videbimus. 

31.  CorolL  9.  Si  pro  x  capiatur  unilas,  omnia  residua  erunt  unitates,  quicunque  numerus 
pro  N  fuerit  assumtus.  Deinde  si  sumatur  x  =  A— •  t,  qui  numerus  ad  N  etum  est  primus.  in 
restduis,  ex  divisione  potesUtum  (iV—  \  \  (tf  —  I)',  (N  —  I)*,  ;A  —  1)*,  etc.  ortis,  nonnisi  duo 
reperientur  diversa,  scilicet  I  et  N —  I,  quae  continuo  se  alternatim  excipiunt. 

32.  CorolL  4.  Prout  igitur  numcrus  x  ratione  ad  N  fucrit  comparatus,  utique  iieri  potesl, 
ut  inter  residua  omnium  potesUtum  ipsius  x  non  omnes  partes  ad  divisorem  N  primae  occurranl. 

33.  CorolL  3.  Si  ergo  omnes  partes  ad  numerum  A"  primae  sint  1 ,  a,  b,  c ,  d,  e, .  . .  qua- 
rum  munerus  sit  =  n,  intcr  residua  memoraU,  vel  omnes  isUc  partes  occurrenl,  vel  quaedam 
Untum,  inter  quas  autem  semper  uniUs  reperietur. 

3*.  CorolL  6.  Quodsi  non  omnes  illae  partes  in  residuis  ex  divisionc  polcsUlum  ipsius  x 
per  numerum  N  relictis  occurrant,  ilUe  partes  in  duas  classes  distribucntur,  quarum  aitera  contincbit 
partes  in  rcsiduis  occurrentcs,  altera  vero  prtes  in  residius  noo  occurrentes. 

35.  Ttieorema  T.  Si  serles  potestatum  x°,  x\  x*,  x*,  x*,  x*,  etc.  pcr  numerum 
N,  qui  ad  x  sit  primus,  dividatur,  eousque  residua  prodibunt  diversa,  donec  perve- 
niatur  ad  potestatem,  qaae  itcrum  unitatem  pro  residuo  praebeat. 

Demoii«tratio.  Quoniam  serie  potestatum  I,  x,  x*,  x*,  x',  etc.  iu  infuiitom  continuaU, 
omnia  residua  divcrsa  esse  nequeunt,  necesse  cst,  ut  Undem  quodpiam  ex  praecedentibus  residuis 
redeat;  ac  dico:  uniUtem  csse  id  residuiun,  qnod  omninm  primum  sit  rediturum.  Quod  si  quis 
ncget,  sit  x"  ea  potesUs,  cujus  residuum  primum  in  sequentibus  ex  potesUte  x"^'  redeat;  cum 
igitur  potesUtes  x"  rti^*  aequalia  praebeant  residua,  earum  differentia  aV^*  —  x"  =  xa{x"  -  I) 
per  numerum  A"  erit  divisibilis.  Verum  producli  x"  (x'  —  I)  factor  prior  ad  N  est  numerus  primus, 
«rgo  aiter  x  —  1  per  N  divisimlis  sit  uecesse  *st-  Hioc  aulem  potesUs  x"  per  V  divisa 
daret  =  I ,  stcque  uniUs  inter  sequentia  residua  citius  redibit,  quam  residuum  poUsUtis  x", 
i~  s.uti  <*«..  36 
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in  poteatate  altiore     +  ' 
nisi  ante  uniUs  inter  residua  rcdicrit.    Q.  E.  I). 

36.  CoroU.  1.  Postquam  divisio  terminorum  seriei  I,  *,  c*.  x*,  r*,  etc.  per  numerum  S 
ad  x  primum  ab  initio  dedit  residua  diversa,  puta  I,  «,  :3,  y,  etc.  Undcm  iterum  occurrel  primum 
residuum  I ;  quod  si  oriatur  ex  potestate  x'\  numerus  praccedentium  residuorum  diversorum  erit  =  i: 

37.  CoroD.  S,  Quando  autem  potesUs  x'  residuum  dat  1,  idem  quod  primus  terminus  ar°, 
polesUs  scquens  xr'l~i  idem  dabit  restduum  quod  a?';  et  sequcntium  quaecunque  xr'*~f>  idem  quod 
potestas  r".  Cum  enim  diflerentia  ar*"*"" — x"  =  ar" (x' — 1)  sit  divisifoilis  per  S.  necesse  est,  ut 
ambo  termini  x"  *" "  et  x"  per  S  divisi  idem  praebeant  residuiim. 

38.  Coroll.  S.  Cum  post  potcetatem  x'  eadem  residua  I,  «,        y,  ete.  ordine  recurrant, 
»w,  similique  modo  post  eam  potestates  **' ,  x",  x",  etc.  omnes  per  S  divisae  idem  reai- 

1  relioquent    Quin  etiam  omnes  potestates  x\  x"  +  \  x"  *-*',  x"  ctc.  aequalia 


39.    CorolL  4.    Si  igitur  x*  fuerit  infima  potesUs,   quae  post  x*=  I 
residuo  praebeat,  numerus  diversorum  residuorum  erit  v.    Cum  crgo  numcrus  partium  ad 
.V  primarum  sit  =  n,  Geri  certe  nequit,  ut  sit  *•  >  n:  erit  ergo  vel  y  =  n,  vel  »»<n. 

»0.  CoroU.  3m  Si  ergo  series  potestatum  1,  x,  x*,  »*,  etc.  usque  ad  continoetur,  inter 
eas  oerte  nna  saltem  reperietur  praeter  primum  termimun  t ,  quae  per  S  divisa  imitatcm  relinquat. 
Plures  fortasse  hujusmodi  potestates  aliquando,  sed  pauciores  una  nanquam  existent. 

kl.  Mchollon.  Residua  proprie  scmper  sunt  numeri  minores  divisore  .V,  sed  nihil  impedit, 
quo  minus  numeros  etiam  majores  Unquam  residua  spcctemus,  cujusmodi  relinquuntur,  si  quotus 
parvus  arcipiatur.  Ita  si  in  divisinne  cujuspiam  numeri  per  S  relinquatnr  .V  +■  «,  hoc  resi- 
aequivalens  ipsi  «  censeri  debet;  hincqu»,  si  de  residuis  sermo  sit,  omnes  hi  numeri  «,  S+-a, 
2A '  «,  3A  -  «  etc.  instar  unius  residui  «  sunt  considerandi.  Scilicet  multipla  quaecunque  divi- 
soris  V  sive  adjecta,  sive  demU  a  quopiam  residuo  «,  ejus  naturam  non  mutant,  atque  hoc  uiodo 
etiam  nnmeri  negativi  commode  inter  residua  referuntur;  veliiti  « —  V  pro  eodem  residuo  est 
habendum  ac  «;  et  rcsiduum  —  I  aequivalet  residuo  S  —  1.  Ex  his  ronOcitur,  omnes  numeros, 
qui  per  S  divisi  idem  exhibeant  residuum  «,  pro  eodem  residuo  baheri  posse,  ex  quo  eoim  numcro 
per  divisionem,  quotum  nimis  parvum  sumendo,  oritur  residuum  vel  S -\-  «,  vel  2S  ->-  «,  vel  3.V-|-m 
etc.  ex  eodem,  quotum  plenum  siunendo,  nascitiu*  residuum  u;  tum  vero  indidem,  si  quotns  cnpiatur 
nimis  magnus,  obtinebuntur  residua  ncgativa  «  —  .V,  vel  «  —  2A,  vel  «  —  3AT  etc.  quae  ergo  etiam 
ab  «  non  discrepare  sunt  censenda. 

*2.  TheoreiM.fi.  Si  dum  termini  progrcssionis  I,  x,  x1,  ar\  x\  ctc.  pcr  nume- 
rum  A'  ad  x  primum  dividantur,  residua  fuerint  I,  a,  b,  c,  elc,  in  iisdem  quoque 
occurrent  tam  singulorum  omnes  potestates,  quam  producta  quaecunquc  vel  binorum, 
vel  ternorum.  vel  qtiotlibet  in  se  mnltiplicatorum. 

OcinonMrutto.  {Nascantur  residua  a,  6,  c,  etc.  ex  potestatihus  x\  x\  x7,  etc.  ac  numeroa 
etism  majores  quam  V  in  rcsiduis  admittendo,  e\  potestatibus  x*\  x*\  x*\  etc.  orientur  residua 
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a»,  «\  «\  etc.  qua*  igitur  etiam  in  serie  residuorum  I,  a,  b,  c,  ete.  contindMOtar.  Tum  vero 
potestates  afW  etc.  relinquent  raidua  «6,  «c,  «6c,  etc.  quae  *r*o  etiam  in  serie 

raiduorum  inveniri  debebunt.  Producta  igitur,  quomodocunque  ex  residuis  1,  a,  6,  c,  etc.  per 
multiplicationem  formata,  omnia  in  eadem  serie  raiduoram  occurrcnt,  si  quidem  singula  per  abla- 
tionem  divisoris  If,  <|uoties  id  licri  potest,  ad  minimam  formam  reducantur.    Q.  K.  1). 

W.  CoroDL  1.  Ilaec  iudoles  residuorum  eo  clarius  eluceret,  si  eorum  loco  ipsae  illae  pote- 
states  ipsius  x,  unde  sunt  orta,  subslituantur;  tum  enim  manifesto  non  solum  omncs  polestates 
harum  potestatum,  sed  ctiam  earum  producta  quaecunque  io  residuis  occurrunt 

K\.  CoroD.  9.  INeque  tamen  ideo  numerus  residuorum  indeterminatus  evadit;  quemadmodum 
cnim  jam  vidimus,  ex  innumeris  poteslatibus  paria  residua  provenire,  ita,  si  omnia  liaec  residua,  ex 
mutua  roultiplicatione  nata,  ad  formam  minimam  reducantur,  ad  multitudincm  modicam  revocabuntur. 

»5.  CorolL  3*  Ita  si  minima  potestas,  quae  per  JV  divisa  iterum  unitatcm  relinquit,  fuerit 
x,  ita  ut  numerus  residuorum  1,  «,  6,  c,  etc.  sit  =  r,  tum  in  eodem  nuuiero  omnia  producta,  ex 
multiplicatione  numerorum  a,  b,  c,  etc.  nata,  continebuntur,  si  quidem  ab  iis  divisor  A'  loties, 
quoties  fieri  potest,  auferatur. 

46.  ScboUon.  Uuicum  exemplum  omnibus  dubiis,  quae  forte  circa  hanc  apparentem  rai- 
duorum  multitudinem  nasci  possunt,  solvendis  sufficiet.  Sit  igitur  a-  =  2,  et  pro  divisore  suroatur 
N=  15  qui  scilicet  ad  2  sit  primus,  jam  singulae  binarii  potestates  per  15  divisae,  sequentia 
rclinquent  residua 

potestates:    1,  2,  2\  2\  2\  2»,  2\  2',  2*,  2»,  2'°,  etc. 

raidua:  1 ,  2,  *,  8,  1 ,  2,  8,  1 ,  2,  \,  etc. 
Potestas  igitur,  quae  primum  unitatcm  reproducit  ,  est  2*.  a  qua  residua  conliouo  eodem  ordine 
1,2,*,  8  repetuntur,  ita  ut  tantum  quatema  residua  diversa  occurranl.  Ilic  jam  manifcstum  est, 
quomodocunque  haec  residua  in  sc  invicem  multiplicentur,  nunquam  numeros  inde  produci,  qui  non 
in  eodem  quateraione  includantur,  postquam  scilicet  ablatiooe  divisoris  15  ad  formam  minimam 
fuerint  revocata.  In  hoc  quoquc  exeiuplo  inter  residua  non  omnes  partes  ad  15  primae  occurrunt, 
sed  inde  excluduntur  istae  partcs  7,  11,  13,  IV,  quac  pariter  ad  15  sunt  primae;  unde  distributio 
supra  facta  inter  partes  ad  divisorem  primas,  quac  in  residuis  occurrunt,  et  quae  non  occurrunt, 
illustratur,  ad  quam  potissimum  in  sequenlibus  probe  rcspiciatur. 

M.  Theoretna  O.  lo  residuis  ex  divisioue  potestatum  cujuspiam  numcri  per  di- 
visorem  ad  enm  primum  relictis,  vel  omnes  parles  ad  divisorem  primae  occurrunt,  vel 
numerus  partium  non  occurrentium  aequalis  erit,  vel  rationem  tcnehit  multiplam  ad 
numerum  partium,  quae  residua  constituunt 

Demomtratio.  SU  series  potesUtum  I ,  x,  x\  x\  x\  x\  etc.  et  divisor  A  ad  a>  printus, 
cujus  partium  ad  ipsum  primarum  numerus  sit  =  n.  Sit  porro  xr  mmmn  potestas,  quae  per  A 
divisa  iterum  uniUtem  relinquil,  ita  ul  numerus  omnium  diversorum  rcsiduorum  sit  =  i-,  quac  oum 
omnia  siat  ad  JV  numeri  primi,  eorum  nuwerus  eril  vel  —  /»,  vel  minor;  priorique  casu  inter  residua 


■ 
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utique  oBines  partes  ad  N  primae  occurrent.  Cousideremus  igiUir  casum,  quo  <  <n,  stntque  i,  a, 
b,  c,  d,  etc.  oinnia  resitlua  ex  divisione  potestatum 

I,  x,  «*,  x*,  <r4  ac'  -' 

per  divisorem  AT  relicta,  quorum  numerus  eum  sit  =  v,  non  oinn^s  oartes  ad  N  prinMe  ibi  occur- 
rent.  Sit  igitur  u  hujusmodi  pars  in  residuis  non  occurrens,  ac  demonstrari  polest,  nullum  quoque 
horum  numerorum  ua,  ab,  ue,  ud  etc  in  residuis  occurrcre.  Naro  si  ua  cssot  residuum  potestati 
x*  respondens,  quia  a  est  quoqnc  residuum  ex  quapiam  potestate,  puta  x' ,  ortum,  foret 

x;  =  AN  ua  et  x=BN  +  a, 
ideoque  —  ux'  =  \A  —  uB\  N  per  N  divisibile.  Cum  autem  xJ  ad  N  sit  numerus  primus,  et 
X1 — uxl  =  (x*~l — u),  numcrus  x*~' — «  esset  per  N  divisibilis,  sicque  potestas  x*~K  per  N 
divisa  relinqueret  residuum  «,  conlra  hypolhesin.  Cum  igitur  «,  ««,  ub,  uc,  etc.  quorum  numerus 
est  =  v,  sint  numeri  ad  Ar  primi,  atque  divisione  per  N  ad  partes  ad  N  primas  revocari  possint, 
statim  atque  una  pars  u  ad  N  prima  in  residuis  non  repcritur,  simul  quoque  v  cjusmodi  partes 
assignari  possunt  in  residuis  non  occurrentes.  Numerus  ergo  partium  non  occurrentium,  nisi  sit  nullus, 
ad  minimum  est  =  v,  ac  si  praeterea  fuerit  pars  ad  N  prima  /S  ia  his  non-residuts  non  contenta, 
denuo  habebuntur  v  partes  novae  in  residuis  non  occurrentes;  sicque  porro.    Quarc  si  non  omnes 

est  vel  =v,  vel  =  2v,  vel  =  3>>,  vel  alii  cuipiam  multiplo  ipsius  v,  hoc  est  numeri  diversorum 
residiiorum.    Q.  E.  D. 

V8.  Coroll.  I.  Constituto  ergo  discrimine  inter  partes  ad  divisorcm  N  primas,  eas  quae  sunt 
rrsidua,  et  eas  quae  non  suot  residua,  ex  drmonstratione  patet,  productum  ex  residuo  et  non- 
residuo  in  classe  non-residuorum  semper  contioeri.  Ita  si  a  sit  residuum,  u  non-residuum,  pro- 
ductum  ua  certe  non  erit  residuum. 

V9.  CorolL  a.  Contra  autem  jam  supra  vidimus  productum  ex  duobus  pluribusve  residuis 
in  classe  residuorum  reperiri.  Llnde  sequitiir  productum  ex  uno  non-residuo  ct  quotcunque  resi- 
duis  in  classe  non-residuorum  occurrere  debere. 

50.  Schollon.  Vis  liujus  demonstrationis  isto  nilitur  fundamento,  quod  si  intcr  residua 
occurrant  partes  I,  a,  b,  c[  d,  etc.  ad  divisorem  primae,  atque  «  fucrit  etiam  pars  ad  divisorem 
prima  in  his  residuis  non  contenta,  tum  producta  omnia  aa,  «6,  uc,  ud,  etc.  non  solum  in  residuis 
non  occurrere,  quod  quidem  perfecte  est  demoostralum,  sed  etiam  ea  esse  partes  ad  divisorem  N 
primas,  omncsque  inter  se  divcrsas;  seu  si  ea  per  N  actu  dividantur,  relinqui  residua  divcrsa.  Illud 
quidem  per  se  est  perspicimm:  cum  enim  tam  u,  quam  o,  6,  c,  d,  etc.  sint  numeri  ad  A'  primi, 
etiam  eorum  producta  ad  A'  prima  sint  necesse  est.  Quod  autem  producta  «o,  ub,  ac,  ad,  ctc. 
sint  omnia  ad  N  relata  inler  se  diversa,  intelligitur,  quod  si  verbl  gratia  duo  ua  et  «6  per  N 
divisa  paria  darent  residua,  eoruro  dUTercnlia  ub  —  ua  =  u(b  —  a  per  N  esset  divisibilis,  ideoque 
«t  6  —  <i;  id  quod  Itypothesi,  quod  a  et  6  sint  diversae  partes  ad  N  primae,  repugnak 

51.  Tbeorcma  ■•.  Exponens  minimae  potestatis  x",  quae  pcr  numerum  N  ad  x 
primum  divisa  unitatem  relinquit,  vel  est  aequalis  numero  partium  ad  A'  primarum, 
vel  hujus  numrri  semlssis,  aliave  ejus  pars  aliquota. 
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vel  =  2v,  vel  alii  cuipiam  multiplo  exponentis  v.  Sit  ergo  n  —  v  =  (m  —  1)  v,  iU  ut  m  deaotet 
vel  uniutem,  vel  alium  quemvis  numerum  integrum,  atque  hioc  obtinebimus  n  =  mv  et  v=  — : 
undc  patet  exponenfem  minimae  potesUtls  ipsius  x,  quae  per  N  divisa  uniUtem  roUnqnit,  esse  vel 
=  n,  si  m  =  1,  vel  =j,  si  m  =  2,  vel  in  genere  essc  partem  quampiam  aliquoUm  nuntcri  n, 
qui  exprimit  multitudioem  partium  ad  divisorem  N  primarum.    Q.  E.  D. 

*    -  I 

52.  CorolL  1.  Si  x*  fuerit  minima  potesUs,  quae  per  numerum  N  ad  x  primum  divisa 
uniUtem  relinquit,  sequentes  potesUtes  idem  rcsiduum  relinquentes  sunt  x*',  x",  *4V,  x",  etc. 
neque  praeUrea  ullae  aliae  dantur,  quae  per  N  divisae  uniUUm  relinquant. 

53.  CorolL  9.  Exponens  «rgo  bujus  potestatis  minimae  semper  cum  numero  partium  ad 
divisorem  N  primarum  iU  connectitur,  ut  sit  vel  illi  ipsi,  wl  cuipiam  ejus  parti  aliquoUe,  aequalis. 

5*.  SchoHon.  Quo  baec  ratio  clarius  perspiciatur,  juvabit  nonnullos  casus  simpliciores  per- 
pendisse.  Sit  igitur  x  =  2,  et  pro  N  sumamus  succcssive  numcros  impares,  utpoU  ad  x  =  2 
primos,  atque  exhibeamus  mioimam  potesUtem  binarit,  quae  per  quemque  numerum  Imparem  divisa 
uniUtem  relinquat. 


Divitor 

dod.  part. 
* 

min. 

pot.  V 

quae  ptr  N 

3 

2 

2* 

ergo 

)'  =  n 

5 

K 

2« 

j 

v  =  n 

7 

6 

2» 

9 

6 

2* 

y  =  n 

11 

10 

2- 

v  =  n 

13 

12 

2'» 

v  =  n 

15 

8 

2« 

y={n 

17 

16 

2» 

v  =  {n 

19 

18 

2" 

v-n 

21 

12 

2* 

■ 

v={n 

23 

22 

2" 

v=in 

25 

20 

2»» 

"  =  n 

27 

18 

2" 

y  =  n 

29  , 

28 

2"* 

y  =  n 

31  ' 

30 

2* 

y  =  Jn 

55.  Theonnui  1L  Si  fuerit  N  ad  x  nnmerus  primus,  et  n  numerus  partiam  ad 
N  primarum,  tum  potestas  x"  unitate  minuta  srmper  per  numerom  N  erit  divisibilis. 
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u.mu.^m.K  Sit  «oim  x'  ainioa  potwtw,  qua«  per  A  divisa  umUUm  reUoquit, 
r  t«1  aequaiis  ipsi  numero  n,  vel  pirti  ejus  cuipsun  aliquotae  ~.  Cum  igitw  wr—  t  per  sit 
divisibilis,  quia  forma  x""  —  t  fectorem  habet  xv—  I,  etiam  ista  forma  —  1 ,  seu  x"—  I ,  per 
JV  erit  divisibihs.    Q.  E.  D. 

56.  CoreBL  I*  Si  ergo  divisor  JV  sit  numerus  primus  p,  neque  *  per  p  sit  divisibilis,  tum 
s«mper  numerus  xr~t  —  1  per  numerum  primum  p  erit  divisibilis,  uti  quidem  dudum  demonstravi. 

57.  CoroU.  *.  Si  praeterea  p,  q,  r,  etc.  sint  numeri  primi,  x  nequc  ullum  eorum  implicct, 
ex  hoc  tbeoremate  sequitur, 


forc  divisibiles  per 
P 


Pl 

P* 


has  formas 

!-  «'A— »'  '»     »>—  1 

*"—»•« t    |  pqr 

58.  CoroIL  3.  Si  x  et  r  sinl  primi  ad  divisorem  iV,  cujus  partium  ad  eum  primarum 
numerus  sit  =  n,  quia  tam  x" —  I,  quam  y" —  !,  cst  divisibilis  per  JV,  erit  etiam  x" — r*  semper 
divisibilis  per  numcrum  .V,  quod  cst  theorema  generalius. 

59.  CoroD.  4.    Proposito  ergo  numero  quocunque  N,  cujus  partium  ad  ipsum  primarum 
sit  =ii,  quicunque  numerus  ad  JV  primus  pro  x  capiatur,  formula  xn—  I  semper  erit  per 

N  divisibilis. 

60.  Coroll.  5.  Sacpcnumero  vero  etiam  evenire  potest,  ut  hujusmodi  formula  simplicior, 
veluti  xl"  —  I ,  vcl  xi"  —  1 ,  vel  xi"  —  1 ,  etc.  sit  per  numerum  N  divisibilis,  quae  circumstantia 
pendet  a  certa  ioriole  numeri  x. 

61.  Schollon.  Ln  crgo  novam  demonstrationem  theorematis  Fcrmatiani,  quod  si  fuerit  p 
numerus  primus,  omnes  numeri  in  hac  forma  a""1 —  I  contenti  siot  per  p  divisibiles,  dummodo 
numcrus  a  non  sit  per  p  divisibilis.  Duas  autem  jam  dudum  hujus  tbeorematis  dederam  demonslra- 
tiones;  sed  ea  quam  hic  exhibui,  iis  praesUre  videtur,  quod  non  solum  ad  numeros  primos  adstrio- 
gitur.  Quicunquc  cnim  numerus  N  pro  divisore  accipiatur,  dummodo  a  ad  eum  sit  primus,  hic 
numerus  a" —  1  semper  per  N  erit  divisibilis,  siquidem  n  denotet  numerum  partium  ad  N  primarum, 
quae  propositio  multo  latius  patet,  quam  Fermatiana.  Ex  quo  eo  magis  utililas  thcorematum  pri- 
morum  elucet,  quibus  numerum  partium  ad  quemque  numcrum  primarum  deGnivi,  quae  sinc  hac 
applicatione  nimis  sterilia  videtf  polunseat. 


»   '  i 


'  ■     .  •  ► 


Digitized  by  GoOQle 


/*■  numeris  fwwae  «a+:.lbb!     :    I  287 


XXI. 


i    ,  ii"'  Vn|    'l>itil'r»i>  .•»»■    /itl  ,»l>«ir,M«l>iyilMj 

.!»,*•; :  ».  • 


Siippleinentuin  quortiiidam  theorcmatiim  arithmctleorum,  quae  In 
nonnullls  d«nioiisti  atioiilbns  supponiintiir. 

N.  Umrafnt.  VIII.  1760  -  61.  p.  105.  Eihih.  1759.  Oei.  15.) 

Cum  nuper  deinoiislravissejn,  non  dari  duos  cubos,  quorum  smnna  sit  cubus,  sine  sufficiente 
probatione  assumseraro,  omnes  numeros  in  hac  forma  contentos  mm  -\-  mn  4-  nn,  quae  forma  facile 
ad  hanc  reducitur:  pp  -j-  3qqt  nunquam  alios  admittere  divisores,  nisi  qui  ipsi  in  eadcm  forma 
Atque  hioc  conclusi,  si  forma  mm  f  mn     nn  fucrit  cubus,  aliave  potcstas,  cjus 

ssc  futunim;  cni  fundamento  etiam  tota  demonstratio 
modo  memornla  innititur(*}.  Cnm  deinceps  mcthodum  novam  et  maximc  generalem  eiposuissem,  tres 
cubos  invcniendi,  quorum  summa  sil  cubus,  quae  simul  omnibus  adhuc  usitalis  facilitate  longe 
pracstabat(**),  noo  solum  eandem  indolem  numerorum,  in  forma  mm  -f-  jtia  -\-  nn,  seu  pp  -j-  3qq, 
contentorum,  tanquam  ccrtam  assumsi,  sed  etiam  in  cvolutione  solutionis  supposui,  hujus  generis 
numeros  alios  divisores  primos,  praeter  ternarium,  non  implicarc,  nisi  qui  e&sent  forroae  6x-j-l. 
Quin  etiam  vicissim  aflirmare  licet,  omncs  numcros  primos  istius  formae  6x  -f-  1,  cujusmodi  sunt 
7,  13,  19,  31,  37,  V3,  etc.  ita  cssc  comparatos,  ut  in  forma  pp*-3qq  contineantur(***):  veluti 

7  =  2*H-  3.1*,   13=1*+  3. 2\   19  =  %.*-+-  3.  t*,  31  =  2a+ 3.3\  etc. 
Quae  theoremata,  etsi  jam   a  Fermatio   fuerant  prolata,  nusquam  tamen  adhuc  demonstrata 
rcpcriuntur:  ex  quo  operae  pretium  me  factumm  putavi,  si  has  assertiones  rigidts 
),  quo  simul  supra  memoratae  demonstrationes  ad 


llis  proprietatibus  innituntur  ratiocinia,  quibus  sum  deductus,  ad  tres  cubos,  quorum  summa 
itidem  est  cubus,  hinc  autem  omissis  ratiociaiis  solutio  consueto  modo  adornari  potcrit,  idoneis 
formis  pro  radicibus  cuborum  assumendis.  Quarum  ratio  etsi  non  perspiciatur ,  tamen  in  hoc  analy- 
seos  genere  problemata  plerumque  per  hujusmodi  formulas  feliciter  excogitatas  resolvi  solent,  in 
quas  saepenumero,  vel  casu,  vel  post  plurima  tentamina  incidimus. 

Ita  si  tres  cubi  inveniri  debeant,  quorum  summa  sit  cubus,  positis  eonun  radicibus  x,  y  et  z, 


xs-f  y*  +  z*  =  «'*• 

x  =  (m-n)p  +  qq,  z=pp-(m  +  n)q 

y  =  (m+n)p  —  qq,  v=pp  +  (m  —  n)q 

et  quoniam  loco  quaternarum  quantitatum  x,  y,  z  «t  v,  quaternae  novae  m,  n,  p  et  9  ii 

(•)  T       (**)  Vide  pag  m  M*,q.   <•*•)  Vidc  m.  ,88,  ,.fc  non  pig.  35  tl>cor.  7*8. 
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x*  -\-  y*  =  v*  —  z*,  sive 
(x  -\-  y)  (xx  —  xy  +  yy)  =  (v  —  z)  (vv  -\-  vz  -f  zz) 
per  assumtas  fonnas  habebitur: 

x  -\- y  =  2mp,  xx  —  xy -\  yy  =  (mm -{- 3  nn)  pp —  6npqq  -\-  3q* 
v  —  r  =  2*19,    w  -\-  vz  -\-  zz  =  3p* —  Gnppq  -\-  (mm  -\-  3nn)  qq 

bisque  valoribus  subsfitutis  obtinebitur,  divisionc  utrioque  per  2m  facta: 

(mm  -|-  3nn)p*—  Snppqq  -f  3pq*  =  3p*q  —  Snppqq  -»-(«*  +  3nn)  q*, 
ubi  cum  tennini  medii  se  utrinque  destruant,  fict 

(mm  +  3««)  (p*-q*)  =  3p*o  -  3pq*  =  3pqj(p*-  f'). 

Hic  igitur  commodo  usu  venit,  ut  baec  aequatio  p«r  p*—  g»  dividi  queat,  in  quo  ipso 


mjn-|- 3nn  =  3pa 

unde  assumtis  numeris  m  et  /t  cum  altero  rcliquorum  p  vel  q  pro  lubitu,  alter  sponte  et  quidem 
ralioualiter  determinatur,  quod  cximium  commodum  non  locum  haberet,  nisi  postrema  aequatio  divi- 
per  p*—q*  admisisset.    Nisi  ergo  fractiones  evitare  velimus,  habebimus  statim 


1 

Verum  etsi  fractiones  facile  erui 

Taciunt,  tamen  ad  expressiones  simpliciores  pertingemus,  si 
i,  ut  mm  -\-  3  nn  primo  divisibile  cvadat  per  3,  tum  vero  ii 
quorum  altcr  pro  p,  alter  pro  q  accipi  queat. 

Primo  igitur  statuatur  m  =  3k,  ut  fiat  pq—nn-\-  3kk,  et  quia,  ut  mox  demonstrabo, 
formae  nn-\-3kk  alios  oon  admittunt  divisores,  nisi  qui  ipsi  sint  ejusdcm  formae,  ponamus: 

fui  -I-  3kk  =  (au  4-  366)  (cc  +  3dd) 
ut  sit:  p  =  aa-\-  366    et    q  =  cc  -j-  3dd, 

eritque  vel    /1  ■—  ac  -j-  36d,    k  =  bc  —  ad,    m  =  36c  —  3ad, 

vel    n  =  ac  —  36d,    k  =  bc-\-ad,    m  =  3bc-\-3ad. 

Hanc  pluralitatem  valorum  per  ambiguitatem  signomm  ita  cxhibere  poterimus,  ut  sit 

m  =  -  ±  3  (6c  ±  ad),    n  =  ±  (ac  +  36d) 
ideoque  diversi  valores  pro  m  et  n,  sumlis  pro  a,  6,  c,  d  numeris  quibuscunque,  crunt 

I.  m  +  /i  =  J(6c-(-«d)-|-(<ic-36d),  m~«  =  3(6c-4-«dW-fac  —  36dj, 

H.  m  +  n  =  3(bc -\- ad)  —  (ac— 3bd),  m  —  n  =  3  (6c  +  ad)     (ac  —  36rf), 

Ul.  «14  n  =  3(6c  —  adj-j-  (ac -f  36d),  m  —  n  =  3  \bc  —  ad)  —  (ac  4  36rf/, 

IV.  *  +-/i  =  3  (6c  —  ad)  —  (ac  ■+-  3 bd),  m  —  n  =  3\bc  —  ad\  -f-  (ac  -t-  36d ;. 
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K  Froponltto  l.  Si  numcri  a  et  6  non  siut  numeri  inter  se,  pfmh  ^punterus 
<ia-f-366  non  erit  pritnus,  sed  divisihilis  erit  per  quadratum  maximi  eomnjuuis  4iy i-r 
soris  numcrorum  a  ct  6.  .«-i.-ti*:    •  • 

Dcinoiurrafio.  Sit  enim  m  maximus  communis  divisor  numerorum  a  et  6,  ita  ut$ita  =  /w 
et  6  =  md,  existcntibus  jam  c  ct  d  numeris  inter  sc  primis,  qoia  alioquin  npn  esset ,  maximos  co«- 
munis  divisor.  Ac  numerus  aa +  366  induet  ruuic  formam:  /wm(ct-j-  2dd),  uuae  proplerea  certo 
divisorem  habet  mm.  ,  ., 

2.  Coroll.  1.  Nisi  ergo  numcri  «  et  6  sint  primi  inter  se,  numerus  ex  iis  formatus  «a-^366 
primus  essc  ncquit.  Neque  vero  hiuc  vicissim  concludere  licet,  numerum  aa  -f-  366  semper  esse 
primum,  quotics  numeri  a  ei  6  fuerint  primi  inter  se.  , .,„  , ., 

3.  Coroll.  3.  Primo  autcm  patct,  numerum  ««  -+-  366  divisibilem  essc  per  ternarium,  dum 
numerus  a  fuerit  multiplum  tcrnarii,  etiamsi  cactcrum  a  et  6  fuerint  numeri  primi  intcr  se.  Neuu»* 
vero  unquam  forma  «»4-  3  66  per  9  altioremve  ternarii  potestau-m  esl  divisibilis,  nisi  ambo  nu- 
meri  «  ct  6  communem  divisorem  babeant  3. 

V.    CoroU.  8*  Dcindc  ctiam  patet,  formam  aa  -f  366  numcrum  parcm  csse  non  posse,  nisi 
ri  a  ct  6  vel  sint  pares,  vel  impares.    Utroque  autem  casu  numerus  «« -f-  366  non 
solum  per  2,  sed  ctiam  per  \  erit  divisibilis. 

5.  Coroll.  4.  Non  ergo  datur  uumerus  formae  aa  -f  366,  qui  sit  impariter  par,  scd  statim 
atque  admittit  divisorem  2,  simul  erit  divisibilis  per  V.  Unde  quoties  hujusmodi  numeri  fucriut 
pares,  quaternarium,  tanquam  eorum  factorem  simplicem,  considcrare  licet,  etiamsi  alias  quateroarius, 
utpote  binarii  quadratum,  non  inter  numeros  primos  referatur. 

G.  Coroll.  o%  Si  ergo  numerus  fonnae  aa  -\-  366  sit  primus,  non  solum  certo  conslat, 
ambos  numeros  «  ct  6  essc  primos  inter  se,  scd  etiam  utrumquc  noo  csse  imparem.  Ncccsse  igitur 
cst,  ut  alter  sit  |Nir,  altcr  vero  impar. 

7.  Propositlo  9.  Si  nunierus  formae  ««  4-  366  per  ternarium  est  divisihilis, 
tunc  etiam  quotus  est  numerus  formae  ejusdem. 

DemotMtrailo.  Si  numerus  oa  -f  366  per  3  est  divUibilis,  necesse  est,  ul  radi*  prioris 
quadrali  «  sit  multiplum  tcrnarii.  Ponamus  ergo  «  =  3c,  et  numerus  propositus  erit  9rc  i  366, 
qui  per  3  divisus  dat  quotum  3cc  V66,  qui  utique  est  numerus  ejusdem  formac  aa  t-,366. 

8.  Mchollon.  Notari  hic  convenit  ipsum  quoque  ternarium  esse  numerum  formac  aa  -j-  366, 
quippe  qui  prodit ,  si  «  =  0  et  6=1.    Consideramus  autem  has  duas  formas 

aa  -+-  366    ct    mm  -4-  m«  -f  nn  ( ( 

tanquam  aequivalentes ,  quoniam  posterior  in  priorem  transil,  ponendo  m  =  «  f  6,  et  «  =  6  —  a; 
unde  quicquid  de  altera  demonstramus,  ctiam  de  altcra  valet.  Postcrior  autem,  casu  m—i  et 
rt  =  I ,  manifesto  dat  3.  Videtur  quidem  forma  mm  -f  mn  -4-  nn,  si  numerorum  m  el  /i  alter  fucrit 
par,  altcr  impar,  ad  priorem  rcduci  non  posse,  quia  lum  in  integris  esse  nequit  m  =  a  r  6  et 
«  =  6  —  «;  verum  danlur  adhuc  ahac  rcductioncs,  scilicet  a  —  i«-f  n,  et  6  =  m,  sive  a^««-f-J«, 
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et  6  =  n,  quarum  ©pe,  st  numerorum  m  et  n  alter  fuerit  p*r,  alter  impar,  foratt  mm  4-  mn  +  n* 

ad  oa  +  366  rcducitur. 

9.  Proposltlo  3.  81  nomerus  formae  aa  -  366  per  quaternarium  esVdlvisibilis, 
tum  etiam  quotus1  erlt  numernt  ejusdem  formae  aa  f  366. 

noinoiutratto.  Divisio  formae  aa  -f  366  per  V  succedit,  si  vel  utcrquc  numerorum  a  et  6 
fuerit  par,  rel'  Ihipar.  Priori  casu  ponatuf  a  =  2c,  et  6=  2d,  Getquc  «<i  366=  \cc  -J-  12dd, 
unrie,  divisiorie  pcr  \  instituta,  prodit  quotus  cc  -f-  sdd. 

Shi  antem  utcrque  numerus  a  et  6  fuerit  impar,  tum  corum  vel  summa,  vel  diQcrcntia,  certo 
erit  divisibilis  per  \.  INamque,  cum  tam  a  -f  6,  quam  a — 6  sit  numerus  par,  eorumquc  summa 
sit  2a,  hoc  est  nomerus  hnpariter  par,  ncccssc  cst,  ut  altcr  eorum  sit  impariter  par,  alter  vero 
paritet  par.  Erit  ergo,  vel  a  6  =  \c,  vel  «  —  6  =  \c ,  ideoquc  a  =  ±  6:  quo  valore  snb- 
stituto  fiet 

aa  -t-  366  =  16ec  ±  86c  —  *66 
unde,  divisiom  per  V  instituta,  prodit  quotns 

*cc  ±  26c  +  66  =  (6  ±  c)*4-  3cc. 

10.  CorolL  I.  Hic  pariter  notasse  juvabit,  ipsum  quaternarium  etiam  esse  numerum  formae 
aa-r-366,  inde  resultantem,  positis  a=l,  et  6=1.  At  ex  forma  mm  -\-  mn  -f- nn  quaternarius 
nascilur,  si  ponatur  n  =  0  et  m  =  2. 

11.  CorolL  9,  Cum  igitur  viderimus,  dari  numeros  formac  aa  -{  366,  qui  tam  per  3,  quam 
per  V,  sint  divisibilcs:  nunc  demonstravimus,  quotos  e.x  utraque  divisione  resultantes  etiam  csse 
nuriieros  cjusdem  formae  aa  4-  366. 

12.  Coroll.  3.  Quodsi  autcm  ambo  numeri  a  et  6  fuerint  impares,  tum  quolus,  ex  divisione 
numeri  <ia±366  per  \  nascens,  erit  numcrus  impar.  Vidimus  enim,  quotiim  esse  \cc  i  26c  -f-  66, 
qui,  ob  6  numerum  imparcm,  certo  est  impar. 

13.  Scholion.  (hiod  hactenus  de  divisione  numcrorum  formae  <i«  4-  366  per  3  et  V  de- 
monstravimus,  idem  demonstrahimus  de  divisione  pcr  numcrum  quemcunque  alium  primum  formae 
aa  -f  366;  quotum  scilicet  inde  oriundum  pariter  forc  numcrum  cjusdem  fonnae.  Ilunc  in  finem, 
ut  brevitati  consulamus,  deuotabunt  litterae  P,  Q,  R,  S,  etc.  numeros  primos  formae  aa  366, 
inter  quos  tamen  etiam  quaternariuin  referemus,  etiamsi  non  sit  primus,  propterea  quod  binarius  ab 
hac  forma  est  excludendus. 

t\.  Proposltio  4.  Si  numerus  formac  aa  4-  366  est  divisibiiis  per  numcrum  pri- 
mum  P  =  pp4  3</</,  tum  quotus  est  etiam  numerus  ejusdem  formae. 

Dc-mon*tratio.  Si  aa  -f  366  est  divisibilis  pcr  pp  -f  3</g ,  tum  etiam  aapp -\- ibbpp 
per  cundem  est  divisibilis,  itemque  aapp -f  iaaqq;  quarc  ctiam  borum  numeronun  difTcrenUa 
2aaqq —  366pp,  ideoque  cl  ««1/7  —  bbpp  =  {aq bp\  [aq —  6p).  Cum  igitur  pp -t- Sqq  >.il  nu- 
merus  primus,  nrcesse  est,  ut  alteruter  istonim  factorum,  scilicet  vel  aq-\-bp,  vel  <<</ —  bp,  sit 
per  pp  f-  3qq  divisibilis.    Ponatur  ergo  pro  utroque  casu  aq  ±  bp  =  m  (pp  -+-  3</»/l :  liiii<  .|iie  fiet 

«  —  — --: .  ±  --  —  3jh<ji  +  --  (mp  ±  6). 
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Veruiu  quia  a  est  mimerui  iateger,  :,et  p  «I ,</  numcri ,utfer  setprttti,  BBoesse.^rtr-afc^tf.fc  divi- 
siooem  per  9  admitUU-    PqmUuc  ergo  «p     6=  5:  «q,  eritqur  :     -     ,v.u  ».* 

6  =  mp  ±  nq   et   d  =  3*i«y  x  »/>. 
Cum  igftur  nnnwri  «  et  6  necessario  hoc  uKKto  exprimantur,  siquWem  numerus  aa  f  S06  ' per 
«►  +  3W  divisibilis,  hinc  obtinebimus  ?  .    .V...'.  -.. ,    i  .  :  ..1 

aa  f  356  =  3«imW  f  9»»qg  -f  311090  f  *«/«>  =  {pp  +  3ao)(A/i-f  3«m) 
unde  patet,  hunc  numerum,   per  numerum  primum  P  =  pp  +  2qq  divisum,   po  queto  dare 
n«-f  3mm,  hoc  est  uumerum  formae  ««  +  366.  L  , 

15.  Coroll.  JL  Quoties  crgo  numerus  formae  «a  +  366  divisorem  primum  habet  P '= pp  +3qq, 
quotus  est  numerus  formae  nn-f  3mm.  Vel,  quod  eodem  rcdit,  si  numcrus  oa  f  366  consUtt 
duobus  factoribus,  quorum  alter  sit  primu6  P  =  pp  +  3qq,  tum  etiam  alter  factor  sive  sit  Bumerus 
primus,  sivc  compositus,  erit  numerus  formae  nn-f  3m/M. 

16.  CorolL  Si  igitur  numeriis  aa  -f  366  duobus  constaret  factoribus,  quorum  alter  uon 
in  forma  nn-f  3mm  continerctur,  tum  alter  certe  non  crit  primus  formae  pp  +  3qq. 

17.  Coroll.  3.  Ex  dcmonstrationc  patet,  quoraodo  innumerabiles  numcri  aaA-  366  exhiberi 
qucant,  qui  omnes  stnt  divisibiles  pcr  pp  +  3  99;  ejusmodi  ncmpe  numeri  obtinenUir  capiendo 

a  =  3mq±np    et   b  =  *p  z.nq  ( 

nequc  hic  amplius  opus  est,  conditioncm  adjccisse,  ut  pp  +  3  99  sit  numerus  primus;  quoniam  his 
valoribus  assumtis  in  genere  Ot  aa  +  366  =  [pp  +  3qq)  (nn  +-  3mm). 

18.  Corolk  4.  Uinc  igitur  vkunim  inUdligitur,  si  dao  pluresve  immeri  quicuoque  formae 
aa  +  366  in  se  invieem  mulUpIicenUir,  productum  semper  fore  numerum  ejusdem  formae.  Quod 
enim  de  producto  duorum  valet,  facile  ad  producUun  quotcunque  talium  numrrorum  extenditur. 

19.  fetdaollon.  Ktiamsi  nutera  verum  sit,  productum  ex  duobus  numeris-  formae  oa-f-366 
itidrm  essc  numerum  ejusdem  formae,  tainen  hinc  per  legitimam  consequeiiliam  nondum  inferre  licqt, 
si  oumcrus  formae  aa  -+■  366  divisorem  liabeal  quemcunque  pp  +  'Aqq,  4um  eliam  quotum  ejusdem 
Curmae  esse  futurum:  tametsi  enim  et  hoc  verom  sit,  Uunea  pecoliari  iodiget  demomrtratioae  mox 
expooenda.  Kjuaaaedi  autem  cooclusioDem  UliciUm  esse,  vel  ex  hoc  exemplo  patebit:  cum  productum 
ex  duobus  numcris  paribus  sit  numerus  par,  si  quis  inde  concluderc  vellet,  numerum  parom  per 
parem  divisum  quotum  etiam  parem  esse  praebitarum,  is  certe  falleretur.  Demoastratiooem  crgo 
hujus  veritatis  a  divisore  primo  formae  pp+  3qq>  sum  exorsus,  quae  conditio  eatenus  demonsUatio- 
oem  afficit,  qaod  abeque  ea  perpcram  cooeludereUir,  rum  produotom  iaq  +  bp)  (aq~~  bp)  sit  divi- 
sibile,  alterutrum  factorem  divisibilem  esse  debere  per  pp+Zqq.  Deiode  vero  etiam  ci  eo,  quod 
p  et  q  sint  numeri  inter  se  primi,  derivavimus  producli  p(mp±6),  quod  per  q  est  divisibile, 
factorem  tnp  ±  6  per  q  divisibilem  esse  debere,  quae  posterior  condiUo  cum  priore  nccessario  esl 
connexa. 

20.  Propositfo  5.  Si  numerus  aa  -\-  366  fuerit  divisibilis  per  productum  cx  due- 
bus  pluribusve  numeris  primis  formae  pp4-3qq,  tum  etiam  quotus  erit  numerus  eju*r 
dem  formac,  puta,#u»-f  3mw.  ,.  <.  ,\; 

u 


Digitized  by  Google 


L.  EIJLERI  OPERA  ARITHMETICA.  1759. 


lH>moiu«ra«to.   Sort  ems»  H,  Q,  »,  «a,  mimeri  priml  farmae  pp  +  *qqt  «IMiMTtJWpic 
f  366  divisibilis  per  productum  />(?».    SK  M  quotus  mde  mufens,  ita  ot  «it 

M-+  366=.W(?rt. 

Cum  igitur  sit  <^±^h  =  MQR,  crit  per  propositiooem  preecedentem  WQfl  numerus  ejusdem  formaev 
Ponatur  itaque  MQR  =  ce  4-  3a*d,  crit  c^~-  =  MR:  ideoque,  ob  eaudem  rationem,  hic  <|uotus 
MR  numerus  ejtndem  formae  statuatur,  itaque  MR=±ee  +  3fft  et  cum  sit  'e  +  *-V=M,  erit  pariter 
#  nuroenis  formae  »n  4-  3m». 

21.  CorolL  1.  Si  crgo  numerus  aa  366  fucrit  produclum  ex  uumeris  quotcunque  primis 
P,  Q,  R,  S,  etc.  formae  pp  +  377,  et  practorea  numero  1/,  ita  ut  sit  aa  4-  366  =  MPQRS,  certo 
afBrmarc  potcrimus,  hunc  numerum  /V  esse  ejusdem  formae,  seu  M=nn  4  3mm. 

22.  CoroU.  *.  Quodsi  igitur  numcrus  ac  +  366  unum  habeat  factorem  A,  qui  non  sit 
numenis  formae  nn  A-3mm,  tum  alter  factor  nequc  crit  nunierus  primus  formae  pp  f-  377,  neque 
productum  ex  duobus  pluribusve  hujusmodi  numeris  primis. 

23.  CoroD.  3.  Eodem  ergo  casu  si  ponamus  aa  +  366  =  //  B,  et  A  non  fuerit  numerus 
fonnae  nn  4-  3mi«;  tum  unum  saltem  factorem  primum  complectctur,  qui  non  erit  hujus  formae. 
INam  si  B  est  numerus  primus,  non  erit  formae  pp+3qq\  sin  autem  non  est  primus,  quia  non 
ex  meris  numeris  primis  formae  pp+^qq  constabit,  unum  ad  minimum  faclorem  continebit,  qui 
non  sit  ejusdcm  foranae, 

2*.  Coroll.  4.  VI  si  existente  aa  4-  366  =  AB ,  factor  A  non  fuerit  numems  formar 
a/i  4-  3m<n,  tum  vel  ipse  erit  numerus  prunus,  in  hac  forma  non  contcotus,  vel  saltem  facJorem 
impiicabit  primum,  in  hac  forma  non  oonteotum;  si  eoim  A  cx  meris  numeris  primis  formae 
pp-\-3qq  esset  conilatus,  ipsc  foret  numems  ejusdem  formae. 

25.  CoroH.  &,  Hinc  sequitur,  si  numeros  aa  4-  366  unum  habcat  factomn  |trimum  in  forma 
pp  4  2qq  non  contentnm,  tum  eum  insuper  certo  adhuc  alium  factorem  involvere,  qui  aeque  non 
in  hac  forma  pp  4-  3qq  contipeatur. 

26.  Coroll.  6.  Ita  jnm  ante  vidimus,  si  numerus  aa  +  366  sit  par,  seu  factorem  habeat  2 
qui  numenis  non  est  forsnae  pp  4-  3gg,  tum  eum  insuper  eundem  factorem  2  oomplecti,  scu  mn 
solum  per  2.  sed  etiam  per  \.  esse,  divisibilem. 

27.  Itoholton.  r/ihiberi  quidem  possunt  numeri  formae  aa  4-  366,  qoi  per  numerum  quem- 
cunqae  .V  sint  divisibiles,  etiamsi  JV  non  sit  numenis  formae  pp  +  377;  diun  scilicet  pro  a  et  6 
mnltipia  qaaecunqiie  hujus  numeri  N  accipiuntur:  ita  posito  a  =  «A\  et  6  =  nA\  Binncrus 

m  366  =  NNfmm  4-  3/m), 
non  solum  per  V,  sed  adeo  per  cjus  quadratum  .V;V,  (it  divisibilis;  bocque  ergo  casu  utiirue  duo 
ailsunt  factores  .V  et  iV,  quoruin  ueuler  in  fonnn  pp  4-  3  qq  continetur,  uti  §  25  ostendimus.  Verum 
si  a  et  6  sinl  numeri  inter  se  primi,  hic  casus  locum  habere  nequit,  ex  quo  merito  dubilamus, 
nmn  numerus  inde  formatus  aa  4-  366  praeler  binarium  iillum  admtttat  divisnrem,  qui  non  sit 
formae  pp  -4-  377?  Me  binario  qnidcm  hoc  negari  nequit,  cum  quoties  a  et  6  fuerint  numeri 
imparc.s  ambo,  divisio  |kt  2  surcedal,  at  vero  lum  insuper  binarius  inest,  qui  cum  illo  eonjuiiclus 
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pranbet  factomm  V,  qrewi  simpHeem  spectaodum.  DHisjcnlius  igSttir  cJaminandum  restat,  uthun, 
dum  «  et  6  sunt  primi  inter  sc,  numerus  aa-f-366  babeat  uliu*  diviaorem  primum,  qui  noa  io 
forma  pp  4-  377  contineatur,  nec  ne?  quod  quidem  esse  negandnm  mox  rigide  sum  demonstraturus; 
in  <|uo  ncgotio  autem  probe  est  eavcndtun,  ne  casus  binarii,  quem  eicipi  oportet,  in  demonsuratione 

quic<|uam  turbct. 

28.  Propoaltfo  O.  Si  daretur  numerus  priraus  A,  in  forma  pp  -f-  ^77  ■  non  con- 
tentus,  qui  esset  divisor  cujusptam  numeri  «« -|-  366,  numeris  «  et  6  existentibus  inter 
se  primis,  tum  exhiberi  posset  alius  numerus  primus  praeter  binarium,  minor  B,  in 
forma  />/>-}- 3 </ 7  pariter  noft  contcntus,  qui  etiam  fnturus  esset  divisor  cujutpiam 
numeri  formae  «a-^-366,  in  quo  numeri  «  et  6  itidem  forent  inter  se  primi. 

Demoiutratio.  Quia  a  ct  6  sunt  numeri  primi  intcr  se,  et  aa  4-  366  per  A  divisihilis 
ponitur,  erunt  ii  quoque  primi  ad  A.    Si  illi  numeri  esscnt  majorcs,  quam  A,  statui  posset 

a  =  mA  ±  r   ct    b  =  nA+d, 
ut  numeri  c  ei  d,  qui  pariter  tum  inter  sc,  quam  ad        futuri  cssent  primi,  forent  scmissi  ipsius 
A  minores,  scilicet  c  <  {A  vl  d  <  \  A ,  quia  ./,  utpolc  primus,  est  impar:  casum  cnlm  quo  A  =  2 
hinc  excipimus.    Prodiret  auicm  hac  positione 

aa  f  366  ^mmAA  ±  2mAe  4-  cc  4-  3nnAA  ±  dnAd  f  3dd 
hincquc  obtincretur  numems  cr  4-  3<?d  minor  quam  AA,  qui  csset  per  //  divisibilis,  et  quotus 
foret  minor,  quam  A.  Cum  igilur  A  sit  per  hypothesin  numerus  in  forma  pp  4  3</7  non  contentus, 
vel  ipse  quotus.  si  fuerit  primus,  non  crit  numerus  formae  pp  ±  3qq,  vcl,  si  sit  compositus,  facto- 
rcm  hahebit  primum  io  hac  forma  non  contcntum.  Sit  R  vcl  ipse  quotus  vel  iste  ejus  factor, 
eritquc  cerle  B  <  ./,  ex  quo  darctur  numerus  primus  B  miuor  quam  ./,  in  forma  pp  4-  3qq  non 
contcntus,  qui  csset  divlsor  numeri  <<  4  3dd,  existentibus  numcris  r  ct  d  inter  se  prirais 

Dico  autem  hunc  numerum  primum  B  a  binario  forc  diversum.  Vel  enim  quotus  -i-*'-rf  foret 
impar,  vcl  par:  et  casu  priori  binarius  in  co  non  continerctur,  sicque  numenis  R  non  esset  2.  Casu 
autem  posteriori  quotus  binarium  quidem,  atquc  adeo  quaternariiim  involveret;  unde  cum  \  sit 
nuinerus  formae  pp  \  3qq,  necesse  csset,  ut  ille  quotus  alium  insuper  factorcm  primum  in  forma 
pp  4  377  non  conlentum  implicaret  Vel  si  cc  4  3dd  cssct  per  divisibilis,  quod  evenirct,  si 
uterque  numerus  c  et  d  esset  impar,  cjus  quadrans  [(cc  -\-  3dd)  ad  formam  ce  4  3/f  reduci  possct, 
quae  cum  pcr  A  etiam  nunc  foret  divisibilis,  multo  magis  quotus  -  fl  implicaret  factorem 
primum  imparem  in  forma  pp  4  377  uon  cuntentum. 

29.  ]'mpo»i(io  7.  Omnes  numeri  hujus  formae  «a4-366,  siquidcm  a  el  6  sint 
numeri  primi  inter  sc,  praeter  binarium  nullos  admittunt  divisores  priraos,  nisi  qui 
ipsi  in  forma  pp-^rlqq  contineantur. 

D<MiioiMtratio.  Si  enim  numerus  quispiam  formae  aa  4  366  haberet  factorem  primum  quan- 
tumvis  magnum  A,  qui  in  forma  pp-\-3qq  non  contineretur,  ex  eo  inveniri  posset  alhis  numerus 
primus  B,  minor  quam  A,  nec  in  forma  pp  4  377  contentus,  qui  pariter  esset  divisor  cujuspiam 
numeri  formae  aa  4  366,  eilstentibus  a  et  6  numeris  inter  se  primis;  atque  ex  hoc  numero  B 
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amili  modo  alii  Ct  D,  E  contiouo  uunores  ejusdem  indolis  inteoiri  possent,  haeeque  diriinutio 

rorum  integrorum  continao  minoram  involvat  contradictionem :  «equitnr  praeter  binarium  nullum 
dari  numerum  primum  in  forroa  ppH-  3f?  non  contentum,  per  quem  uUus  numerus  formae  na-t-366 
dividi  queat,  exislentibus  a  el  6  numeris  intcr  se  primis. 

30.  Coroll.  Jb,  Oranes  erg»  divisores  primi,  qui  conveniunt  numoris  ibnnae  aa  -}-  366, 
siquidem  a  et  6  sint  numeri  inter  sc  primi,  ipsi  in  eadem  forma  pp  -f-  3  99  continentur;  dummodo 
hinc  binarius  exdudatur. 

31.  CorolL  «.  Si  igitur  nuraeri  primi  in  duas  classes  distribuantur,  quarum  prior  contineat 
eos,  qui  sunt  formae  pp  +  2qq;  posterior  vero  eos,  qui  ad  hanc  formam  reduci  nequeunt:  omuos 
uumeri  hujus  postcrioris  classis  ex  seric  divisorum  numerorum  formae  «n  -f  366  eicluduntur. 

32.  CorolL  8.  IMisi  ergo  numerus  aa  +  366,  existcntibus  «  et  6  numeris  inter  se  primis, 
ipse  sit  primus,  erit  is  productum  ex  meris  numeris  primis  formac  pp-\-3qq;  dummodo  quaternarius 
etiam  inter  hos  numeros  referatur. 

33.  Hoholioiu  Quod  productum  ex  duobus  pluribusvc  numeris  formae  pp-\-3qq  itenim  in 
forma  aa  4-  366  rontinealur,  supra  ostendimus;  indeque  ergo  patebat,  si  P,  Q,  R,  S,  etc.  denotent 
numcros  primos  in  forma  pp  -4-  3  97  contentos,  productum  cx  quotcunque  hujusmodi  numeris  P,  Q, 
R,  S,  etc.  semper  ad  formam  aa  -(-366  revocari  posse.  ISunc  autem  hujus  propositionis  iuversam 
demonstravimus,  qua  patct,  numeros  formae  aa  366  nullos  alios  factores  admittere,  nisi  qui  ipsi 
sint  numeri  formae  pp  -f  3  qq.  Uic  quidem  assumsimus,  numeros  a  et  6  esse  primos  inter  se:  sin 
autem  non  essent  primi,  scd  maximum  haberent  divisorcm  communcm  m,  ut  sit  «  =  mc  et  6  =  j»d, 
tum  numerus  aa  -+-  366  =  mm  (cc  -+  3  dd)  primum  habebit  factorem  quadratum  mm,  cujus  radix 
potest  esse  numerus  quicunque,  praeterea  vero  alios  non  involvet  factores  primos,  nisi  qui  ipsi  sint 
fonnae  pp  -+-  Zqq. 

3k.  Propuiltio  8.  Omnis  numerus  primus  formae  pp-\-Sqq,  si  per  6  dividatur, 
relinquit  unitatem,  scu  in  forma  numcrorum  6/1 continetur;  excepto  ternario, 
qui  etiam  in  forma  pp-\-2qq  continetur. 

Deinonsrratio.  Cnm  pp  +-  Zqq  sit  numenis  primus,  quadratum  pp  per  ternarium  non  est 
divisibile,  sed  per  3  divisum  rclinquit  i;  quia  ergo  iqq  divisionem  per  3  admittit,  summa  pp  +  3qq 
per  3  divisa  residuum  dabit  =  1;  eritque  propterea  numerus  formae  3m-j-  I.  Cum  autem  pp  +  3qq 
simul  sit  numerus  impar  per  hypothesin,  necesse  est,  ut  m  sit  numerus  par;  unde,  posito  m  =  2n, 
formula  6«  -+-  t  omnes  complectetur  numcros  primos  in  forma  pp  +  Zqq  contentos;  excepto  scihcet 
ternario  ipso,  cujvs  siogularis  est  ratio. 

35.  Coroll.  1*  Qnia  omnes  numeri  primi,  exceptis  2  et  3,  vel  in  hac  formula  6n  4-  1,  vei 
in  hac  lin —  I.  conlinentur,  evidcns  est,  nullos  numeros  prhnus  posterioris  formao  6n  —  I,  in 
Ibrma  pp  -|-  3  99  contineri. 

36.  CoroO.  a.  liinc  omues  numeri  primi  formae  6n  —  t  qui  suut: 

5,  IJ,  17,  23,  29,  'il,  47,  53,  59,  71,  83,  89,  etc. 
ex  divisoribus  numeronim  formae  «<i  +-  366  sunt  excludeodi,  seu  nutius  numerus  hwjus  Ibrnwc 
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M  +  866,  dum  qutdom  sint  a  et  6  numeri  primi  inter  m,  exhMjeri  pataat,  qUl  per  ullum  aumenwi, 
primron  forraa*  6»—  1  s*  divisibilis.  .  >«•  •  .ciuc   '  .' 

37.  Mrhollon.  Ctrum  autem  omnes  numeri  primi  alterius  formae  6n  +  1,  qui  sunt: 

7,  13,  19,  31,  37,  *3,  61,  67,  73,  79.  97,  etc. 
sint  divisores  nnmerorum  formae  aa  4-  366;  sen,  quod  codem  redit,  an  omnes  in  fonna  pp  +  iqq 
cootineantur?  es  allatis  nondum  affirmare  licet.  Inde  enim  tantum  constat,  omnes  numeros  primos 
fonnae  pp-f-Sqq  simul  in  forma  6n -{-  1  coutincri,  et  propositio  inveraa  peculiari  indiget  demott-' 
stralioiu*,  quae  ita  coucinnari  debet,  ut  proposito  numero  primo  formae  6n-f-  1  quotunque,  osten— 
datnr,  semper  quempiam  numerum  formae-  a«t  4-  366,  in  quo  a  et  6  sint  numorl  priaii  inter  se, 
exhiberi  posse,  qui  per  illum  numerum  G/i  4-  I  srt  divisibilis:  in  quo  negotio  loco  formae  «a-t-366 
etiam  haec  ff±fg+gg  iHI  aequivalens  accipi  potest.  Si  enim  numeroruna  f  et  j  alteruter,  puta  g, 
fuerit  par,  erit 

/f-^-fSBr  =  /±4sr)4  +  3(io)» 

sin  autem  uterqu«  sit  impar,  erit  tam  f+g,  quam  f—y,  numerus  par,  et 

Quodsi  ergo  exhiberi  queat  numerus  ff±  fy'+  gg  per  numerum  primum  6»  +  1  divisibilis,  ita  ut 
f  et  g  sint  primi  ioter  se,  simnl  constabit,  nunverum  6«  4-1  esse  numerum  in  forma  pp  3 qq 
contentum;  id  quod  in  soquente  propositione  demoostrabirous. 

38.  ProposlClo  9»  Omnis  numerus  primus  formac  6n  —  1  simul  in  bac  forma 
pp  4-  3qq  Continetur.  "> 

DemoiM<ra«lo.  Jam  dudum  demonstravi,  si  6n  1  fuerit  numcrus  primus,  per  eum  divi- 
sibiles  csse  omnes  numeros  in  hac  forma  a'" — 6*"  contentos,  dummodo  neuter  numerorum  a  et  6 
seorsim  per  6/1-4-1  sit  divisibllis  (•).    Cum  igitur  in  factores  resolvendo  sit 

atn  —  btn=  («*•_  61")  (a4"  -+-  a1B6ln  4-  6,n 
alteruter  horum  factorum  per  6n  4-  1  sit  divisibilis  necesse  est.  Quodsi  ergo  dentur  casus,  quibus 
factor  u1" — 61"  non  sit  divisibilis  per  6n -f  I,  ut  tamen  neque  a,  neque  6  per  eum  sit  divisibilis, 
iis  casilms  certe  alter  factor  atn  -i-  a1"6v,4-  6*",  hoc  est  nnmerus  formae  ff  4-  fg-^rgg,  pcr6n-k-  I 
erit  divisibilis,  ideofpic  numerus  primus  6n  f-  1  foret  in  forma  pp  +  3qq  contentus.  Demonstrari 
igitur  debct,  dari  casus,  qnibus  forma  a1"  —  6*"  non  sit  divisibiKs  pcr  6n  f  I.  Ad  hoe  efficien- 
dum  sumo  6=  1,  ct  ostendam,  fieri  non  posse,  ut  omnes  isti  numeri: 

21"-!,  3ln-l,  51"-!,  ....  (6nr-l. 

sint  per  6n-f-  1  divisibiles,  ubi  quidem  pro  a  omnes  numeros  ipso  6n-f  1  minores,  ideoque  pri- 
mos  ad  eum,  assumi  pono.  IVam  si  omnes  hi  numcri  per  6n+  I  essent  divisibilcs,  eorum  etiam 
diOerentiae,  cum  primac,  tum  secundae,  et  sequentes  omnes,  per  6n  +  1  essent  divisibiles,  ideoque 
etiam  differentiae  ordinis  2n,  quae  sunt  omnes  eonstantes,  et  hoc  modo  exprimuntur: 

1  —  r  J  H     r«    *  1.2.3      5  ■  •■■(*  +  "»; 

(*)    Vide  jiag.  59.  thi-octm»  4. 
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ubi,  nm.  Sit  2«  -f  2  <6»,  nulUe  poteatatM  ntyaerorum  per  6«  +  I  divMbiUuin  ingredfunlur. 
Aliunde  autem  constat,  mfferentiam  ordinis  2n  esse  =  1 .2.3.*  .  .  .  .  8«,;  ouae,  cum  ecrte  oou 
sit  per  6»-j-  1  divisibilU,  manifesto  indicat,  reperiri  adeo  inter  bos  numeros: 

2»"_  l,  3*"_  i,  *»"_  I  (2  +  8»)»»—  1 

nnuin,  vel  etiam  plures,  qui  noo  sint  per  6  n  +  l  divisibiles.    Uum  autem  unicus  detur 
numerus  «»"— 1  per  6n+i  non  divisibilis,  per  eum  erit  divisibilis  a4"+a*"+l,  boc  est 
formae  ff  +  fy  -\-gg,  in  quo  neque  f  neque  9,  sit  per  6n  -f-  1  divisibilis.  Consequenfer 
primus  6n  -f-  1  est  formae  pp  3*j. 

39.  Schollon.  Omnia  ergo ,  quae  cum  in  demonstratione  tbeorematis ,  non  dari  duos  cubos, 
quorum  summa  sit  cubus,  lum  in  solutione  problematis  de  inveniendis  tribus  cubis,  quorum  summa 
sit  cubus,  assumseram,  jam  pbine  rigide  sunt  demonstrata.  Assumseram  autem  primo,  numeros 
formae  aa  -j-  366,  seu  ff  ±  fg  -f-  gg,  nullos  admittere  divisores  primos,  nisi  qui  ipsi  sint  ejusdem 
formac,  deinde  omnes  numeros  primos  istius  formae  simul  in  formula  6n-|-l  contineri,  ac  vicissim 
primos  in  formula  6/1+  I  contcntos,  simul  esse  ntuncros  formae  pp  -f  3m/.  Quare 
illa  demonstratio,  quam  solutio,  pro  perfectis  sunt  habeodae.  Interim  tamen  fateri  cogor, 
in  hac  de  natura  numerorum  thcoria  plurima  etiamnum  dcsiderari,  atque  Fermatii  demonstrationcs 
deperdiuis  sine  dubio  multo  profundiores  spcculationes  in  sc  csse  complexas.  Ko  enim  modo,  quo 
usus  sum  ad  demonstrandum ,  summain  duorum  cuborum  nunquam  posse  esse  cubum,  non  perspicio, 
quomodo  demonstratio  ad  potcstates  altiores  extcnrii  possit,  cum  tamen  Fermatius  oVmonstrationcm 
babuerlt,  neque  summam  a"-\-b",  nequc  differentiam  o"— 6",  nunquam  esse  potestatem  similis 
exponentis  c",  quando  exponens  /1  fuerit  binario  major.  Demonstrandum  ergo  esset,  hanc  acquatio- 
nem  a"  ±  6"  =  c"  in  rationajibus  nunquam  locum  habcrc  posse,  statim  atque  exponens  n  binarium 
supcret,  nisi  unus  numerorum  o,  6,  c  cvaucscat.  Deinde  etsi  demonstravi,  numeros  primos  omnes 
formae  6/1  +  I  esse  in  formula  pp-\-3qq  contentos,  tamen  simili  modo  dcmonstrare  non  licet, 
numeros  primos  formac  8n  +  3  sempcr  in  forma  pp~\-2qq  contincri,  quod  tamen  aeque  esl  certum, 
el  a  Fermatio  dcmonstratum.  Successit  inihi  quidem  demonstratio ,  quod  numeri  primi  formac 
^«4-  I  sint  omnes  duorum  quadratorum  summae,  similique  modo  demonstrare  possum,  omnes 
uumeros  primos  formae  8n  4"  I  simul  in  forma  pp  +  2qq  contineri:  verum  plurima  ejusdem  generis 
tbeoremata  proferri  possunt  acquc  vera,  veluti  qnod  omnes  numeri  primi  vel  hujus  formae  20  n  +  1, 
vel  20n  +  9,  simul  in  formula  pp-\-5qq  contineantur,  et  hujusmodi  plura  alia,  quae  tamen  non- 
dum  video,  quomodo  dcmonstrari  queant.  Ex  quo  tbeoria  numcrorum  nohis  adhuc  maximam  partem 
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<N.  Cdiiiiiw.ii.  IX.  1768-63.  p-  3.  E«hib.  1759  <»ci.  15.) 

i 

i.  Problnna  1.  Proposita  formula  irrationali  \/(uxx+  /3x-+y)  invenire  numeros 
pro  x  substituendos,  qui  eam  rationalem  reddanL 

Ante  otnnia  notandum  ost,  hanc  investlgationem  frustra  suscipi,  nisi  unus  saltem 
t,  quo  ea  fiat  ration.ilis.    Pnnnmus  ergo  hoc  evenir»  casu  x  =  o,  coqne  esse: 

•    '  Vl«aa+      +  y)  =  6 

ita  ut  6  sit  numerus  rationalis.  HujusmVjdi  autem  casus,  unico  cognito,  innumerabilcs  alios  tx  eo 
derivarc  liceL    Poualur  in  hunc  Gnem 

x  =  aT»u    ct  lWt/^|y)=44-K 
ct  liac  aequationc  quadrata  Gt: 

-f  $a  +-  Jmz  j  =  66  f  2n6s  +  nnzz 

+-  r-  \ 

Cum  jam  per  hjpotbcsin  sit  66  =  itaa  +  {ia  +  y ,  reliqua  aequatio  per  i  divisa  dabit: 

2«ma  -j-  fii*  -f  =  2n6  +  nni 

cx  qaa  elicitur: 

S.uaa  —  8«6  +  4«i 

I  =   OT  _  n<wm  • 

Quo  valore  substitulo  concludimus: 

_   (nn  +  amm)  a  —  jmnlt  -f-  ftw» 

fore  ✓  («xx  +  /**  +  y )  =  *       "     +  """^  *  + 

1  '   '        '    '  '  nn  —  amm 

Quicunque  ergo  numeri  pro  m  et  n  accipiantur,  c»  casu  cognito:  Vaaa  -\~  0* -\- y)  —  b ,  infinitis 
aliis  modis  formnla  V  Uaex  +-  fix  +-  y)  rationalis  efflci  potest,  et  quia  numerum  6  tam  negative, 
quam  affirmative  assumere  licet,  exploratis  numeris  a  et  6,  ac  pro  lubitu  assumtis  numeris  m  et  n, 


___(»/«  rMW)t±W-rjfaw 

x  —  — 


erilque: 

.  .   iiuuia      {nn  +  amm)  b-f-jlmn 

V  axx  -+  px  +  y)  —  —    ■    —  _  altt]n 
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2.  BchoHon.    Ad  hoc  ergo  problema  solvendum  necesse  est,  ut 
quo  formuU  proposita  Gat  rationalts.    Neque  vero,  pro  hajusmodi  casu  explorando 

regula  praescribi  potest,  cum  etiam  dcntur  ejusmodi  formulae,  quas  nullo  plane  casn 
Seri  posse  dcmonstratuin  est.    Si  eoim  verbi  gratia  haec  formula  V'(3xx -f- 2)  propone- 

netys,  certum  e#t,  nfj^m   i-r—  rationalem  pro  e.inveiiiri-posae,  que  ea  fieret  rationaiia.  Quaa^ 

quam  autem  satis  noU  sunt  casus,  quibus  formula  uxx  -\-  ,ix  -\- y  talis  reductiouis^cst  c^pax,  quippe 
quod  cvenit,  quoties  in  hac  formula  generali  (px  -}-  g)*  -f  (rx  -\-  s)  [tx  -+-  ut  continetur:  tamen  hic 
non  curo,  unde  casus  illo,  quem  cognitum  assumo,  sit  haustus,  sive  ccrta  quadam  ratione,  sive 
divinaUone  innotuerit.  Verum  cum  cognito  uno  casu,  invenUo  infinitorum  alionim  nulla  laboret 
difficultate,  hic  poUssimum  ad  soluUones,  quae  numeris  integris  ahsolvuntur,  respicio.  Cum  enim 
valores  pro  *  inventi  per  fractionem  exprimantur,  nova  jam  oritur  quaestio,  quomodo  numeros  m 
et  n  assumi  oporteat,  ut  inde  numeri  integri  pro  x  obtineantur. 

3.  Problema  9.  Si  a,  y  sint  numeri  integri  dati,  invenire  numeros  integros 
pro  *  sumendos,  qui  formulam  uxx  -f  (ix  -j-  y  quadratam  reddant. 

Molatlo.  Iteruui  assumo  unum  numerum  integnun  a  constare,  qui  quaesito  saUsfaciat,  ita  ut 
sit :    V (aaa  -+  fia  -+  y)  =  b;  ac  modo  vidimus, 

{nn  ■  amm)  a  ±  Smnt  -+  fimm 

si  sumatur  x  =  


fore       Vfaxx  -u  Jx  -f  y)  =         ±(- +  -">»  +  *■. 


nn  —  .wii 


Superest  ergo  tantuin,  ut  videamus,  cujusmodi  numcros  pro  m  et  n  assumi  oporteat,  ut  hae 
formulae  integrae  evadant.  Quod  quidem  statim  fJeri  perspicuum  est,  si  utriusque  denominator 
nn  —  umm  statuatur  unitati  aequalis.    Sit  igitur  nn  —  umm  =  1 ,  seu 

nn  =  <tmm  -f  I ,    idcoque    n  =  Y(amm  -+- 1 ) , 

nisi  autem  sit  «  vel  numerus  quadratus,  vel  negativus,  huic  formulae  scmper  satisfieri  potcst;  sin 
autcm  sit  vel  quadratus,  vel  negativus,  ne  problema  quidem  propositum  resolverc  licet.    ttsi  enim 
«juandoque  duo  pluresve  casus  assignari  queant,  tamen  infiniti  non  dantur,  cujusmodi  lamen  hic 
evolvi  convenit.    Sit  ergo  u  numerus  integer  positivus  non  quadratus,  ac  semper  numeri  m  et  n 
assignari  possunt,  ut  fiat  n  =  V{<mm  -f  I ),  quod  etsi  infinitis  modis  fieri  potcst,  (amen  sufficit 
minimos  solos  nosse.    Erit  ergo 
x  =  (nn  -+-  umm)  a  ±  2mnb  +-  Jmm    et    V  (axx  +-  ,dx  -+  y)  =  2umna  ±  (nn  -f  umm)  b  —  ,Jmn, 
sicque  habetor  uovus  casus  quaestioni  saUsfaciens.    Ex  boc  vero  simili  modo,  quo  is  ex  a  et  b 
prodrit,  novus  derivabitur,  hincque  porro  continuo  alii  in  iitfinitum.  Ponantur  enim  valores  lioc  modo 
pro  x  oriundi  successive:  a,  a',  a",  a'",  elc.  respondentes  vero  valorcs  formulac  V  [uxx-\-/ix-i-  y) 
sint  b,  b\  b",  b'",  etc.  ac  sequenti  modo  bini  quique  posteriores  ex  binis  antecedentibus  definicntur: 
a'  =  (nn  -+  umm)  a  z:  2mnb  -+  jimm,    b'  =  2umna  -  (nn  ■+-  umm)  b  -f  iimn, 
a"  =  (nn  +-  amm)  a'  ±  2mnb'  -+-  .Smm,  b"  =  2umna'  ±  (nn  -J-  umm)  b'  -f-  fimn, 
a"'=(nn  +  umm)a"  ±  2mnb" tfmm ,  b"'=  2amna"±  (nn  -f-  amm,b" -^-  /imn, 

etc 
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Hae  igitur  ratione  continuo  ulterius  progredi  licel,  sicque  ex  una  solutionr,  .in  i 
cognita,  fonumerabiles  aliae  in  nuowris  integris  quoque  elicientur. 

*.   CoroU.  I.    Ut  igitur  formula  axx  +  fi x  +  y  iuGnitis  modis  in  numeris  utfegria 
tum  efGci  possit,  oecesse  est,  ut  a  neque  sit  numerus  quadratus,  ncque  negativus,  ac 
unus  casus,  quo  ea  Gt  quadratum,  undecunque  sit  cognitus. 

5.  CoroB.  S.  At  ai  u  fuerit  numerus  positivus  non  quadratus,  tum 
numeri  m  et  n,  ut  sit  n  =  V(omm  -j-  i).  id  quod  semper  Geri  potcst  Quibus  invcntis,  si 
V  (axx  -\-  /3x  -\-  y)  =  y  atque  jam  cogoilus  fuerit  casus  quaeslioni  satisfaciens ,  qui  sil  x  =  e  el 
7  =  6,  ex  eo  per  primam  operationem  nou  solum  unus,  sed  duo  novi  invenientur  ob  signi  ambi- 
guitatem.    Erit  quippe:  ,  , 

x  =  (nn  -f  amm)  a  ±  2mnb  -+■  fimm  et 
y  =  2umna  ±  (nn  -+-  umm)  6  rfmn. 

6.  Coroll.  3.  Si  sumaatur  tantum  sipnorum  ambiguorum  superiora,  ut  continuo  ad  majores 
numeros  satisfacientes  pcrvcniamus,  atque  valores  pro  x  hoc  modo  successive  prodeuntes  designentur 
per  a,  a',  a",  a'",  a",  etc.  valores  autem  pro  y  respondentes  per  6,  6',  6",  6"',  6",  etc.  erit: 

a'  =  (nn-\-umm)a  -\-2mnb  -+  fimm,    6'  =2aoina  -f-  (nn  -\-  umm )  b  -+-  /3mn, 

a"  =  (nn  -j-  amm)  a'  -\-  2mn6'  -\-  fimm,   6"  =  2umna'  -f-  (nn     amm)  6'  -4-  jSmn, 

a"'=  (nn  -(-  omm)  a"-l-  2mn6"-(-  /?mm,   6"'  =  2amna"-h  (nn  -+-  umm)  6"-j-/tfmn, 

etc. 

7.  CoroU.  4.  Duplicem  ergo  hioc  progressioncm  numerorum  a,  a',  a",  a'",  a*r,  etc.  et 
6,  6',  6",  6"',  6"',  etc.  adipiscimur,  quarum  utriusque  continuatio  ab  utraquc  peodcl,  utraque 

ab  altera  ista  sejungi  potest,  ut  termini  utriusque  sensim  sine  adminiculo  alterius 
l;  fonnabitur  autem  tum  in  utraque  serie  quilibet  terminus  ex  biuis 

8.  CorolL  S.  Si  enim  m  valore  a"  pro  6'  ejus  valor  subsUtuatur 

a"=  (nn  -f-  omm)  a' -|-  kummnna  -\-  2mn  (nn  -+-  omm)  6  -+-  2/3mmnn  -+  fimm. 
Verum  ex  valore  ipsius  a'  est: 

2mn6  —  a'  —  (nn  -+■  umm)  a  —  fimm 
quo  valore  ipsius  2mn6  ibi  substituto  prodibil: 

a"  =     (nn -\- amm)  a' -\- kammnna 

-+-  (nn-\-amm)  a'—  (nn  -\-  amm)x  a  —  fimm  (nn  -+  umjh) 

+  2/*mmnn 

At  ob  nn  =  omm  -{-  1 ,  est 

kammnn  —  (nn  +  amm)*= -~(nn  —  amm)1^— i  et 

unde  Gt:  e"  =  2  (nn  +  amm)  a'  -  a  -+  2/?mm. 
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9.   CorolL  O.  Cnm  igitur  simili  modo  sit: 

«"'  =  2  (nn  -f  <mm)  a"  -  a'  +  2£mm  etc. 
Statim  atqoe  in  serie  a,  a\  a",  a'",  ctc.  duo  primi  termini  habcntur,  primus  sctlicet  a  tmdecunqur, 
et  secundus  cx  formula 

«'  =  (nn  f  umm)  a  -f-  2nwi  -f  Imm, 
ex  hie  sequentes  omnes  per  has  formulas  definientur: 

a"  =  2  (nn     amm)  a'  —a   -f  2,Smm, 
a"'—2  nn  -j-  umm) a"  —  a'  -f  2/7mm, 
«'r  =  2(»iJi-r-Bm«  a'"— ff  "  +  2,rfmin. 
.  10.    CoroIL  7«    Pari  autem  modo  progressio  numerorum  b,  b\  h",  b'",  etc.  est  comparata. 
Primo  enim  ejus  termino  aliunde  cognito,  ct  secundo  per  formulam 

b'  =  2temna  f  (nn  -f  umm)  b  4-  /frnn, 

si  in  b"  pro  a'.  valor  substituatur,  erit: 

b"  -  2umn  (nn  -f  (tmm)  a  -f  \ummnnb  -\-  2u/im*n  -\-  (nn  -\-  umm)  b' -f  /imn 

at  ex  valore  ipsius  b'  est  2umna  =  b' —  (nn  +  amm)  b  —  fimn,  quo  substituto  fit,  ob  nn  —  amm  =  I, 

6"  =  2  (nn  -f  ttmm)  b'  —  6,  similiterque 
A"'  =  2(nn  +  umm)b"  —b', 
b" "  =  2  nn  f  MHMmj  A'"  —  //'. 
ctc. 

11.  CnroD.  8.  Cum  igitur  utraqtie  series  ita  sit  comparata,  ut  quilibet  terminus  ex  binis 
praecedentibus  secundum  certam  legem  definiatur,  utraque  series  erit  recurrcns,  scala  relationis 
existente  2(nn-\-  umm),  —  I.  Hinc  crgo,  formata  aequatione  iz  =  2(nn  +  tanm)  i  —  I,  ejus  radices 

:  =  2n/i  —  1  t.  2/i  V  (nn  —  1 1  =  (n  :±  m  V  u)1. 

12.  Coroll.  O.  Hinc  ergo  ex  doctrina  serierum  rccurrentium  progTessionis  a,  a',  a",  a'", 
a'r,  etc.  terminus  qtiicunque  Indefinite  per  scquentem  formulam  exprimetur: 

(f  +  £  +  if>  +  - > '"i"    (f  +  L  ~ .4> ~  "  v     -l=  r 

alterius  vero  serici  b,  b  ,  b",  //",  ctc.  terminus  quicunque  per  hanc: 

(t  +  t  +  £)<■  +  »►'  +(t- v-i'.)(— "-'•-r 

sumto  pro  f  numcro  quoeunque  integro. 

13.  ttcnollon.    Si  hic  pro  2v  substituamus  successivc  onmes  numeros  integros  0,  1,2,  3, 
5,  etc.  utraque  progressio  prodibit  intcrpolata,  cOjus  termini  medii  quaesito  aequc  salisfacient, 

dtimmodo  fuerint  intcgri.    At  repcriemus,  posito 

2/'  =  0,    r  =  a,  y^b, 

2/  =  l,   .e  =  M  +  rt^!L-«,  r  =  n6-f«ma  +  £, 

2r  -  2,    *  =  inn  -f  umm)  a     2mnb  4-  limm,  y  =  (nn     am/«;  6  -f  2«#u<«  -f  ,>'«//. 
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Quae  utraque  series  est  recurrens,  scalam  relationis  habens  2/i,  —  1,  ac  pro  priori  quidem  valoruin 
ipsius  r,  si  terni  termini  consecutivi  sint  P,  Q,  R,  erit 

at  si  in  progrcssione  vatorum  ipsius  y  terni  tcrmini  se  ordinc  sequcntes  sint  P,  Q  et  R,  crit 

H  =  2nQ-l>. 

Quodsi  ergo  fuerit  ^  f"2~  !)  numerus  integcr,  omnes  hi  termini  problema  aeque  resolvent,  sicquc, 
iluplo  plurcs  obtinebimus  solutioncs,  quam  methodus  adhibita  suppeditaverat.  Quod  autem  plures 
locum  habere  possint  solutiones,  quam  invcnimus,  inde  facile  colligiUir,  quod  practer  nccessitatem 
primam  crutarum  formularum  nn  —  umm  unitati  aequalem  posuimus,  cum  tamcn  sinc  dubio  saepe 
etiam  numerator  per  dcnominatorem  dividi  possit,  ctiamsi  hic  unitate  sit  major.  Queinadmodum 
igitur  omnes  plane  solutiones  in  numeris  intcgris  invcniri  qucant,  sequcnti  problematc  accuratius 
examinemus. 

\h.  Probk' ma  3.  Si  u  sit  numcrus  integer  posilivus  non  quadratus,  dalo  uno 
numero  integro  a,  qui  pro  x  positus  reddnt  formulam  uxx  -f  i1x  -+-  y  quadratam, 
invenire  infinitos  alios  numcros  inlegros,  qui  pro  r  sumti  idem  sint  praestituri. 

Solatlo.  Ponatur  in  genere  V'(uxx  -{-  fix  f-  y)  =  y,  <asu  autcm  cognito,  quo  x  =  a,  csse 
I  ((«!«-)-. 1a  f-y)  =  6,  atque  hinc  in  genere,  fractionibus  non  exclusis,  fore  vidimus: 


(nn  ~  amm)  a  -f-  imnh  -i-  Jmm 

X  =  > 

nn  —  amm 

(nn  ~|-  cmm)  b  -f-  %  nmnn  -f-  f>mn 


Jam  quidem,  ut  hi  numeri  fiant  integri,  non  ahsolute  necesse  cst,  ut  dcnominator  nn  —  umm  ad 
unitatem  revoc 
Ponamus  ergo 


unitatem  revocctur,  verum  sufhcit,  ut  fractiones  ™  +        et  in  ouawros  integros  abeant. 

nn  —  {vnnt         /1/1  —  aj/t**t 


nn  -f-  amm  2  mn 

^r-r^m  =  P'  et  „tt^  =  v. 


unde  fit  p  —  I  =  J^m''>  «leoqu* 


jjmm  .  .  flmn  , 

nn  —  amm       8  a  r  '  nn  —  amm        1  T 

Deinde  autem  ex.  formulis  assumtis  fiet 

tnn  -4-  arnrn)* — Aammnn 
PP       "OT  =         („„  _  nn^,)»  =1 

ita  ut  sit  pp  =  uq(f±i    et   p  =  -f  i). 

Iterum  igilur  ut  ante  ex  numero  «  binos  numeros  p  et  q  assignari  oportet,  ut  sit  /» =  V7uo^  -j-  I  , 
quibus  inventis  habebitur: 

x  =  pa  +  9fc 1)    et    v=p6  +  «a«  +  {Jq. 

Dummodo  ergo  fuerit  £(p-  1)  numen»  integer,  hi  valores  satisfaciunl   Quia  auten 
et  9  tam  negative,  quam  posilive   sumerc  licet,  liae  formulae  insuper  tres  alias  solutiones 


Digitized  by  Google 


302  L.  EULERI  OPERA  ARITHMETICA.  1759. 

*  —  P«  — 9*  +  £'p  — «*  r=  pb-aqa-lfiq, 
x  =  -pa  +  qb-±(p  +  1)  et  r  =  — pi+  uqa+ifiq, 
x  =  —pa  —  qb  —  -^(p  +  i)    et    v  =  — —  uqa  —  \/3q. 


Quod  8i  porro  horum  bini  quicunque  pro  a  et  6  assumantur,  ex  quolibet  quatuor  novac  solutioncs 
orientur.  Hinc  tamen  non  16,  sed  tantum  sex  divcrsac  oriuntur,  inter  quas  adeo  prima  cognita 
x  —  a  et  y  =  b,  et  quae  huic  est  afGnis  x  —  —  a  —  -a,  et  r  =  6  continentur;  reliquae  vero 


X  =  (pp  +  «W)a±2/>a6 y=(pp+aqq)b±2«pqa±flpq, 
X  =  —  (pp  +  aqq)a±  2pqb  —  ^pp,  y  =  (pp  +  aqq)  b  +  2apqa  +  f3pq, 

ex  quibus  deinceps  novae  aliae  in  inGnitum  invcniri  possunt. 

15.  CoroO.  I.  Qoodsi  ergo  fuerit  vel  /9  =  0,  vel  ejusmodi  numcrus,  ut/?(p —  1),  vel 
etiam  fi  (p  +  i)  per  2«  divisibilc  existat,  tum  hoc  modo  plures  solutiones  in  integris  obtinentur, 
quam  modo  ante  exposito. 

16.  CorolL  *.  ln  gencre  autem  observandum  est,  si  satisfecerit  casus  quicunque  x  =  v, 
tum  etiam  satisfacturum  essc  casum  x  =  —  v  ■>  ex  utroque  enim  r  eundem  valorem  nanciscitur. 

a  '  J 

Quare  cum  hi  casus  ex  illis  tam  facilc  eliciantur,  his  omissis  investigatio  solutionum  convenicntium 
ad  dimidium  reducitur. 

17.  CorolL  3.  Rejectis  ergo  casibus  x  —  —  v  —  quippe  qui  sponte  se  produnt  in- 
ventis  casibus  x  =  v,  ex  casu  x  —  a  et  y  =  b  statim  bini  reperiuntur: 

x=pa±qb  +^(p—l),    y  =  *qa±pb+i0q 

hincque  porro  per  operationem  sccundam  bini: 

x  =  (pp  +  uqq)a±  2pqb  +  fiqq;     y  =  2upqa  ±  (pp  +  aqq)  b  +  fipq , 

b 


18.  CorolL  4.  Si  haec  cum  %%  12  et  13  confcrantur,  patebit  omnes  has  formulas  in 
sequentibus  expressionibus  generalibus  contincri,  siquidem  pro  u  successive  omnes  numeri  integri 


^  x  =  1  (2oa  +  $  +  2tVo)  (p  +  qVuT+  (2aa  +  fi  -  26  Va)  (p  -  qVaf-  £ 
.   \y=^™  +  0  +  2bVa)(p  +  qVur--±J2ua  +  £  _  26V«)  (p  -  oV«)" 


II 


=  J-(2aa+fi-  2bVa)  (p  +qVa)»  +  -L(2aa  +  fi  +  26 Va)  (p  -  qVaf  - 
|  y  =  ^  (2aa  +  fi  -  2bVu)  (p  +  q  V«)"— ^  (2aa  +  f3+  2bVu)  (p  -  qVu)" 
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Si  eniii 

*  =  o,a',  «",  ii"',  «",«',  etc.  /»,  Q,  R, 
r  =  6,  6',  6",  6'",  6",  6',  ctc.  S,  T,  V, 

crit  pro  altera:  «'  =  pa  +  o6+|j(p  —       «t    6'=  oo«  +  p6  +  J/?« 

et  pro  altera:  a'  =  p«  —  qb  +  ^  (p  —  i)   et   6'=  «ga— p6 +  1/9« 

pro  utraque  vero  haec  communis  progressionis  lex  valebit,  ut  sit: 

R  =  2pQ-P-\-±(p-\)    et  F=2pT-S. 

20.  Corolft.  6.  Cum  sit  pp  —  aqq  =  t ,  erit 

(p-\-qVaf=(p  —  qVu)-''    et    (p  —  qVaf  =  (p  +  qVa)"1' , 
bincque,  si  alterae  series  retrorsum  contioucntur,  prodibunt  altcrae.   Sufficit  ergo  pro  altero  caso 
bas  series  instruxisse,  quae  tam  antrorsum,  quam  retrorsum  continuatae  omnes  solutiones,  ex  am- 
biguitate  numeri  6  oriundas,  in  se  continebunt. 

21.  Scltolion.  Si  ergo  fucrit  /*  =  0,  ut  habeatur  haec  formula:  V\axx  +  y)  =  y,  rationalis 
reddenda,  casusque  constet,  quo  sit  V(aaa-\-y)=b,  sumtis  numeris  p  et  q  ita,  ut  sit  p=V[uqq-\-  \) 
innumerabiles  aiii  valores  satisfacientes  continebuntur  in  his  seriebus: 

x  =  «,  «',  «",  «"',  a",  .  .  .  P,  Q,  U, 
y  =  b,  6',  6",  6"',  6",  .  ,  .  S,  T,  F, 

ubi  secundi  termini  ita  debent  accipi,  ut  sit 

«'  =  p«  +  o6,    b'  =  aqa  +  pb 

deinde  utraque  series  cst  recurrens,  scala  relationis  existente  2p,  —  1.    Krit  scilicet 

a"=2p«'— «,  et  in  geoere  R  =  2pQ  —  P, 
b"  =  2pb'  —  b  V=2pT—  S, 

ambae  vero  series  etiam  rctrorsum  contiouari  debent,  sicque  duplo  plures  prodibunt  soluliones,  nisi 
sit  vel  a  =  0,  vel  6  =  0.  Neque  autem  hic  in  censum  veniunt  solutiones  negativae,  quibos  si 
satisfecerit  x  =  v,  eliam  satisfacit  x  =  —  v.  Omnes  porro  istae  solutiones  continentur  in  his  for- 
mulis  generalibus: 

*=wa(aV«  b)(? + v°r  +-ik(aV«  - *>  o»  - 1  v«r. 

r  =    i  f«  V«  +  6)  (p  +  91/«)" -  1  («V«  -  6)  (p  -  qVaf. 
Pro  variis  igitur  numeris,  qui  coefficienlem  «  constituunt,  sequentia  exempla  evolvamus,  et  quidem 
s,  ut  etiam  coefficientis  /J  ratio  babeatur,  pro  casibus  scilicet,  quibus  forte  £(p  —  I)  fuerit 

1.  Proposita  formula  V(2xx  -{-  /3x  +  y)  =  y,  invenire 
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x  =  atty  =  b,  et  ob  a  =  2,  habebimus  p  =  V(2qq  4-  1),  ideoque  ?=2 


a'  =  3a  ±  264-4'   6'  =  Va  ±  36  4-/9. 


Cum  igitur  in  §  19  sit  rt  =  6# —  P  4-/9  et  fr=GT — 5,  liabebiiuus  sequcntes  series  valorum 
satisfacientium  et  quidem  integrorum,  si  /9  fueril  numems  par: 


Valorcs  ipsius  x 

a 

3«  ±  26  4  {  . 
17a  ±  I2£>  +  kj, 
99a±  706  4  y /9, 
577a±  4086  4-144/9, 
3363a±  23786  4-^0, 
etc. 


Valores  ipsius  y 

\a  ±  36-h/9, 
24«  ±  176  4-6,9, 
I40a  :r  996  +  35-9, 
816a  ±  5776  +  204,9, 
4756a±  3363  6 -|-  1189.-9, 
etc. 


valores,  si  pro  x  scribatur  — x —  |»  etiam  bac  solutiones 


Valores 


—  «  —  y /9, 
-3a^26-.-V, 
-I7a^  126-|^, 
-99a  +  7066-25,9, 
—  577a  x   4086  — 


2S9 


-  3363«  t  23786  —  841/5, 
etc. 


Valorcs  ipsius  y 

±  6 
4a  ±36  4  /9, 
24a±  176  +  6,9, 
140a  ±  996  4  35/?, 
816a±  5776  4/  204/9, 
V756a-  33636  4-1189,9, 
etc. 

EUamsi  ergo  .9  non  fuerit  numerus  par,  tamen  in  utroque  ordine  semissis  valorum  ipsit 
buerit  numeros  intcgros. 

23.    Exempl.  ».    Proposita  formula  i/(3xx  4-  flx     Y)  —  J,  inienire  infinito 
gros  ipsius  x,  911161»  ftaec  formula  rationalis  eeadit,  siquidem  unus  casus  constet. 

Pracbeat  casus  cognitus  x  =  a  et  y  =  b,  tum  vcro  ob  a  =  Z  capiatur  p  =  V(3oa4l  , 
eritque  9  =  I  et  p  =  2.    Uinc  pro  secundo  casu  habebimus: 

a'=2a±6+|-,    6'=3a±26  +  4- 
ex  quibus  formentur  binae  series  recurrentes ,  secundum  has  scaJas  relationis: 

«  =  40  —  P  +  {,  F=kT—S, 
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Valores  iptius  x 
o 

2«±6+ j/9, 
7«  ±  6  4-/9, 
26«±  156  +  */*, 
97a±  566+  16/9, 
362«  ±  2096+ ^;9, 
1351  a±  7806  +  225/9, 
etc. 

—  *— -J  proaj, 
valorcs  ipsius  x 

-•-}/», 
—  2«  +  6  —  j  /9 , 

-7«  +  *6-4/?, 
-26a^l56-{^, 
—  97«:?  566— 
-362« +  2096-™  ,9, 


—  I35ia 


7806 -^6/9, 
etc 


Valores  ipsius  y 

±6. 
3«  ±26  +  }/*, 
12«  ±76 +  2/9, 
*5«  ±  266  + 
168a  ±  976  +  28/9, 
627 a±  3626  +  ™ /9, 
23*0«  ±  13516  +  390/9, 
etc 


valores  ipsius  y 
±6, 


3a  ±  26 


12«  ±  76  +  2/9 
*5«±  266  +  £/*, 
168«  ±  976+  28/9, 
627«  ±  3626 +  *~0, 

23*0«  ±  13516  +  390,9, 
etc. 


Prout  ergo  numerus  /9  divisibilis  fuerit  per  2,  vel  3,  vel  utrumque,  hinc  eo  plures  solutiones  in 
intcgris  eliciuntur. 

2>.  Exempl.  S.  Proposita  formula  V(5n  +  /9j  +  y)  =  y,  irnenirc  infinitos  valorts  uUe- 
gros  ipsius  x,  quibus  haec  formula  rationalis  evadal,  siquidem  unus  casus  fuerit  eogniUu. 

Pro  casu  coguito  sit  x  —  a  ct  r  =  6,  et  ob  «=5,  quaerantur  numeri  p  et  q,  ut  sit 
p  =  i/(5 qq  +  i).    Fiet  ergo  q  =  V  et  p  =  9;  et  binc  secunda  solutio  prodibit: 

a'  =  9«  -  *6  +  }/9,    6'=20a±  96  +  2/9. 

Cum  ergo  sit  a"  =  18a'—  «  +  -J  ,9  ct  6"=  186'  — 6,  sequentes  solutionos 


Valores  ipsius  .« 


9«±*6  +  j/*, 
161«  £  726-j-16/9, 
2889«  ±  12926  +  ^,9, 


Valorcs  ipsius  y 

20«  ±  96  +  2/9, 
360«  ±  1616+36/9, 
6*60 a  ±  28396  +  6*6/9, 
etc. 


ubi  pro  quolibet  vaJore  ipsius  x  etiam  poni  potest  —x  —  j 

L.  g.Uri  Op» 
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25.  Sehollon  I.  Cum  h©f  modo  ex  una  solutione  in  tategris  cognila,  infiniUe  aliac 
in  integris  eliciantur,  quaestio  nascitur,  an  hoc  modo  omncs  pUne  soluUone 
r,  nec  ne?  Ac  in  exemplis  quidera  primo  ct  aecundo  nollum  erit  dubium,  quin  hac 
»  soluUones  integrae  obUneantur.  Verum  in  cxcmplo  terUo  uUquc  dantur  casus,  qui- 
bus  multo  plures  soluUones  in  integris  ethiberi  possunt,  quam  quidem  hac  incthodo  reperiuntur. 
VeluU  si  proposita  fuerit  fortnula  V(5x.r  4  h)  =  y,  quae  pro  casu  cognito  praebet  a  =  0  et  6=  2, 
nostra  soluUo  dat: 


Valores  ipsius  r 

8 
IU 
258V 

ctc. 


Valores  ipsius  y 
2 
18 


5778 

ctc. 


Verum  hanc 


diligentius  scruUnti  patcbit,  non  solum  his  casibus  V!Jxx-\-V\  fieri  ratio- 
numcris  pro  x  substituendis 

x  =  0,  I,  3,  8,  21,  55,  1H,  377,  987,  etc. 

triplicatur.  Cujus  rei  ratio  est,  quod  ad  formtdam  p  =  V(5qq  -\-  t)  resol- 
vendam  posuimus  q  =  unde  fit  p=9;  qtiae  quidcm  est  simplicissima  soluUo  in.numeris  integris.  At 
quoniam  in  scala  rclaUoois  inest  2p,  ea  numeris  integris  consubit,  etiamsi  p  sit  fractio  denominatorcm 
habens  2.  Ilanc  ob  rem  isUs  simpliciores  solutiones  nanciscemur,  si  ponai 
sicque,  ob  «  =  5,  secundi  valores  erunt : 

a'  =  3  a  ■+  1  fc  4  ±,1,    6'=-f  +  -6+'rf 
2  2      T20;'  2     ~  2  4' 

ac  tertii  cum  sequentibus  per  hanc  legem  suppcdiubuntur: 

«  '=3«'-<i  f  l.rf,    fc"  =  36'-fc, 

unde  nancisrimnr  hos 


«  =  j,  unde  fit  ,  =  *  i 


v.ilnrcs  ipsius  x 
a. 

Jfl  j  ±b  +  \,1, 
9«  r   *fc  +- j  /I, 


valores  ipsitis  y 

±  t- 

Tfl  -  s  6    r  4  ^ 

,5«  -  7  fc        3  V 


47„  -  21/,     9  * 

Tfl-  s''.r  4 

161  a  1«-  726+  16/?, 


ctc. 


9fc   +  2,fl, 


20  a 

2  a  ±   2  6  +   4  '*' 

275„  ^12-1,  ,  55. 
Tfl±  -fc  + 

360«  ±  1616  4  36,3, 
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AUjua  hioc  Ulae  triplo  plures  solutionea  eriuntur,  quoUes  fuerit  «  +  6  numorus  par*  «s  £  wel  ■  «, 
vel  per  20  divisibile.  ,   ,  .,,..,„;„, 

2«.  Scholloti  ».  Quandoque  ergo  plures  solutiooes  in  numeris  integris  reperiuntur,  si  pro 
p  et  q  fracliones  cum  denorainalorc  2  assumuntur,  quod  quando  in  genere  eveniat,  operae  preUum 
erit  investigasse.  Plerumquc  antem  hi  casus  locum  noq  habent,  nisi  sit  vel  ,4  =  0,  vel  formula 
ad  talem  formam  rrduci  possit.  Sit  ergo  proposiUi  formula  y(.t*x-+  y)  =  y,  cui  satisfaciat  casus 
x=a  et  y=b;  tum  statuatur  p  =  ^  ct  q  =  *  ,  seu  quaerantur  numeri  m  et  n,  ut  sit  nn  =  unn4-\ 
et  w  =         +  V).    Tum  vero  solutio  prima  statim  dat 


,      ma+nb  ana4-n,l, 

a  =  — ^ —    et    o  —   — - — -  , 

ubi  quidem  numeri  m  et  n  tam  negative,  quam  aflirmalive  accipi  possunl.  Denique  his  binis 
primis  inventis,  scqucntes  per  hanc  rcgulam  reperienUir: 

a"  =  ma'—a    et    t,"  =  mb'  —  6. 
In  genere  aulcm  quilibet  numerus  pro  x  satisfaciens  conlinelur  hac  formula: 

^STa^  +  K       *      )    +*-J*V"-b){—i-)  ' 

cx  qua  lit: 

  i 

r  =  f  («  V«  +  6)  (—7—)  -  Y  («  v»  - b)  \^j—)  ' 

Quolies  igitur  ma  +  nb  prodicrit  numcrus  par,  neque  tamcn  m  cl  n  slnt  pares,  toUes  triplo  plures 
in  integris  prodeunt,  quara  mcthodo  praecedcote.    Ilae  vrro 
=  «  b  =6 

/   ma  +  ub  ,,   inb~,  ana 

~  ~~  S  °  ~  t 

,1   (»«/«  —  2|  u  -\-  mnli  ,,,   (««  —  2)  b  ■+ 

"""  2  ~~  S 

(/«' —  3m)«  -t-(m/«  —  l)n/,  («i*  -  3«i)  &  4-  a  (m/n  —  |)nu 

=  2   6  =  8  

,r  _  (,„«  -  4  mm  4-  8)  a  -+  (».»  -  $»,)  «i/,  .,,  __  (m«  -  <MTi)t  4-a  (/>.'  -2».)«.. 
~~                        3  8 

_  («i*  —  ;m'-r-}m)u4-  («i*  —  .tm1  -+  l)«fr  .r   (»'  —  5w'-f  5m>»-+  "(»»*  —  "m*  -t-  1 1  , 

* 

ctc. 

27.  Oboervatio  1.  Ilaec  altera  methodus  tum  demum  plurcs  soluUones  in  numeris  integris 
suppeditat,  qnam  prior,  cum  m  et  n  fuerint  nunwri  impares,  simul<|ue  a  ct  6  ambo  vel  pares,  vcl 
im|Hires.  Si  enim  m  et  n  sint  numeri  pares,  p  el  ^  eruut  integri,  et  formula  m  =  V{ttnn  -\-  V) 
easdem  solntiones  pracl»cbit,  ac  formula  p  =  Y("qq  -+-  I).  Dcinde  si  ma  ±  nb  non  fiierit  numerus 
par,  valorcs  «"  non  evadent  integri,  neque  propterea  plures  soluUones  reperiuntur,  quam  priore 
melhodo,  dura  adbibclur  formula  p=y(iujq4r  1).  Distingui  ergo  oportct  eos  casus,  quiltus  for- 
mulae  m  =  V(unii  +-  V),  nnmeris  imparibus  pro  m  ct  «  acapieiidis,  saUstieri  potest,  id  quod  sUiUm 
patct  fleri  non  posse,  si  «  fuerit  numerus  formae      —  I,  vel  eUam  hujus  8-.  +  I.    Quare  pro  « 
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non  relhiquuntur,  nlsi  qui  sint  formae  kz  +-  5.    Pro  his  ergo 

eritque 

m  =  51 
m=  1523 
m=  623 
m  =  9 
m=  83 
m=  839 

quaeritur  hic  ratio,  cur  casus  «  =  37  non  recipiat  valores  impares  pro  m  et  n? 

Hic  igitur  patct,  si  sit  a  =  37,  non  dari  numeros  impares  pro  m  et  n,  pro  reliquis  autem 
casibus  resolutio  succedit.  Ita  si  proponatur  haec  formula  V(53xx  -f-  28)  =  y,  habetur  statim  a= 1 
et  h  =  9.    Deinde  ob  n  =  7  et  m  =  5 1 ,  erit 


S  fuc-ril 

eritquo 

9t  tueni 

«  =  5 

n=  1 

m=  3 

«  =  53 

n=  7 

«  =  13 

n  =  3 

m  =  ll 

«  =  61 

n  =  195 

«=21 

n=  1 

m=  5 

«  =69 

n  =  75 

«=29 

n=5 

m  =  27 

«  =77 

n=  1 

«  =  37 

n  =  „ 

«  =  85 

• 

n  =  9 

«  =%5 

n=  1 

in =  7 

«  =93 

n=  57 

=  M5, 

seu  etiam  a' =  —  6,  6'=—  H,  et  series  recurrentes  pro  x  et  r, 

x  =  etc.  —  307,  —  6,  I,  57  ,  2906,  etc. 
r  =  etc       2235,       VV,    9,    %15,    21156,  etc. 


scala  relationis  est  51, 


deest,  quoniam  haec  ad  talem  formam  salva 
potest.    Vulgaris  quidem  modus,  quo  ex  aequationibus  terminus  tolli  solet, 
hic  locum  habere  nequit,  uisi  ,?  sit  numerus  per  2«  divisibilis.    Verum  si  wxx     ,Sx  =  y  debeat 
esse  quadratum,  ponatur  «xx     /ix  -I-  y  —  yy,  ac  multiplicando  per  V«  prodibit 

V*««xx     *«/?x  -j-  V«y  =  *«yr, 

ideoque 

\uyy  -+-  .■itf  —  *«y  =  (2«x  -f 

Quaerantur  ergo  casus,  quibus  formula  V«rr  4*  ftrf — fil  quadratum,  indequc  hal>ebuntur 
valores  pro  x  substituendi,   qui  formulam  «xx  4-  ftx  +-  y  reddant  quadratam,  scilicet  si  fuerit 

V(\uyy  4-  /jfj  —  \uy)  —  z,  erit  2«x  -j-  ,i  =  z,  hincque  x  =  %^f- 

Quodsi  ri  fuerit  numerus  par,  puta  2fi,  posito: 

«xx  4-  2'^x     y  — -  yy,    erit  («x  4-  ^  )*=  «vv-  -(-  M  —  «y 


sicque  formula  «rv-  •+-  <W  —  «y  ad  quadratum  est  revocanda,  ac  si  invenimus  V(uyy  4-  '"W  —  «y)  —  *> 

~*t  unde  Dlerumaue  pro  x  numeri  inteeri  reperiuntur;  etsi  enim  forte  1 


erit  «x  ^  =  =  et  x  =  «  unde  plerumque  pro  x  numeri  integri  reperiuntur;  ctsi  enim  forte  --- 
non  fuerit  integrr,  tamen  ex  uno  valore  :  cognito,  si  modo  supra  tradito  alii  cliciantur  in  infinitum, 
alterni  saltem  erunt  numeri  integri.  Ex  quo  perspicuum  est,  resolutionem  formularum  quadraticarum 
l/( «.!.,  -  +  fl*  4-  y\  oulla  limitatione  affici,  etiamsi  terroinus  ^x  plane 
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totum  negotium  huc  redit,  ut  formulae  bujusmodi  V(tucx  4-  y)  ratlonales,  et  quidem  in  numeris 
integris  reddantur. 

29.  Observailo  3.  Jam  annotavi,  formalam  axx  +  y  \n  numeris  tntegris  saltem  phuibos 
ac  infinitis.  modis  quadratum  effici  non  posse,  nisi  «  sit  numerus  positivos  non  quadratas.  Existente 
autem  u  taii  numero,  problema  non  ita  resolvi  potest,  ut  pro  quocunque  numero  pro  y  assumto, 
solutio  succedat:  possent  enim  utique  ejusmodi  numeri  pro  y  dari,  ut  problema  nullam  plane  solu- 
tionem  admitteret,  atqae  hanc  ob  rcm  postulari  unam  saltem  solutionem  cognitam  esse  debcre,  quo 
ipso  casus  insolubiles  exclusi.  Verum  dato  u  characteres  exhiberi  possunt,  ex  quibus  dignosci  liccat, 
utrum  numerus  y  sit  ejusmodi,  qui  solutionem  admittat,  nec  ne?  Ac  primo  quidem  perspicuum 
est,  nuliam  solutionem  locum  babere  posse,  nisi  y  sit  numcrus  in  tali  forraula  66  —  uaa  contentus. 
Dato  ergo  numero  a,  formetur  series  omnium  numerorum,  tam  positivorum,  quam  ncgativorum, 
qui  quidem  in  formula  66  —  uaa  sint  contenti ;  ac  nisi  y  in  hac  scric  repcriatur,  certo  prouunciare 
licet,  formulam  V(axx  +  y)  nullo  modo  rationalem  reddi  posse:  vicissim  autem,  quolies  y  in  hac 
serie  comprehenditur,  quia  tum  est  y  =  bb  —  aaa,  formula  uxx  +  y  Gt  quadratum,  poncndo  x=a, 
eritque  V(uxx  +  y)  =  b.  Haec  igitur  serics,  cujus  quasi  tcrminus  gcneralis  est  66  —  «aa ,  primo 
continebit,  sumto  a  =  0,  omnes  numeros  quadratos  I,  h,  9,  16,  25,  etc.  tum  vero  omnes  qua- 
dratos  per  — «  multiplicatos,  nempe:  — u,  —  ka,  — 9«,  —  16a,  ctc.  Praeterea  si  p  et  q  fuerint 
numeri  in  hac  serie  contenU,  in  ea  quoque  reperietur  eorum  productum  pq;  nam  cum  sit 

p=bb  —  aaa   ct    q  =  dd — ucc,    erit  pq  =  (6d  2:  uac)*  —  u(bc  ±  ad)1, 
ct  ob  ambiguitatem  signi  hoc  productum  duplici  modo  est  numerus  formae  66  —  uaa,  ideoque 
statim  habentur  duae  solutiones  x  =  6c  -j-  ad  et  x  =  bc  —  ad. 

30.  Obaervntlo  4.  Hinc  crgo  consecuti  sumus  boc  tlicorcma  eximium,  <|uod  fundamentum 
superiorum  solutionum  in  se  complcctitur: 

Si  fuerit  uxx-\- p=yy  casu  x  =  a  ct  y  =  b,  tum  vero  ctiam  «n  +  q  =  yy  casu 
a?  =  c  et  y  =  d,  haec  formula  axx  -\-pq  =  ry  adimplebitur  capiendo 

X  =  bc  zt  ad    et    y  =  bd  ±  aac. 
St  enim  sit  9=1  et  dd  =  ucc  4-  I ,  praeterea  vero  formulae  axx  -4-  p  =  ry  satisfiat  casu  x  =  a 
ct  y  =  b,  qui  cst  casus  supra  pro  cognito  assumtus,  tum  eidem  formulae  satisfacient  valores: 

x  =  bc2:ad  et  y  =  bd±uac, 
unde  eadem  omnino  solutio  conficitur,  quam  supra  exhibuimus,  atque  ex  longc  diversis  principiis 
elicuimus:  quocirca  hacc  postrema  investigationis  ratio  ob  concinnitatem  cl  perspicuitatcm  eo  magis 
est  nolatu  digna.  Hic  vero  acccdit,  quod  haec  ratio  multo  latius  pateat,  quam  praecedens,  quippe 
quae  ad  casum  q  =  I  fuerat  adstricta.  Dcmonstratio  autcm  istius  theorcmatis  elcgantissimi  ita  bre- 
vissime  se  habebit: 

Cum  sit  uaa-\-p  =  66,  erit  p  =  66  —  uaa  ct  ob  acc  +  q  =  dd,  erit  q=dd — ucc;  hinc 
erit  pq  —  (66  —  uaa)(dd  —  ucc),  quae  expressio  reducitnr  ad  hanc: 

pq  ~  (bd  ±  uac)% —  « (bc  ±"  ad)*. 
Quodsi  crgo  fuerit  x  =  6c±ad  et  y  =  bd±  uac,  erit  pq  =  yy  —  uxx,  ideoque  uxx  \  pq  =yy. 
Q.  E.  D. 
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31.  Otaervatfo  Cum  igitur  pro  quobbet  numcro  «  formulae  uxx  -|-  y  =  yy,  oiunerus  y 
debeat  csse  formae  66  —  uaa,  numeri  in  hac  fonna  contenti  diligenUus  eiainiuari  mercntur;  et 
quoniam,  si  intcr  eos  occuirunt  numeri  p  et  g,  simul  quoque  corum  productum  pq  occurrit,  praeter 
numeros  quadratos  1,  \,  9,  16,  25,  ctc.  eorumque  midtiula  uegatiya  — u,  —  \u,  — 9«,  — 16«, 
—  25«,  etc.  imprirois  numcri  primi  in  bac  forma  contenti  sunt  spectandi,  quippe  ci  quibus  dcinceps 
per  mulliplicatiooem  compositi  nascuntur. 

I.  Sit  «  =  2  et  numeri  primi  formae  66  —  2aa  sunt: 

positivi:  +  1,  +2,  -(-7,  +17,  4  23,  +31,  +  M,  +  V7,  +71,  +73,  +79,  -(-89,  +97,  etc. 
ncgalivi:  —1,  —2,  —7,  —17,  —23,  —31,  —  \\,  —  V7,  —71,  —73,  —79,  —89,  —  97,  etc. 
qui  practer  +  2  et  —  2  omnes  in  forma  ±  (8n  ~Jz  1)  continentur. 

II.  Sil«  =  3  et  numeri  primi  formae  66  —  3«a  sunt: 

positivi:    +  1,  +  13,  +  37,  +  61,  -+73,  +  97,  -|-  109.  etc. 

ucgutivi:  —2,-3,    —11,  —23,  —  V7,  —  59,  —71,  —83,  —  107,  etc. 
qui  praeter  — 2  et  — 3  omncs  contiucntur  in  forma  12/t  +  1 ,  siquidem  pro  n  tam  numcri  positivi, 
quam  negativi  capiaotur. 

III.  Sit  «=5  el  numeri  primi  formae  66  —  5aa  suut: 

posilivi:  +1,  +5,  +11,  +  19,  -4-29,  +31,  4  \i,  +59,  +61,  +71,  +79,  +89,  +101,  ct«. 
negativi:  —I,  —5,  —II,  —19,  —29,  —31,  —VI,  —59,  — 6l,  —71,  —79,  —89,  —101,  et*. 
qui  praeter  +5  et  —  5,  omncs  iu  forma  10  n  ±  I  continentur. 

IV.  Sit  «  =  6  et  niimrri  primi  formae  66  —  6«a  sunt: 

positivi:    +  1 ,  +   3,  +  19,  +  \3,  +  67,  +  73,  -j-  97,  etc. 
ncgativi:  —2,  —23,  —29,  —  V7,  —53,  —71,  —101,  etc. 

qui,  practer  — 2  et  +  3,  omnes  in  altcrutra  harum  formarum:  2Vn+l  et  2\n —  5  continentur, 
sumendo  pro  n  numeros  tam  negativos,  quam  posiUvos. 

V.  Sit  u  —  7  ct  numeri  priuii  formae  66  —  1  aa  sunt: 

positivi:    +  1,  4-2,  +29,  +  37,  +  53,  +  109,  ctc. 
negativi:  —7,  —3,  —19,  —31,  —  V7,  —59,  —83,  ctc. 
qui  praeter  +  2  el  —  7  omnes  iu  una  harum  formarum  contincntur : 

28n  +  1,    28n  +  9,    28«  +  25. 

32.  Oboervautio  O.  Hinc  colJigimus,  omncs  numcros  primos  in  formula  66  —  uaa  contcntos 
simul  in  quibusdara  hujusmodi  formulis  — \an-^-A  contineri,  dum  pro  A  certi  quidam  numcri 
substituuntur.  (Juod  idem  «Uam  hoc  modo  ostendi  polesl:  ponatur  6  =  2ap  +  r  ct  a=  2q  +  <, 
ac  formula  66  —  uaa  transit  in  hanc: 

\ ttupp      \upr  +  rr  —  \uqq  —  \uqs  —  uss 

statuatur  upp  -4-  pr  —  qq  —  qs  =  n  et  habebimus: 

66  —  naa  =  \un  4-  rr —  uss 
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ergo  numeri  primi  formne  bb—uaa  quoque  \a  hac  forma  V«»-|-rr  — crw  continentur; 
atuue  ut  hi  numcri  sint  primi,  rat  s  iU  accipi  oportet,  ut  nomeni»  rr  —  ass  sit  vel  ipsc  primus, 
vel  saltcm  ad  V«  primus.  Primo  crgo  sumto  *  =  0,  pro  r  succewive  accipi  pocsunt  numeri  impares 
ad  u  primi,  ac  si  rr  fucrit  majus  quam  Vu,  inde  V«  toties  subtrahatur,  quolies  fieri  potest,  ut 
residuum  sit  minus  quam  V«,  et  quot  hoc  modo  diversi  numcri  resultant,  ii  in  formula  kun-]-A 
loco  A  collocentur.  Deindc  etiam  simili  modo  colligantur  numeri  ex  formuJis  rr  —  u,  qui  quatenus 
sunt  divcrsi,  ad  illos  insupor  adjiciantur.  INon  autcm  opus  est,  pro  s  alios  numeros  praeter  unita- 
tem  assumere;  si  enim  s  esset  numerus  par,  nuroerus  — uss  jam  in  forma  Vun  cootmeretur,  el  si 
$  esset  impar,  numerus  — uts  haheret  forinam  — \uN  —  u,  cujus  pars  — V«.V  jam  in  Vun  con- 
tinctur,  sicque  sufficit  pro  formuJis  \un-\-A,  quovis  casu  has  hun^-rr  et  V«n±-rr —  «  cvolvere, 
eaequc  jam  omnes  numeros  primos,  qui  quidem  in  formula  66  —  aaa  comprchenduntur,  in  sc  com- 
plectentur.  Num  autcm  vicissim  omnes  numeri  primi,  in  his  formulis  V«n  +  rr  et  V«n-|-rr — u 
contcnti,  simul  sint  ninneri  formac  66  —  «««?  quaeslio  est  altioris  indaginis,  quae  tamen  afGrmanda 


33.  ©b»erv«tio  7.  Quo  haec  exemplo  illustremus ,  sit  u=13,  ct  ex  Vun  -f  rr  et 
V«n-j-rr  —  a  orientur  hae  formulae  pro  numeris  primis: 

ex  Vun  -f  rr  ex  V «n  -\-  rr  —  u 

52n  f     1  52«  —  9 


52n  -f  9 
52n  +  25 

52«  4>  V9  =  52n  —  3 


52n  ±  3 
52«  4-  23 

52«  ±   51  =  52n  —  I 


52«  4-  81  =  52«  — 23  52«^-  87  =  52«  — 17 

52n±  12l  =  52«-f  17  52n  ±  131  =52«  -  '25 


quae  formulae  reducuntur  ad  has: 

52«  ±  i,  52n  ±  3,  52  n  ±  9,  52n  ±  17,  52«  ±  23,  52«  -  25 

ac  numeri  primi  in  his  contenti  suiit: 

±1,  ±3,  ±17,  ±  23,  ±  29,  ±  V3,  ±  53,  ±  Gl,  ±  79,  -  101,   -  103, 

quibus  addi  debet  ±13;  tum  vero  omoes  numeri  quadrati:  atque  si  insuper  adjiciantur  producta 
cx  binis  pluribusve  horum  nuineroriim ,  obtinebuntur  hoc  quidem  casu  omnes  numeri,  qui  pro  y 
substituti  producunt  formulam  13xj*±y  =  x>*  »n  numeris  intcgris  resolubilem ;  scu  quicunque 
rum  numcromm  pro  y  nccipuittir,  unus  primo,  deinde  inGnili  numeri  integri  pro  x  inveniri 
quibus  formula  13jtx  +  y  quadratum  reddatur.  Omnes  enim  isti  numeri  simul  in  forma  66 —  I3aa 
contineotur:  qui  enim  huc  difliciliores  reductu  videntur,  sunt: 
_  1  =  18*— 13.5*,    -f  13  =  65*—  13.18*,    —  3=  7*— 13.2»,    -4- 17  =  15*— 13.  V», 
_  17  =  10*—  13.3*,    —23  =  V3*_  13.12*.    -f  29  =  9*—  13.2*,    —  29  =  32*—  13.9», 
+  V3  =  76*—  13.21*,  —  V3=  3*—  13.2*,     4- 53  =  51*— 13.  IV*,  —  53  =  8*— 13.3», 
±61  =23*— 13.6*,   —  61  =  2^—13.7*,     +  79  =  IV*—  13.3*,    —  79  =16*— 13.5*. 

etc. 
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Cum  ergo  sit  —  1  =  1«*- 13.5»,  si  fuerit  +  y  =  6A— 13<w,  erit 

-  y  =  (186  ±  65a)»—  13  (18«  ±  56;» , 
uode  casus  difficiliores  resolvontur. 

Proposita  ergo  rcsolvenda  hac  aequaUone  13*x-r- V3.79=ry,  cum  sit  y=  V3.79  =  —  V3.—  79, 
habebitur  per  composiUonem : 

I.    y  =  (lV.76±  13.63)*-  13  (IV.  21  ±3.76)», 
ergo  «  =  29V  ±  228  et  y=  I06i  ±  819. 

II.    y  =  (3. 16  ±  13.10)»—  13  (2. 16  ±3. 5/ 
ergo  x  =  32  ±  15   et  y=130±V8, 

unde  statim  V  solutiones  obtinentur. 

3V.  ©foaerratio  8.  Verum  non  semper  ex  bis  numeris  primis,  quos  modo  invesUgare 
docuimus,  cum  quadraUs  omnes  planc  numeri,  qui  pro  y  assumi  possunt,  reperiuntur,  cujus  rei 
exemplum  est  casus  a  =  10,  pro  quo  valores  ipsius  y  in  hac  forma  66 —  10aa  continentur;  iique 
sunt,  tam  negative,  quam  posiUve  sumti: 

1,  V,  6,  9,  10,  15,  16,  2V,  25,  26,  31,  36,  39,  V0,  VI,  V9,  5V,  60,  6V,  65,  71,  7V,  79,  81,  86, 
89,  90,  96,  100,  10V,  106,  111,  121,  12V,  129,  13V,  135,  IVV,  150,  151,  156,  159,  160,  16V, 

166,  169,  185,  186,  191,  196,  199,  201,  etc. 
inter  quos  numcros  ocrumint  primo  omnes  quadrati: 

1,  V,  9,  16,  25,  36,  V9,  6V,  81,  100,  121,  IVV,  169,  196,  etc. 
dcindc  numeri  primi  31,  VI,  71,  79,  89,  151,  191,  199,  etc.,  qui  in  his  formulis  conUnenlur 
VO/i  ±  1  et  VOn  ±  9,  insuperque  accedunt  producta  ex  binis  pluribusve  horum  numerorum.  TerUo 
vero,  praeter  hos,  adsunt  numcri  ex  binis  numeris  primis  composiU,  qui  sunt: 

2.3,  2.5,  2.13,  2.37,  2.V3,  2.53,  2.67,  2.83,  etc. 
3.5,  3.13,  3.37,  3.V3,  3.53,  3167,  ctc. 
5.13,  5.37,  etc. 

At  hi  numeri  prlmi,  quorum  semper  bini  sunt  in  se  multiplicandi ,  sunt  primo  2  ct  5,  reliqui  vcro 
in  his  formulis  continenhir  VOn  ±  3  ct  VOn  ±  13.  Deniquc  ctiam  sccundum  rcgulam  gcocralem 
adjici  debent  prodncta  e\  binis  pluribusve  numeris,  qui  per  se  satisfaciunt.  Ita  resolvi  polerit  baec 
aequatio:  lOxx 4-  «3.53. 151  =  yy;  nam  est  13.53  =  66—  I0aa  cxistcnte  6  =  27  et  a  =  2,  et 
151  =  dd  —  lOcc;  cxistcntc  d  =  31  et  c  =  9,  hincque 

13.53.151  =  (hd  ±  lOuc)1—  10  iad  ±  6c)* 

ct    x=ad±6c    ct   y  =  LdJ  iOac. 

Deinde  cum  eUam  sit  — 13. 53  =  BU—  i0  AA  ct  — 151  =  DD—  10«7,  hinc  duae  aliae  soluliooes 
reperiuntur.    Cum  aulcm  sit  —  I  =  3l—  10. 1»,  si  fuerit  y  =  bb—  lUaa,  cril 

-y=  M±  I0a)»_  10(3a±6)*. 
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ar=  181,  |  ac  =  305,  »  x  =  307, 
j  =  657,  |  j  =  1017,  j  j  =  1023,  .  - 

enim  inter  so  conveniont,  ita  ul  hinc  tres  Untum  roperiantur. 

35.  Ohnervatio  9.  Hoc  ergo  casu  «  =  10  pro  y  trlplicis  generis  numeros  primitivos  inve- 
i,  primo  scilicct  numeros  quadralos  omnes,  deinde  certos  mimeros  primos  in  formulis  kOn  ±  I 

et  10»  ±  9  contentos,  tertio  autcm  producta  cx  btnis  certis  numeris  primis,  qui  sunt  2,  5  ct  retiqui 
ex  his  formulis  M)«  =t  3  et  VOn  ±  13  petendi,  atque  ex  boc  demum  tripliei  ordine  omnes  numeri 
pro  y  idonei  formantur,  ut  huic  aequationi  lOaxr  ±  y  =  vj  satisfieri  possit.  Ipsi  auU>ui  numeri 
primi  in  formulis  Wn  ±  3  et  M)n  ±  13  contenti  non  conveniunt,  quia  non  sunt  formae  66 — lOoa, 
sed  tamen  hi  numeri  omnes  sunt  formae  266  —  5aa;  uti  etiam  duo  iis  jungendi  2  et  5.  Manifp- 
*  stum  antem  est,  si  habeantur  duo  numeri  bujusmoHi  266  —  5 aa  ct  2dd —  5cc,  eoruui  produclum 
fore  =(26d±5flc)* — 10(6c±ad)a,  ideoque  pro  y  adhiberi  posse.  llujusmodi  igHur  producta 
primorum,  qui  ipsi  non  satisfaciunt,  occumrc  nequeunt,  si  u  fuerit 
uti  hic  usu  vcnit,  si  «  fucrit  nuwrus  compositus;  quod  tamen 
vidimus  casu  «  =  6  —  2.3,  quo  numeri  formae  366  — 2oa 
66  —  6<m.  Quodsi  ergo  in  gcncrc  fuerit  «  =  pq,  et  aequatio  pqxx  +  y  =jj 
numerus  y  vel  csse  debet  nuinerus  quadratus,  vel  primus  formae  66  —  pqua,  vel 
duobus  numeris  primis  formae  p66  —  qaa,  propterea  quod  hujusmodi  productum  est: 
[pbb  -  qaa)  ipdd  -  qcc)  =  (pbd±  qacf-  pq  (6c  ±  «d)\ 
Nisi  ergo  tales  numcri  primi  jam  ipsi  p66  —  qaa  in  forma  66  —  pqaa  contineantur,  tertius  ille  ordo 
numerorum  ex  binis  numeris  primis  conflatorum  accedit  Quemadmodum  deinde  numcri  primi  solitarii 
continentur  in  formulis 

\pqn  -\-  rr   et    \pqn  4-  rr  —  pq 
ita  numeri  primi  alteri  combinandi  ex  fonnula  hac: 

Kpqn+prr-qss 

dcrivari  debent. 

36.  BxempL  1.  Intestigentur  omnes  valores  idonei  ipsias  y,  at  haec  aeqtiatio  30  xx  f  y=yj 
rtiolutionem  admittat. 

Primo  quidem  pro  y  assumi  possunt  omnes  numeri  quadrati,  deinde  omnes  numeri  primi  in 
his  formis  120  n-|-  rr  et  1 20  n  -f  rr  —  30  contenti,  quae  reducuntur  ad  has: 

120» +1,    120n-+-*9,    120«  -f  19,    120»  — 29,    cum  —  5 

unde  oriuntur  hi  numeri  primi  infra  200 

positivi:        -f  19,    -f  139, 

et  negativi:    —  5,    —  29,    —71,    —101,    —  H9,  —191. 
Tertio  ob  «  =  2.3.5,  sumi  possunt  producta  trinorum  primorum,  qui  contineantur 

»0 
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I.  120n-t-2rr— 15«,   11.  120n  +  3rr—  10«;    III.  120n  +  5rr  — 6«, 

biiue  priores  cosdem  numeros  primos  dant,  qui  sunt  -(-2,  +  3,  et  reliqui  in  his 


l20n-7,    120n-13,    120n  +  17,  120n-37, 
l.i  numeri  primi  infra  200 
posfcivi:    +2,    +  3,   +17,   +  83,    +107,    +  113,    +  137, 
negatiri:  -7,    -  13,    -37,    -  103,  —127, 
proriueta  pro  y  capienda  sunt: 

+  6,    +  3V,    +51,    +91,  +166, 
-ik,   —21,    -26,   —39,    —  lk,    -111,  -119. 

Tertia  autem  formula  continet  numerum  primum  +  5,  cum  his  forrois: 

120n— 1,    I20n— 19,    120n  +  29,    120n  —  W, 

hi  numeri  primi  infra  200 

positivi:    +5,   +29,   +71,    +101»   +  U9,  +191, 
negatiri:  -1,    -19,  -139. 

At  ex  horum  combinatione  iidem  nascuntur  numeri,  quj  jam  ex  numeris  primis  primitivb 
(Juocirca  onmes  nuineri,  qui  pro  y  substitui  possunt,  erunt  infra  200: 

+  1,  T*.  +  V  +       +  25,  +36,  +»9,  +6%,  +81,  +100,  +121,  t  tkk,  +  169,  +196 

—  5,  +  19,  —  29,  —  71,  —  101,  +  139,  —  U9,  —  191, 

+  6,  —IV,  —21,  —26,  —  3t.  —39,  +51,  —  lk,  +91,  —111,  —119,  +  166, 

—  20,  +2*,  —30,  —  k5,  +5*,  —56,  +70,  +76,  —80,  —  8k,  —95,  +96,  —10*.  +105, 
+  1H,  —116,  —125,  —126,  +  130,  +136,  +  U5,  4  150,  —156,  — 170,  + 171, —189,  ■+  195, 
rcliqui  autem  numcri  omnes  pro  y  assumtl  reddent  problema  impossibile. 

37.    KxempL  %,   Reulvere  in  numeris  integrit  aequationem 

5  xx  +  H.l9.29  =  yy. 

Quia  est  «  =  5  et  y=  11.19.29,  factores  hi  cum  forma  66|—  5oa  conveniunt,  et  «nfrult  in  ea 
contineri  deprehenduntur:  nam 

pro   it  est  b  =  k,  a=i 


„  19  „  6  =  8,  «1  =  3 
.,    29    „    6  =  7,    a  =  2 


unde  etiam  producUi  ex  binis  in 
eadem  forma  conlincntur, 


(6=17,  a=  *\ 
pro  II  .19  est  |^  _  ^  ergo  tertium  adjungendo 


pro  11.19.29  est 


[b=  79,  a=  6 

]6=159,  a  =  62 

|6=129,  a  =  *6 

6  =  529,  a  =  23V. 
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Gum  jam  sit  1=9* —  5.V,  scu  6  —  9  et  a  =  k  pro  1,  bae  formulae  iosupcr  per  I  mulUplicatae 
r,  fletque  pro  11.19.29 


Hinc 


ergo  jam 


6=  591,  «  =  262 

6  = '831,  «  =  370 

6  =   191,  a  =  78 

6  =  2671,  «=119V 

solutiones  problematis 

I.  x  =    6,  r=  79 

II.  x  =  10,  y  =  81 

III.  x  =  46,  y  =  »29 

IV.  x  =  62,  y  =  <59 

V.  x=  78,  y  —  191 

VI.  x=  102,  r  =  2Vl 


6=  2V1,  a  =  102 

6  =  2081,  «=  930 

6=    81,  «=  fo 

6  =  9VV1,  «  =  V222 


5, 


:>3 


VII.  x  =  23V,  r  =  529 

VTII.  x  =  262,  r  =  581 

IX.  x=  370,  r  =  831 

X.  x  —  930,  r  =  2081 

XI.  x  =  1 19V,  y  =  2671 

XII.  x=V222,  r  =  9VVl 


ex  quibus  porro  cum  formula  1  =9*—  5.V*  conjungeadis  inGoitae  norae  eaeque  omoes  elicientur: 
ex  secunda  scilicct  prodil 
x  =  V!V,  r  =  929;   et  ex  sexta  «=1882,  r  =  V209;    ex  quinta  x=lV66,  r=3279; 

ex  octava  x=V722,  y  =  10559; 
sicque  jam  sedecim  solutiones  sumus  adepti. 

38.    Coocluslo.   Ilis  expositis  non  amplius  coacti  sumus,  proposiU  hujusmod 


admiuat,  nec  ne?  ac  si  admitUt,  per 
quod  quidcm  promte  ficri  poterit,  si  numerus  y  fuerit  resolubilis  in  factores  non  nimis 
Verum  si  oumerus  y  sit  primus  ac  praegrandis,  judicium  quidem  solubilitatis  acque  est  facile,  at 
inventio  unius  solutionis  majorem  laborem  requirit.  Veluti  si  proponatur  30xx4-  lV59  =  rr,  quia 
IV59  est  numerus  primus  formae  !20n  -j-  19,  aequatio  est  resolubilis;  verum  ei  satisfieri  sumendo 
x  =  39  et  y  =  217  non  tam  facile  invesligatur.  InvestigaUo  tamen  sublevatur,  si  statuamus 
y  =  30s  i  7,  unde  Ct  xx  =  30zi  ±  IVi  —  V7,  et  jam  citius  reperiemus  z  =  7  et  x  =  39,  unde 
prodit  r  =  217.  At  si  ponamus  y  =  30z±  13,  fit  xx  =  30zs  ±  26i  —  V3,  promUusque  io 
nitur  x=5  et  y  =  V7.  Verum  in  numeris  multo  majoribus  labor  evadit  insuperabilis, 
certa  adhuc  desideratur  negotium  conficiendi:  deinde  etiam  quod  omnes  numcri  primi, 
allaUs  formulis  V«»-(-^  contenU,  simul  sint  numcri  hujus  formae  66  —  uaa,  ad  eas  proposttioncs 
pertinet,  quas  veras  credimus,  eUamsi  demonstrare  non  valeamus.  In  quo  cum  eximia  pars  theoriae 
numerorum  versetur,  qui  hujus  generis  problemata  diligentius  perscrutari  voluerit,  oullum  est  du- 
bium,  quin  non  contemnendas  veritates  sit  eruturus;  ob  eandemque  causam  confido  haec  ipsa,  quae 
hic  attult,  usu  non  esse  caritura:  ea  ipsa  enim,  <|uae  adhuc  sunt  incognna,  acouratius  exposuisse  non 
juvabit, 
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1 

XXIII. 

De  usu  novi  al&oi  illimi  tn  probleniate  Pcliiano  solvendo. 

(N.  Commciit.  XI.  I76S  [>.  S8.  E.hib.  1759  OcU  15.) 

1.  Qufcunqne  numeri  iotegri  pro  litteris  l,  m  et  n  assumantur,  innumerabiles  quoque  numeri 
ri  pro  x  inveniri  possunt,  quibus  haec  formula: 

Ixx  4-  mx  4-  n  reddatur  quadratum, 

sequcntes  conditioncs  habeant  locum: 

1}  ut  /  sit  numerus  posiUvus  non  quadratus, 
2)  ut  pro  x  unus  saltem  valor  sit  cognitus. 

>'am  si  {  est  numerus  vel  negaUvus,  vel  quadratus,  manifestum  est,  infinitas  solutiones  in  numeris 
intcgris  exhiberi  non  possc,  etiamsi  una  innotuerit.  Tum  vero  etiam  evenire  potest,  ut  formula 
Ixx  -f-  mx  n  naturae  quadrati  prorsus  advcrsetur,  uti  fit  hoc  casu  Zxx~\-  2.  Verum  statim  atque 
solutio  habetur,  semper  innumerabiles  invenirc  licet. 

2.  Qitare  si  statuamus: 

Ixx  -f  mx  +-  n  =  yy, 
isus  constet,  quo  huic  conditioni  satisfiat  ita  ut  posito  x  =  o,  prodeat 

laa  -r  ma  -f  n  =  bb 

sicque  sumto  x  =  a  obtineatur  y  =  b;  regula,  cujus  ope  plures  imo  infinitac  solutiones  elici 
ita  se  habet: 

Primo  ex  dato  numero  l  duo  hujusmodi  numcri  p  et  q  invcstigcntur,  ut  sit 

pp  =  lqq+l,    SCU    p  =  V(lqq+t), 
quibus  inventis  ex  solutione  primo  cognita  statim  eruitur  haec  nova: 

a.=p«.+  o6+'^.-,),  unde  fit 
y  =  pb  +lqa\ *J, 

ex  qua  deinceps  simili  modo  aliae  derivantur.    Si  enim  hos  valores  loco  a  et  b 
nascitur  tertu  solutio  ista: 

x  =  (2flp  —  I )  a  -j-  2pqb  -\-  mqq  et 
y  =  (2pp  —  t  )b  -\-  2lpqa-\-  mpq, 
qua*  certe  est  in  numeris  integris,  si  forte  praecedentcs  adhuc  fuerint  fracti. 

3.  C.um  igitur  hoc  modo  continuo  novae  solutiones  inveniri  queant,  ad  calculi  compendtum 
plurimum  juvat  notasse,  continuos  istos  valores,  tam  ipsius  x,  quam  ipsius  y,  secundum  seriem 


» 
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reeurrentem  progredi ,  cnjus  singiili 
nt  ntur.    SciKcet  si  fuerint  valores  bi 

x  ....  a  ....  P,  Q,  R,  S,  etc. 
f  .  .  .  .  6  .  .  .  .       Q,  «R,  ©,  etc. 
erit  per  legem  serici  recurrentis : 

SK  =  2©a-$ 


@=2Poi-a. 


R  =  2pQ-P  +  "^lpV 

S  =  2pR  -Q  +  m-{-^± 
Atque  hinc  isti  valores  expressiooibus  generalibas  comprehendi  possunt,  quae  iU  se 

x = *•+-+»■"  <,  +  ,  vrr + «•+•,-'"''» + «  W  -  5 

r  ="•+;+'"% +«v'r-^V-(p-»vrr 

unde  quicunque  numeri  integri  exponenti  fi  tribuantur,  semper  valores  rationales  pro  *  et  y  resultant, 
\.    Ilaec  autem  investigatio  multo  iatius  ita  potest  extendi,  ut  proposita  ioter  binos  numeros 
x  et  y  hujusmodi  aequatione: 

Axx  +  2Bxy  +  Cyy  -f  2 Dx  -f  2Ey  +  F=  0 
omnes  solutiones  in  numeris  rationalibus  et  integris  sint  crucndae.    Hic  quidem  pariu>r  necesse  est, 
unam  solutiooem  esse  cognitam ,  quae  sit  x  =  a  ct  y  =  6,  ita  ut  sit 

^ux  -f  20o6  -f-  C66  +  2Do  -f-  2  £6  +  F  =  0. 
Tum  vero  quaerantur  bini  numeri  p  et  q,  ut  sit 

pp  =  (BB  —  //C)  qq  +  i 
quod  quidem  fieri  nequit,  nisi  sit  fl#>  ^C.    Atque  nova  solutio  iU  erit  comparaU: 

x  =  a(p  +  Bq)  +  bCq  +  Eq  +  ^C£(P-i) 

y  =  bip-Bq)-aAq-Dq  +  ^^(p-i) 

unde  per  eandcm  legem  continuo  plures  clicere  licet. 

5.  Haec  ideo  in  medium  afferre  est  visum,  ut  intelligatur,  ad  omnes  hujus  generis  resolutio- 
nes  id  omnino  requiri,  ut  proposito  quocunque  numero  integro  positivo  non  quadrato  /,  ejusmodi 
binos  numeros  pariter  integros  p  ct  q  inveniri  oporteat,  ut  sit  pp  =  lqq  +  1,  seu  p  =  V(lqq  -r-  !)• 
Atque  hoc  est  illud  problema  olim  quidem  maxime  celebratum,  a  solutionis  ingeniosissimae  auctore 
Pellianum  vocatum,  quo  pro  quovis  hujusmodi  numero  l  numcrus  quadratus  qq  requiritur,  qui 
per  l  multiplicatus  adjuncU  uniute  fiat  quadratus.  In  fractis  quidem  haec  quaestio  nullam  haberet 
difficulUtem,  cum  sumto  ,=  fiat  p=£±£  verum  quia  numeri  integri 
negotium  iUrum  eo  revocatur,  ut  dcnominator  Us  —  rr  in  uniutem  abeaL 

6.  EtUrosi  autem  solutio  Pelliana  bujus  problemaUs  sit  eleganUssima,  Umen 
Um  operosis  calculis  implicaUir,  qui  non  minus  Uedii  quam  laboris  creare  solent.    Cum  igitur 
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iUum  novum,  cujus  uuper  indokm  exposui(*),  ad  hos  cakulos,  quibus  hic 


est  opus, 

algorithmi  illustretur  et  commendetur.    Ubi  id  imprimis 

lium  inde  subministratum  potissimura  idoncorum  sigoorum  usu 

7.  Operationes,  quibus  Pellius  cst  usus,  aliunde  quidem  salis  sunt  notae,  egoque  jam  eas 
aiia  occasione  fusius  descripsi;  ex  quo  co  minus  opus  est,  ut  iis  dcnuo  explicandis  hic  immoror, 
cum  totam  analysin  hic  longe  alia  ratione  sim  instituturus.  Ejus  scilicet  principium  ex  boc  fonte 
haurio,  quod  cum  sit  pp  —  tqq-\-i,  proxime  Oat  ~  =  Vt,  ex  quo  maoifestum  est,  —  ejusmodi 
esse  fractionem,  quae  valorem  irrationalem  Vl  tam  prope  cxprimat,  seu  eum  tam  parum  excedat,  ut 
id,  nisi  majoribus  numeris  adhibendis,  accuratius  tieri  ncqueat  Quod  problema,  olim  feliciter  a 
VVallisio  solutum,  equidcm  quoque  jam  dudum  per  fractiones  continuas  multo  commodius  expedivi. 

8.  Quo  crgo  hoc  argumentum  luculcntius  et  ordine  pertractem,  primum  radicem  quadratam 
ex  quovis  numero  in  fractionem  continuam  evolvere  docebo,  idque  methodo  quam  minimc  molesta. 


Deinde  ostendam ,  quomodo  inde  fractioncs  y  valorcm  irrationalem  yl  proxime  exprimentes 


debeant,  in  subsidium  vocato  algorithmo  novo  supra  cxplicato.  Tum  vero  facile  palebit,  quomodo 
hinc  numcros  p  et  9  definiri  oporteat,  ut  fiat  pp  =  lqq-+-  1.  Denique  tabulam  subjungam,  in  qua 
pro  omnibus  numeris  /,  ccntenarium  non  superantibus ,  numeri  bini  p  et  q  exhibentur. 


I»e  evolutioiic  rndicum  quadratarum  pcr  fractiones 


9.  Operationes  in  hunc  finem  constitucndae  in  exemplo  facillime  explicabuntur.  Sit  igitur 
proposita  radii  quadrata  ex  numero  13,  et  cum  radix  rationalis  proxime  minor  sit  3,  statuo 

VI3  =  3^-i".    Hinc  colligitur 

i     _  vn+3 


"       Vt3-3_  4 


cujus  valor  in  integris  proxime  minor  cst  1,  quod  inde  patet,  si  3  loco  Vl3  scribatur.  Pooo  itaque 

»13  +  3      .  ,   1  .. 
a  =  — A     =  1  -f  jri  hincque 

4         4(Vt3  +  t>     VM  +  l  1 

b  =  >  ,3— i  =  ,2  -  =  — j~  =  1  +  T' 

  .  3  3(Vl3  1  2)      it3  +  S      .    ,  I 

ergo         d_yi;_1=^>  =  ^  +  «=1+l, 

'      v  1.1  -  3  4  ^  K 


atque  hic  operationem  abrumpcrc  licct,  quia  valor  f  ipsi  a  aequalis  prodiit.  ideoque  sequentes  codcm 
repetuntur.    Sicquc  invcnimus  esse 

(•)    N.  Corom.  IX.  pag.  53 
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1/13  =  3  +  - — r 
i  +  - 


i  +  i 


«  +  -* 


•  +  -* 


i+ 


«+1 


6-f-etc 

10.  '  Quo  indoles  barum  operationum  melius  perspiciatur,  alind  exemplum,  prolixiorem  calculum 
postulans,  adjungam.  Proposita  scilicet  sit  V6I,  cujns  valor  proxiine  minor  cum  sit  7,  pono 
VBI  =  7  +  y>  et  operationes  sequenti  modo  erunt  instituendae: 

I  —  £•«  +  *_  ,  _i_  1 

**     a  —  v  61  -  7  —  —  1      t ' 

II.      6=      »     _12(V61  +  5)_V61  +  5      .    ,  1 
V6I-5-        36         ~       3      ~~  e 

,„        „           3            3(V61  +  7)      V61+7      ,  ,  1 
I,L       C  =  v6,_7  =  12  =  — —  =  3  +  T  ' 

IV       -J  —      4      —  JQW  +  S)       V6H-5_,    ,  1 
IV         ~~  761^6   36  =—  *+T' 

v  S_        »(/61  +4)  _  V61  +  4        g  i  _ 

V61-4  45        —      5  '  /' 

VI  /•  -      5      _  5<V6!  +6)  _  V61  +  6  __  Q  ,  1 

'       '  —  V61-6-        25        —      5  "^7' 

VII  a-     5     -  Wi +<>_*«+*- «  |  ' 

VIII  fc— _9  __>_+__ _»___ o.  «, 

vm.  _-5  3g   — —  -  3  +T, 

IX.     ,-      4      -  4(V6l+7)      V61  +  7  1 
V61  —  7  12  3  ^  X  ' 

v      ,._      3      _  3C6l  +  5)_  /6145  _  „   ,  1 
A"  V61  -  5  —        36        —      12     —  1  +  l  ' 

VI       l—      18     —  ______  i/fc,.T_,k-L  1 

VL      '  —  y— — " 7  —  18  =V«i  +  7=iV+-, 

m  m=V6T^ 7' 

ergo  m  — a,  hincque  porro  n=6,  t>=c,  etc.  Ex  quo  indiccs  pro  fractione  continua  erunt:  7,  I,  \,  3, 
1,  2,  2,  1,  3,  fc,  1,  IV,  I,  %,  3,  1,  2,  ctc.  neque  opus  estipsam  fractionem  continnam  hic 

11.  Adhoc  aliud  exemplum  adjecisse  ju-abit,  ubi  indicum  numeros,  antequam  iidem 
6t  impar.    Csto  hoc  exemplum:  V67  =  8  +       et  operationes 

I  «-^=^+*-5+4, 

V67-8  3  ~  6  ' 


II.    6=-g—  -»<'/CT  +  ^_-l±!_2  +  1 

V67  -  7  16  6  '  ' 


1 


,.,       „  6  60  67+5)      V67  4-  5       .   ,  1 
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7      _  7^67  +  2  )  _  ^67  +  2  _  1 

V  _9(V67  +  T)  __7  +  7_  -  ,  I 
V>  *— V67-7-        18       —      2  ~'r/' 

VI  #»_     »      _8</67  +  7)_V67  +  7_  ,   ,  1 
VI-  f  —  V67-7-       18       _  9 

v„  9          9(>'67  +  S)      V67  +  2  _  ,   ,  1 

VH-    9  =  ^67^8  =  63  =^T_-I+T' 

VIII  k  —             —  7(V67+5)_  ___5  _  o  I 

VIU    A  ~  V67  -  5  *i       -     ~6~  «•+•—> 

|\  6      _  6(V67  +  7)  _/67  +  7_      ,  I 

,A*  '  —  y'67-7-       18                3  —a~A' 

x  *=?WU--^3^=m+8=l6+ r 

XI.  f=  , 


ergo  l  =  a,  indeque  indices  b,  c,  d,  etc. 


indices  fractionis 


8,  5,  2,  I,  1,  7,  I,  1,  2,  5,  16,  5,  2,  1,  1,  7,  1,  I,  2,  5,  16,  etc. 

12.    His  exempli*  probe  perpensis,  potcrimus  jam  in  genere  operationes  describere,  quibus  pro 
lumeri  radice  quadrata  fractio  continua  ipsi  aequalis,  seu  indiccs  cam  constituenles, 
niuntur.    Sit  scilicet  numerus  propositus  —  z,  ejusque  radii  integra  proxime  mlnor  —  v, 
autem  bac  fractione  continua  exprimatur: 

Vz  =  v  +  


'  + 


<  +  ■ 


rf+«— 

cujus  indices  a,  6,  c,  d,  etc.  post  primum  v,  per  se  cognitum,  sequentibus  operaUonibus  repe- 
riuntur: 


1 

Capialnr 
A  =  V 

a  = 

t 

z  —  AA 

um  Tero 
=  Z  —  W 

rritque 

a<*±^ 

II. 

B=aa-A 

/3  = 

»  —  BB 
« 

=  \  +  a{A-B) 

UI. 

C=/Sb  —  B 

r  = 

x-  CC 
P 

—  a  +  b{B—C) 

c<!±-r 

IV. 

D  —  yc  —  C 

8  _ 

x  -  VD 

y 

=  /3+  c{C-D) 

*<'  +  ' 

V. 

E=bd-X) 

t  = 

»  —  SE 
5 

=  y+d(D-E) 

ubi  in 
integro: 
quo  casu  hi  ipsi 


signum  <  indicat,  pro  litteris  a,  6,  c,  d,  etc.  sumi  dtbere  numer 
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13.   Pro  Indlcfbu»  ifritur  «,  6,  c,  d,  ctc.  elkiendis  binas 
priorem  Jittcris  roajusculis  //,  2?,  C,  D,  etc. 


posteriorem  vero  graecis  «,  /?,  y, 
3,  etc.  designavi.    Circa  priores  numeros  observo,  eos  numerum  v 
nrimus  est  A  =  v,  at  cum  sit  «<^^,  crit  o«- 

l?  =  v,  quo  casu  fit  /?  =  1  et  6  =  2v.   Deinde  ob 
D<;t/,  E<v,  etc.  ita  ut 
Deinde  patet,  praeter  casus,  quibus  graecan 


A<v,  ideouue  B<v,  vel  ad 
6<^±*i  ert  A=C<t/, 


2«/, 


vcro  ad 


nullus  ipso  v  major  prodire  possit. 
Gt  unitas,  indices  a,  6,  c,  etc. 

— '  — 

=  2.  Denique 


tum  ad  indkem  =  2i/, 

14.  Ulustremus  etiam  has  operationes 
I.   Stt  z  =  31,  erit  f=5. 


iterum  prodeunt  a,  6,  c,  d,  ctc. 


A  =  5, 

«  = 

6, 

«<y— 1, 

B  =  6  —  5  =  1, 

/*= 

1-1-1.4  =  5, 

6<f=l, 

C  =  5  —  1  =  4, 

r  = 

6—1.3  =  3, 

c<|=3, 

/>      0-4  =  5, 

3  = 

5  —  31=2, 

d<?  =  5, 

£  =  10-5  =  5, 

3-5.0  =  3, 

F  =  9  —  5  =  4, 

i>  = 

2+  3.1  =  5, 

G  =  5-4  =  1, 

'1  = 

34  13  =  6, 

*<{■««. 

/1=  6-1  =  5, 

»= 

5  —  1.4=1, 

fc<?=10. 

46,  crit  t/  =  6. 

^=  6, 

a  = 

10, 

.  13  . 

«^io^1' 

«=10-6  =  4, 

ft  = 

141.2  =  3, 

6<?  =  3, 

c  =  9  —  4  =  5, 

r  — 

10  —  3.1  =  7, 

«?=!, 

D=  7-5  =  2, 

8  = 

3  4-1.3  =  6, 

d<|=l, 

£  =  6-2  =  4, 

7-1.2  =  5, 

•<?-■• 

f  =  10  —  4  =  6, 

s  = 

6  —  2.2  =  2, 

f<?««. 

G=  12  — 6  =  6, 

n  = 

5-6.0  =  5, 

*<?=*. 

ff=10-6  =  4, 

i 

#  = 

242.2  =  6, 

*<?-•• 

41 


Digitized  by  Google 


L;  EULERI  OPERA  ARITHMETICA.  1759. 


/=  6- 

¥  =  8, 

#  =  54-  1.2  =  7, 

a 

«4 

K=  7  — 

2  =  5, 

x—G—  1.3  =  3, 

*<?,! 

L±=  9  — 

5  =  », 

A  =  7  +  3.1  =10, 

»<S 

10  — 

V  =  6, 

^.=  3  —  1.2=1, 

«<? 

r  -r.Mij. 


I 


Sit  t=r5»  erit  v  = 
7, 


«5, 


12. 


fi=  10  — 

7  =  3, 

/?=  l  +  2.*  =  9, 

C  =  9  — 

3  =  6, 

r  =  5-1.3  =  2, 

/)=12- 

6  =  6, 

3  =  9  +  6.0  =  9, 

d<  ^=  1, 

£=  9  — 

6  =  3, 

e  =  2+1.3  =  5, 

.<?-». 

F=10- 

3  =  7, 

;  =  9  —  2.*=  1, 

15.    Tabulam  «rfo  toc  suLjungam,  pro  singulorum  numerorum  radicibus  quadratis  indicea 
continentem,  ex  quibus  fractiones  continuae  ipsis  aequales  formari  queant    Simul  vcro 
graecarum  siogiilis  conveitfentium  valores  subscripti  rcperiuntur. 


Kancri 

pTarncri 
»urdi 

1. 

*7 

V  2 

1.  2,  2, 
t   1  1 

.!:    "     .       '■:       ■:  ■ 
2  etc. 

*  ,.         \  ,.t 

VI 5 

3, 
1 

1,  6,  1,  6,  1,  6  etc. 
6    16    16    1  \ 

V3 

t,  1,  2, 
1    2  1 

1,  2,  1.  2  etc. 

2      2  i           ...  ::. 

vn 

», 
l 

8,  8,  8,  8  etc 
I    I    1   1  . 

V  5 

2,  y 
1  t  1 

%  etc. 

t     '        ;  ■ 

Vts 

*, 
1 

%,  8,  »,  8,  *,  8, 
2    1    2    1    2  t 

8  etc. 
2  1 

V6 

2,  2,  *, 
1  9  1 

2.  K,  2,  *  etc. 
2    1    8  1 

Vl9 

», 
l 

2,  1,  3,  1,  2,  8, 
3    5    2    5    3  1 

2,  1,  3,  1, 
3    5    2  5 

2,  8  ctc. 

3  1 

V  7 

2,  1,  1, 
1  3  2 

1,  k,  1,1,  1,  *  etc. 
3    1    3    2   3  1 

V20 

», 
t 

2,  8,  2,  8,  2,  8, 
4    14    14  1 

2,  8  etc. 

4  1 

V8 

2,  1,  », 
t  4  1 

1,  *,  1,4  etc. 

4  14.1 

V2l 

», 
1 

i,  i,  2,  1,1,  8, 
5    4    3    4    5  1 

1,       %  1, 
5    4    3  4 

1,  8  etc. 
5  1 

VI 0 

3,  6,  6, 
1    I  I 

— -.j  1  ^  —  — —  

6  etc. 

V22 

*, 
i 

1,  2,  \,  2,  1,  8, 
6    3   2    3   6  1 

i,  2,  k,  2, 

6    3    2  3 

1,  8  etc. 
6  1 

VI 1 

3,  3,  6, 
t   2  t 

3,  6,  3,  6  etc. 
2   12  1 

V23 

», 

;.  -- 

1,  3,  1,  8,  1,  3, 

7    2    7    1    7  2 

1,  8  etc. 

T,  1 

Vl2 

3,  2,  6, 

t    3  1 

2,  6,  2,  6  elc. 
3  l  3  1  \ 

V2K 

!• 

1,  8,  1,  8,  1,  8 
8    18    18  1 

etc. 

y/13 

3,  1,  1, 
t    4  3 

1,  1,  6,  1,  1,  1,  1,  6  etc. 
3    4    1    4    3    3    4  1 

V26 

5, 
1 

10,  10,  10  etc. 

1    t  r 

vH 

3,  1,  2, 
1    5  3 

1,  6,  1,  2,  1,  6  etc. 
5    1    5    i    5  1 

V27 

5, 
1 

5,  10,  5,  10,  5, 
2     12  12 

10  etc 
1 
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Numen 

Numeri 

1.  / 

turdi 

lndices 

tnrdi 

Indice* 

V28 

5,  3,  2,  3,  10,  3,  2,  3,  10  etc 
1    3   4    3    1     3   4   3  1 

V52 

7, 
1 

V,  1,  2,  1,  V,  IV,  V,  1,2.  1,  V.  lV*tc 
39    4    93     1    89  1931 

V29 

5,  2,  1,  1,  2,  10,  2,  1,  1,  2,  10  etc 

V53 

7, 

3,  1,  1,  3»  IV,  3,  1,  1,  3,  IV  etc. 

14S54     1     4554  1 

l 

4774     1     4   7  741 

V30 

5,  2,  10,  2,  10,  2,  10,  2,  10  etc. 

V5V 

7,  2,  1,  6,  1,2,  IV,  2,  1.  6,  1,  2,lV«tc. 

15     15     15     15  1 

1 

5939    5  1593951 

V31 

5,  1,  1,  3,  5,  3,  1,  1,  10  etc 
1    6    S    3    3    3    S    6  1 

V55 

7, 
1 

2,  2,  2,  IV,  2,2,  2,  IV,  2,  2,  2,  IV  etc 
656    1    6   5   6     1    6   5   6  1 

V32 

5,  1,  1,  1,  10,  1,  1,  1,  10  etc. 

V56 

7,  2,  IV,  2,  IV,  2,  IV  etc. 

1    7    4    7     1     7    4    7  1 

i 

7     17     17  1 

V33 

5,  1,  2,  1,  10,  1,  2,  1,  10  etc. 
1    8    3    8     1     8    3    8  1 

V57 

7, 
1 

1,  1,  V,  1,  1,  IV  etc 
8    7    3    7    8  1 

V3V 

5,  1,  V,  1,  10,  1,  V,  1,  10  etc. 
19S9     1     929  1 

V58 

7, 
1 

1,  1,  1,  1,  1,  1,  IV  etc. 
9   6    7    7    6   9  1 

V35 

5,  1,  10,  1,  10,  1,  10  etc. 

1    10    1     10    1     10  1 

V59 

7, 

k  f 

1,  2,  7,  2,  1,  IV  etc. 

1 

1 

10  5    3    5   10  1 

V37 

6,  12,  12,  12  etc. 
1111 

V60 

7, 
1 

1,  2,  1.  IV  etc. 
11  4  11  1 

V38 

6,  6,  12,  6,  12,  6,  12  etc. 
1    3    1    8    1    8  1 

1/61 

7, 
1 

1,  V,  3,  1,  2,  2,  1,  3,  V,  1,  IV  etc. 
13   3    4  9    5    5    9    4    3   13  1 

V39 

6,  1»,  12,  V,  12,  V,  12  etc. 
13     13     13  1 

V62 

7, 
1 

1,  6,  1,  IV  etc. 
13  3  13  1 

VVO 

6,  3,  12,  3,  12,  3,  12  elc. 

14     14     14  1 

V63 

7, 
1 

1,  IV,  1,  IV  etc 

■  M       a        1  M  M 

14    1     14  1 

Wl 

6,  2,  2,  12,  2,  2,  12  etc. 

1     5    5     1     5    5  1 

V65 

8, 

l 

 ,  .  ~  -   _  ,  

16,  16  etc 

*     1          :    :    •  .1 

W2 

6,  2,  12,  2,  12,  2,  12  ctc 
16     16     16  1 

V66 

8, 
1 

8,  16,  8,  16  etc. 
3    13  1 

VV3 

6,  1,  1,  3,  1,  5,  1,  3,  1,  1,  12  etc. 

V67 

8, 

5,  2,  1,  1,  7,  1,  1,  2,  5,  16  etc. 

17    6   3939367  1 

1 

3679397    63  1 

VW 

6,  1,  1,  1,  2,  1,  1,  1,  12  etc. 
1    8    5    7    4    7    5    8  1 

V68 

8, 

V,  16,  V,  16  etc 

4     14  1 

W5 

6,  1,  2,  2,  2,  1,  12,  1,  2,  2,  2,  t, 

12  etc. 

V69 

; 

3,  3,  1,  V,  1,  3,  3,  16  etc. 

1    94549     1  94549 

l 

1 

5    4   11   3  11   4    5  1 

W6 

6,  1,  3,  1,  j,  2,  6,  2,  1,  1,  3,  1, 

12  etc 

V70 

8, 

2,  1,  2,  1,  2,  16  etc. 

1    10  3    7    6    5    8    5    6    7   3  10 

1 

i 

6    9    5    9    6  1 

W7 

6,  1,  5,  1,  12,  1,  5,  1,  12  etc. 
1    11  3  11     1    11   3   11  1 

V71 

8, 
t 

2,  2,  1,  7,  1,  2,  2,  16  etc. 
7    5   11   3  11   5    7  1 

W8 

6,  1,  12,  1,  12,  1,  12  etc. 

1   18    1    13    I    18  I 

..... — ,  .   , —  — — - 

V72 

8, 
1 

2,  16,  2,  16  etc. 

8     18  1 

V50 

7,  H>,  IV,  IV  etc. 
lll  11 

V73 

8, 
1 

1,  1,  5,  5,  1,  1,  16  etc. 
9    8    3    3    8    9  1 

V51 

7,  7,  14,  7,  IV,  7,  1  k  elc. 
19     13     13  1 

V7V 

8, 
1 

1,  1,  1,  1,  16  ctc 
10  7    7  10  1 

Digitized  by  Google 


L.  EULERI  OPERA  AKITHMETICA.  1739. 


Mirdi 


lodiers 


Numcn 
iunli 


Iiiclicei 


V75 
V76 

vn 

Y78 
V79 
VBO 


V82 
VB3 
V8V 
V85 
VM 
1/87 
V88 
V89 
V90 
V9l 
V92 
V93 
VDV 
V95 
V96 
V97 


8,  1,  1,  1,  16  etc. 

1  11  6  II  1 

8,  I,  2,  I,  1,  5,  *,  5,  I,  I,  2,  1,  16  etc. 

I    1«  5    8    9  3    4    3    9   8   S  19  t 

8,  1,  3,  2,  S,  1,  16  etc. 

1    13  4    7    4  13  1 

8,  I,  fc,  1,  16  etc. 

1    14  3  14  1 

8,  1,  7,  1,  16  etc. 

1  15  9  15  1 

8,  1,  16,  1,  16  etc. 

1  16  1    10  I 


V  98 

V  99 


9,  1,  8,  1,  18  ctc. 

1  17  2  17  1 

9,  1,  18,  I.  18  etc. 

1  18    I     18  I 


9,  18,  18,  18  etc. 
llll 

9,  9,  18,  9,  18  etc. 

18  13  1 

9,  6,  18,  6,  18  etc. 
13    13  1 

9,  \,  1,  I,  k,  18  etc. 
1    4    9    9    4  1 

9,  3,  1,  1,  1,  8,  1,  1,  I,  3,  18 
1    5  10  7  11    3  11   7  10  5  1 

9,  3,  18,  3,  18  etc. 

16  16  1 

9,  2,  1,  1,  1,  2,  18  etc. 

17  9   8  9  7  1 

9,  2,  3,  3,  2,  18  etc. 
1    8    5    5    8  1 

9,  2,  18,  2,  18  ctc. 

19  19  1 

9,  1,  I,  5,  1,  5,  1,  I,  18  ctc. 

1    10  9    3    14  3    9   10  I 

9,  1,  I,  2,  S,  2,  1,  I,  18  etc. 
1    11  8    7    4    7    8    11  1 

9,  1,  1,  1,  k,  fi,  \,  I,  1,  1,  18  ctc. 
1    19  7  II    4    3    4  II   7   13  1 

9,  1, 2,  3,  1, 1,  5, 1,  8,  1,5, 1, 1,3,2, 1, 18,etc 
1  13  6  5  9  10  3  15  9  15  3  10  9  5  6  13  1 

9,  1,  2,  1,  18  clc. 

I         f        •  J 

1    14  5    14  1 

9,  I,  3,  1,  18  ctc. 
I    15  4  15  1 

9,  1,  5,  1,  1,  1,  1,  I,  1,  5,  1,  18  etc. 

I    16  3   II   8    9    9    N   11   3    10  I 


VI  Oh 

Vt05  10, 
1 

V106  10, 
1 

VI 07  10, 
1 

VI 08 


VI 09 


VHO 
Vlll 
VI 12 


VlOl  10,  20,  20  etc. 
1    1  I 

V102  10,  10,  20,  10,  20  etc. 
19     13  1 

V103  10,  6,  I,  2,  1,  1,  9,  1,  1,  2,  1,  6,  20  etc. 
1    3   13  6    9   11  3  11   9  6  13  3  1 

10,  5,  20,  5,  20  etc. 
14     14  1 

*,  20,  k,  20  cte. 

5  15  1 

3,  2,  1,  1,  1,  i,  2,  3,  20  etc 

6  7  10  9  9  10  7    6  1 

2,  1,  9,  1,  2,  20  ctc. 

7  13  3  13  7  1 

10,  2,  1,  1,  \,  1,  1,  2,  20  etc. 

1     8    9   11    4   11    9    8  1 

2,  3,  1,  2,  \,  1, 6, 6,  I,  V,  2,  1, 3,2,20etc, 

9  5  13  7  4  15  3  3  15  4  7  13  5  9  I 
2,  20,  2,  20  elc. 

10  1    10  1 

I,  1,  6,  1,  1,  20  etc. 

11  10  3  10  11  1 

1,  1,  2,  1,  1,  20  clc. 

12  9    7    9   12  I 

1,  1,  1,  2,  2,  1,  1,  1,  20  ctc. 

13  8  II   7    7   11   8  13  1 
1,  2,  10,  2,  I,  20  etc. 

14  7     9     7   14  1 

10,  1,  2,  1,  1,  1,  I,  1,  2,  1,  20  etc 
II    15   6  11   9  10  9  11  6  15  1 

VllO  10,  1,  3,  2,  1,  h,  1,  2,  3,  1,  20  etc. 
1    16  5    7   13  4  13  7    5    16  I 

VI 17  10,  1,  V,  2,  V,  1,  20  etc. 
1     17  4    9    4    17  1 

VM8  10,  1,  6,  3,  2,  10,  2,  3,  6,  1,  20  clc. 
j  1    18  3   6    9     2     963   18  I 

Vl!9  10,  1,  9,  1,  20  etc. 

I  1    19  9  19  1 
VI20  10,  1,  20,  1,  20  ctc. 

i  1    20    1     20  1 


10, 
1 

10, 
i 

10, 
1 

10, 
1 

113  10, 

I 

VI U  10, 
I 

VU5 
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16.  In  omnibus  his 

quae  indicibus  iis,  qui  primo  duplo  sunt  majores,  includuntur,  atque  bae  periodi  eo  clarius  in 
incidunt,  si  primi  indices  cujusque  seriei  duplicantur.  Deinde 
ordo,  sive  antroraum,  sive  retrorsum,  observatur:  ex  quo  in  qualibet  periodo  vel  unus  datur  indcx 
medius,  vel  duo,  prout  terminorom  numerus  fuerit  par,  vel  impar.  In  litteris  vero  etiam  graecis 
similes  periodi  observantur,  ubi  imprimis  aiiimadvertendum,  pro  omnibus  indicibus  2v  litteram 
graecam  in  unitatem  abire.  Ilanc  proprietatem  insignem,  quae  in  ipsis  operationibus  facilius  per- 
spicitur,  quam  verborum  ambage  demonstratur,  probe  notasse  in  sequentibus  plurimum  intererit. 

17.  Ex  his  autem  exemplis  fonnas  quasdam  generales  colligere  licet,  quae  ita  se  habent: 

I.     Six  =  nn+I,  erunt  indices     n,   2n,   2n,    2n  etc. 

t      t       1  1 


z  =  nn  +  2,  erunt  indices     n,     n,    2n,     n,   2n  etc. 

19       1  «I 


III.  Si  z  =  nn  +  n,           erunt  indices     n,  2,   2n,     2,  2n  etc. 

1*1  n  I 

IV.  Si  z  =  nn  +  2n — 1,   erunt  indices     n,  1,  n — 1,    I,  2n  etc. 

t  fci-1     3      in-i  I 

V.  Si  x  =  nn  +  2n          erunt  indices     n,  1,    2n,     1,  2n  etc. 

1  ln      1       2*  i 


Ac  fractionum  quidcm  continuarum  ex  bis  indicibus  formaUrum  valor  in  genere  facile 
idemque,  qucm  hic  assignavimus,  deprehenditur.   Tum  vcro  etiam  patet 


VI.  Si  sit  z  =  *nn  +  *,   fore  indices   2n,   n,  kn,   n,  hn  etc. 

14  14  1 

VII.  Si  sit  z  =  9nn+3,   fore  indices   3n,  2«,  6n,  2n,  6n  etc. 

13  13  1 

VIII.  Si  sit  r  =  9nn-t-  6,   fore  indices   3n,   n,  6n,   n,  6n  etc. 

16  16  1 


p  =  V(J?a  +  l) 

18.  Inventis  indicibus  pro  radice  quadrata  numeri  cujusvis  z,  ea  hoc  modo  per  fractionem 
continuam  exprimitur: 

ys  =  t/  +  i_ 

*+  T 

•+- 


J+tlc. 

his  indicibus  v,  a,  b,  c,  d,  etc.  fractionea  ^  formari  possunt,  quae  tara  prope  ad  Vz 
ut  noonisi  majoribus  numeris  adhibendis,  ejus  valor  accuratius  exhiberi 
fractiones  autem  ita 


Digitized  by  Google 


L.  EULERl  OPERA  ARiTHMETiCA.  1759. 
vt    a,        6,  c,       ....  «i,  A, 


x  1        »       «»+i      (a6  +  l)r  +  *  M      H      nlt  +  M 

yr        o»  T'      «   '   — «T+T  *p  '   Q  '  «r+r* 

quae  continuo  propius  valorem  irrationalem  Vs  exprimunt. 

19.  Novua  autem  algoriU_us  succinctum  modum  suppeditat,  has  fracUones  commode  per 
indices  refjraesentandi ,  quae  ita  se  habeat: 

t       <»)     <«•.•)      (».«.»>      C «.   O  (»,«,t,c.rf) 

o'    7'    >>'    '<*.*>  '     <*.*•<>'  <■.*.«.*> 

ubi  ctun  ex  natura  progressioois  sit: 

(i/,  «)  =  a  (i/)  +  1 ,    (v, «,  6)  =  6  (v,  a)  +  («-);    (»/,  «,  6,  c)  =  c  (i/,  «,  6)  +  (i/,  «, ; 
(«)  =  «! +-0;        («,6)  =  6(«)+l;  f«,  6,  c)  =  c  («,  6)  +  («) ; 

erit 


(„,«)  =  „(«}+!;    (v,a,b)  =  v(a,b)  +  b;    (»/,  «,  6,  c)  =  * («,  6,  c)  +  (6,  c) 


(i/,  a,  6,  c,  d,  e)  =  i/  (a,  6,  c,  d,  e)  4-  (6,  c,  d,  e) 
(i/,  «,  6,  c,  d,  c)  =  (//, «)  (6,  c,  d,  c)  +  v  (c,  d,  e) 
(i/,  a,  6,  e,  d,  e)  =  (»/,  a,  6)  (c,  d,  e)  4  (t/, «)  (d,  c)  p  , 

(»/,  «,  6,  c,  d,  e)  =  (t/, «,  6,  c)  (d,  e)  +.  (t/, «,  6)  («), 
in  sequentibus  phirimum  juvnbit 

Videamus  jam,  quam  prope  singulac  istae  fractiones  ad  valorem  Vz  accedant,  quod  pro 


luculentissime  inde  patebit,  st  ex  quaque  fractione  --  valorem  xx  —  zyy  colligamus, 

quippe  qui  quo  minor  fuerit  pne  ipsis  nwneris  x  et  jr,  eo  exacUus  fractio  —  valori  Vr  aequabitur. 

Ac  primo  quidem  si  *  =  >  erit  xx  —  zyy  =  1.  Deinde  sumto  —  =  -j-,  fit  xx  —  zyy  =  vv  —  z, 
quae  diffcrentia  per  operationes  supra  expositas  (12)  prima  littera  graeca  negative  sumta  — «  desig- 
natur.    Porro  posito  —  =       =  — ~~ »  colligitur 

am  —  tyy  =  (v*/  —  x)o«+-2t/«+-  1  =  —  aaa  +  2wi  +  I, 
ergo       xx  —  tyy  =  1  +  a(2v  —  aa)  =  1  +.«(^_  B)  =  fl 
ob  v  =  A    ti   ua  =  A-+B. 

Quocirca  hoc  casu  fit  xx  —  zyy  =  j3. 


21.    Ciun  igitur  nacti  simus: 

*K%  vv  —  z  =  —  a    ct    (»/,«)*— r  («)»=£ 

hinc  ulterius  progredi  poterimus.    Sit  igitur 


r  (11,11,6)  <>  («,  «)  +  p 
7  —  7^4)  —  6(a)+1 


illis 
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xx  —  zyy  =  /3bb  +  2vb  (v,  a)  —  2z6  («)  —  », 
ergo  ob  <r, «)  =  v  («)  +-  I ,  erit 

xx—zyy  =  /3bb  —  2oa6  -+2i/6  —  a=— a  —  6  (2a«  —  /96  —  2t/) 

at  est  v  =  A,  aa  =  A-\-B  et  /3b  =  B  -\-  C,  ideoque  asc— zyj  =  —  a  —  6(B  —  C)  =  —  y, 
ita  ut  sit  (t/,  «,  6)1  —  z  («,  6)*=  —  y. 

22.    Considereraus  nunc  fractionem  sequentem: 

7  —  («,fc,c)  —    e<«,6)+«  »' 

ex  qua  colligitur: 

xx  —  zyy  =  —  yccA-2c  (v, «,  6)  (v,  a)—2zca  («,  6)  +  £ , 
cujus  pars  media  redocitur  ad 

2c(/36  —  aa  +  v), 

unde  ob 

t/  =  ^,   aa  =  A\-B,   /?6=ff  +  C,  yc=C-\-D, 


xx  —  ryy  =  £  +  c  (C—  D)  =  8, 
ita  ut  sit  (v,a,  b,cf — e(a,b,c)*=8,  unde  per  inductionem  sequentes  valores  facile  colliguntur. 

23.   Ne  autem  hic  inductioni  nimium  videar  tribuisse,  sequenti  modo 


habebimus: 


Sit    (vf  —  zl1  =  % 

(v,af         —  z(af  =  ® 

(v,a,bf      -z(a,bf  =t 
(v,  a,  6,  c)*   —  z  (a,  b,  cf    =  T> 
(v,a,b,  c,df-z(a,b,c,df=(Z 
etc. 

isse  71  =  —  a,  93  =  j3,  (J  =  —  y  etc.    Cum  vero  sit 

(v,a)  =*(v)+i;  (a)  =  « 

(t/,«,6)       =  6{t,,«)+»;  (a,b)      =  6(«)  +  l 

(i/, «,  6,  c)    =  c  (i/, «,  6)    -f  (ty, «);      («,  6,  c)    =  c  («,  6)    +-  («) 
fvr«,6,c,d)  =  d(i/,«,6,c)-r-(i/,«r6);   («,6,c,d)  =  d(a,6,c)  +  («,6) 

etc.  j, 

33  =  Ha«  +  I  +  2«  (t/) 
§  =  9&66+*  +I26((t/,«)(t/)  — z(«>) 
£>  =  <Scc  +  33  +  2c  ((i/,  a,  6)  (i/, «)  —  z(«,6)(«)) 
<J  =  ©dd  +  <J  +  2d  ((t/,  a,  6,  c)  (t/, «,  6)  —  z  (a,  6,  c)  («,  6)) 
$  =  <§«*  +  ©  +  2e  (l>, «,  6,  c,  d)(v,  «,  6,  c)  —  z  («,  6,  c,  d)  («,  6,  c)) 

etc. 


MJ 
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2*.    Statuamus  jam  brevitatis  &n»tta: 

©=  1  +  Haa  +  2a.O 
6  =B  -+-$&«* +  26.P 
£  =  »  +  <5cc  -|-2c.<? 
<J  =  G  4  ©dd42d.J? 
5  =  ©  4-6«  4  2e.S 
etc. 

et  ex  superioribus  reductionibus  celligemus: 

P  —  0  =  a  (v)t         —  az  =  Ha 

Q-P  =  b(v,a?       -bi(a)*       =  S&b 
R  —  Q  =  c  (i/, «,  6)a    —  «(«,6)*    =  Gc 
S  -  R  =  d  (i/,  o,  6,  c)* -  dz  (a,  b,  c)*=  £d 
etc. 


sioque  fiet 


0=i/ 

P  =  f  -P  ^« 

«  =  t/  +  ««f©6-|-Sc 
5  = i/  4.  Ha  +  ©6  +  <Zc  +  fcd 
ctc. 


25. 

A  =  v 
B  =  —  v  +  aa 
C  =     v  —  aa  +  /3b 
0  =  —  v-\-aa—/3b  +  yc 
E=     v  —  aa  +  /3b  —  yc  +  bd 
unde  patet  esse  0  =  A  et  P  =  —  B  ob  7t  =  —  «.    Cum  jam  sit 

©  =  1  -  arn  +  2av  =  1  +  a     -  B) , 
erit  utique  ©  =  /?,  hincqoe  Q  =  C,  ex  quo  porro  colligitur: 

(S  —  _  «  -f-  ftbb  —  2bB  =  —  a —  b(2B  —  /3b)  =  —  a  —  b  (B  —  C) 
sicque  est  (J  =  — y  et  /1  =  —  D;  simili  modo 

©  =  /9  -  ycc  4-  2cC  =  fi  +  c  (2 C  -  7c)  =  /9  +  c  (C  -  D) , 
ideoque  est  $)  =  3  et  S  =  E.   Tum  vero  porro 

£=-7  +  <W-2dD  =  -y-d(2D-<\i,  =  y  —  d(D-E) 

,„•,  -..  , —     •        .  >    .  . 
ac  propterea  Q=  —  f,  undc  superior  inductio  satis  conJirmatur. 

26.    Pro  fractiouibus  crgo  -*  formulae  radicali  Vs  proxime  aequalibus 
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Si  sumatur  • '.  J 


V     .  'i'  «•*•'•    '  •  '"»  «»11 

ent  xx  =  zyy  1 


{;:  : } < 

(r  =  (,)}  «*«?-W-a 

(x  =  (v,a>\ 

\r=  {a]\  «*««*r.+  * 

{ 


x  =  fM,t)| 

>  entxx  =  2ry  —  y 

r  =       («,  6) ) 


i 


*  *■*                  ( x  —  (v,t,b,c)V                •       :  ,' 

<  }  erit  xx  =  zyy  +  o" 

\r  =  (.,6,c)J                 77  r| 

i 


(x=ft/,a,  6,  c,  d|) 
1  /    *.        ?  cnt  xx  =  z>r  —  , 


etc. 


unde  problema  Pellianum  solvctur,  quoties  litterarum  graecarum  per  saltum  excerptarum  ,i,  «$,  £  etc. 
quaepiam  in  unitatem  abit. 

27.  Vidimus  autem  supra,  nonnisi  iis  indicibus,  qui  sunt  2t/,  respondcre  litteram  graecam  in 
uniutem  abeuntem;  cum  igttur  quaelibet  periodorum,  quas  in  indicum  ordine  observavimus,  indice 
2v  inchoetur,  perspicuum  est,  si  numeros  x  et  y  per  indices  primae  periodi  definiamus,  fore  vel 
xx  =  zrj  —  1 ,  vel  xx  =  zyy  4-  1 ;  ac  prius  quidem  evenit,  si  indicum  singulas  periodos  consti- 
tuentium  numerus  fucrit  impar,  posterius  vcro  si  is  fuerit  par.  Hoc  igitur  casu  stafri»  babetur 
solutio  problematis  Pelliani,  quo  requiritur,  ut  sit  pp  =  zqq+i,  quandoquidem  capi  oportet  p  =  x 
et  o  =  y. 

•  i  ;  | 

28.  At  si  ex  prima  periodo  prodcat  xx  =  zyy  —  I ,  quod  evenit  si  tndicum  numerus  est 
impar,  tum  indices  usque  ad  initium  tertiac  periodi  ad  definiendos  numeros  x  et  y  capi  possent, 
quorum  numerus  cum  sit  par,  boc  modo  idonei  numeri  pro  p  et  q  obtinerentur.  Verum  casu 
invento,  quo  fit  xx  =  zyy — 1,  multo  facilius  inde  nnmeri  p  et  q  reperiri  possunt,  ut  sit: 
pp  =  zqq  4-  1.    Sumatur  enim  p  =  2xx  -j-  1  et  q  —  2xy,  eritque 

pp  —  zqq  =  ^x4  -)-  Wxx  -j-  1  —  \  zxxyy  =  1  -f-  *»xx  (xx  —  zyy  4  1), 
at  xx  —  zyy  4-1=0,  ideoque  pp  —  zqq  =  1 ,  seu  pp  =  zqq  +  1 ,  quemadmodum  problema  Pellia- 
num  postulat.    Videamus  igitur,  quomodp  pro  quovis  numero  z  ei  indicibus  inde  natis  numeri  p 
et  q  siot  definiendi,  ut  fiat  pp  =  zqq-\-  I,  ubi  quidem  casus  secundum  periodos  percurramus. 

vy  2«a  2v,  eto. 


29.  Hic  singulae  periodi  unicum  indicem  continent,  sumto  ergo  x=(v)  et  y=i,  erit 
xx=zyy—  i.   Quamobrem,  ut  fiat  pp  =  zqq  4-  - ,  capiatur: 

L.  I.l.tl  Opm.  W 


t 
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p  =  2xx-\-\  =  2vv  -f  1    et   g  =  2xy  =  2v. 

Hic  casus,  ut  supra  vidimus.  locum  habet,  si  sit  z  =  w  -+- 1 ,  seu  quo  mmwrus  x  unitate  superat 
quadratum;  tum  igitur  capi  debet  p  =  2w+  i,  seu  p  —  2i  —  i  et  g  =  2v,  quo  pacto  proble- 
mati  PelUano  aatiafit,  ut  sit  p  =  V(rgg+  1).   Ita  si  sit 

s  =  2,  erit  p  =  3  et  g  =  2,  sicque  p  =  V(  2 77  4-  i); 
si  r  =  5,  erit  p=  9  et  7  =  sicque  />  =  V(  5 77  -^-  1 ) ; 
si  x=10,  erit  p=l9  et  0  =  6,  sicque  p  =  V(10gg  -(-  I); 
si    r=17,    erit   />  =  33   et   q  =  8,    sicque   p  =  l/(17gg  +  1); 

etc. 

30.  Prima  periudus  coostat  binis  numeria  v,  a,  unde  sumtis  x  =  [v,  a)  =  va -\- i  et 
r  =  («)  =  «,  habebitur  *x  =  zjy+l.  Ut  igitur  pro  problemate  Pelliano  fiat  pp  =  zqq  +  i, 
capi  oportet: 

p=w-fl    et   g  =  «. 

Ex  iodicibus  autem  patet,  bunc  casum  locum  babere,  quoties  fuerit  numerus  z  =  w  +  ^,  unde 
intelligitur,  hunc  casum  in  integris,  de  quibus  hic  agitur,  existere  non  posse,  nisi  sit  a  divisor 
ipsius  2v,  ubi  duo  casus  sunt  coosiderandi: 

8.. 

1.  si  a  =  2n,  crit  v  —  mn   ct  —  =  m, 

2.  si  a  =  2n  +  l,   erit  v  =  m(2n  +  1)  et  ^  =  2m. 

III.  Ca*a«,  qvo  pro  mmero  r  tndlces  aunt  v,  a,  a,  2v,  a,  a,  2v  ete. 

31.  Ex  priuia  periodo,  sumtis  numcris  x  et  jr,  ita  ut  sit  x  =  (y,a,a)  et  v*  =  («,«),  erit 
asac  =  tvy-  —  1 ;  unde  ut  fiat  pp  =  zqq  -+-  1 ,  sumi  debet 

p  =  2 xx  -\-  I    et    g  =  2xv". 

Hic  vcro  est  v  =  aa  -+-  1  et  x  =  t/j"  -|-  «,  unde  numeri  p  et  g  facillime  definiuntur.  Kx  indicibus 
antem  oumerus  1  ejusinodi  habebit  forinam: 

z  =  w-\-u,   existente  u= 

unde  ptet  numrrum  a  esse  dcberc  parem.    Si  ergo  statuatur  «  =  2n,  necesse  est  sit 

t,  =  «  +  m(knn-\-  1),    tumque  fit  «  =  1  +  \mn. 

x  =  (t/,«,6,«)   et  v-  =  («,6,«), 
erit    xx  =  iyy+  t,     ideoque    p  =  x   et   g  =  y\ 
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Per 


x  =(«)(.,,  «.&)  +  („,«)   et  r  =  («)M)  +  f«). 
*i  ex  iadieibus  v,  a,  &  sequentes  fractiones  fonnentur: 

v,    a,  b 


Iractiones  € »  -p  -» » 

ob   B  =  (t/),   »  =  (»/,«),   6  =  (",«, 6) 
et     o=l,      b  =  («),      c  ={«,&), 
erit  x  =  b6+o»  et  r  =  bc  +  ab. 
Ex  indiclbus  autem  fit  z  =  w  +  «,  existeote 

2t/=«(«,4,«)  —  &(«,  6) 
et      ti=m(«,&)  —6(6). 


mnc  i/,  a,  ft,  t,  «,  9v  «4«. 

33.   Ob  indicum  cujusque  periodi  numerum  imparem,  si  capiamus 

x  =  (t/, «,&,&,«)   et  ?  =  («,&,&,«}, 
erit  jw  =  ryy  —  1 ;  binc  pro  problemate  Pelliano,  ut  fiat  pp  =  iqq  +  I ,  statui  oportet: 

p  =  2  XX  +  1    et   ?  =  2xjr. 
Quo  autem  numeri  x  et  y  faciUus  inveniri  queant, 

x  =  («,&)(*,«,&) +  («)(«/,«)   et  r  =(«,&)(«,&)  + («)(«), 
qui  ergo  per  solos  iodices  t/,  «,  &  fractionibus  ind 

v,    a,  b 


fractionfs    ~»   — »    •*»    — » 
0      «       >  t 

ubi  n=t/,©=«a+i,  e=6®  +  « 

et      a  =  l,b  =  «a  +  0,    c  =  &b  +  a; 

tum  enim  capi  oportet 

x  =  c€  +  t>QS  et  jr  =  cc  +  bb. 
Hic  autem  casus  locum  babet,  quoties  posito  z  =  w~\-u  fuerit 

2  v  =  m  («,  &,  &, «)  +  (&,  6)  («,  b,b)    et   u  =  m  («,  &,  &)  4-  (&,&)  (&,  &). 


VI.  Cammn,  «jwo  pro  mmmero  z  tndleea  tunt  v,  a,  &,  c,  &,  «,  2v  etc 

3*.    Quoniam  hic  numerus  indicum  in  qualibet  periodo  est  par,  si  sumamus 
x  =  (i/,«,  &,<•,&,«)   et  y  =  («,&,  c,6,«), 
erit  xx=zrr-M»  ideoque  pro  Pelliano  probicmnte  statim  habetur  p  =  x  et  q—y.  Fadlius 

x  =  («,&)(!/,  «,&,*)+(«)  (!/,«,&)    et   r  =  («,t)(«,&,e)  +  («)(«,&), 
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undc  si  ex  indicibua  v,  a,  b,  c,  morc  exposito,  fracliones  formentur: 

indices       v,    «,     b,  c 

fractioncs  ~,    -*->  -r.iti  • 

sumi  oportet 

x  =  tfD  +  bG   et  r  =  cb-|-bc. 
At  hic  casus  locum  habet,  quoties  posito  t  =  vv  -f-  u  fuerit 

2i/  =  m  (a,  6,  c,  fc,  a)  —  (6,  c,  6)  (a,  6,  c,  6)    ct   u  =  m  (a,  fc,  c,  6)  —  (b,  c,  6;  (6,  c,  6). 

''  "  •   .  ' 

HL   Casas*  qao  pro  numcro  r  Indlcc*  <*nn<  v,  a,  6,  c,  c,  6,  a,  2v  ccc 

35.  Hic  iterum  indicum  numerus  in  qualibct  periodo  cst  impar,  ideoque  si  pon.nnus 

x  =  (v,  a,  b,  e,  c,  b,  a)    et   y  =  {a,  6,  c,  c,  b,  a) , 
erit  axe  =  zyy  —  1 ,  ex  quo  ut  fiat  pp  =  zqq  -f  1 ,  sumi  oportet  p  =  2xx  -j-  I ,  et  q  =  2xy. 
Pro  faciliori  ..futem  numerorum  x  et  x  juvenUone  ex  iadicibus  t/,  a,  6,  c,  forjneutyr  fracUoues: 

indices       v,    a,     6,  c 

*»  *• 

*  =  M)  -|-  c<3    et   y  =  bb  -f-  cc. 
At  bic  casus  locum  habebit,  quoties  posito  z  =  w  -\-  u  fuerit: 

2t/  =  m  (a,  6,  c,  c,  6,  a)  -|-  (6,  c,  c,  6)  (a,  6,  c,  c,  6)    et    u  =  m  (a,  6,  c,  c,  6)  -f  (6,  c,  c,  6)  (6,  c,  c,  6). 

... 

36.  Hic  quaelibet  periodus  octo  continet  indices;  ideoque  si  ponamus: 

x  =  (v,  a,  b,  c ,  d,  c,  b,  a)    ct  y  =  (o,  6,  c,  d,  c,  b,  a), 
erit  xx  =  zyy  4-  t,  et  pro  problematc  Pelliano  capi  oportct  />  =  x  et  q  =y,  ut  Gat  />p  =  zqq  4  l. 
Transformationibus  autem  adhihitis,  numeros  x  ct  y  per  solos  indices  1/,  a,  6,  c,  d  defioirc  liceL 
Formatis  enlm  inde  fractionibus: 

v,    a,     b,     c,  d 
l      *      8      C      J)  <? 

F'   «'  V   t'  V  T ' 
fiet:    x  =  b<JH-c<D   et   r  =  bf  +  cb. 
Hic  vcro  casus  locum  habet,  quotics  posito  z=w-\-u  fuerit: 

2v  =  m(a,b,c,d,  c,  b,  d)  —  (b,  c,  d,  c,  b)  (a,  b,  c,  d,  c,  b) 
et     u  =  m  (a,  b,  c,  d,  c,  b)     —  (b,  c,  d,  e,  b)  (b,  c,  d,  c,  b). 

37.  Primum  igitur  methodo  supra  exposita  pro  numero  z,  ex  ejus  radice  quadrafct 
investigari  oportet,  quam  o|>er»tioiiem  autem  ultarius  coutinuari  non  est  opus,  quam  donec 
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ordioe  retrogrado  prodire  incipiant,  quo  pacto  semissi  laboris  supra  ejplicati 
Cum  autem  in  prima  periodo  vel  unus  index  medius  occurrat,  vei  bini,  hi  casus  probe  sunt  distin- 
guendi:  cum  si  uaicus  medius  affuerit,  inventio  numerorum  p  et  q  modo  in  casibus  II,  IV,  VI  et 
VID  tradito  institui  debeatr  sin  autem  bini  fucrint  mcdii,  eo  modo,  qui  in  casibus  I,  III,  V  et 
VII  est  descriptus.  Scilicet  si  prius  eveniat,  ioumeri  p  et  q  numtris  x  et  y  aequales  sumuntur;  sin 
autem  posterius,  uti  vidimus,  statui  oportet  p  =  2xx-\-  1,  et  q  —  2aqr,  ita  ut  his  casibus  numeri 
p  et  9  caeteris  paribus  mutyo  grandiores.  reperiantur. 

38.    En  igitur  exempla  prioris  generis,  quo  in  qualibet  periodo  unus  datur  index  medius: 
I.    Si  z  =  6 ,  sunt  indices  2,  2,  \,  hinc  operatio 
2  2 

18      5     *  =  t;5+0.8     _    P  =  S 
t  '   T»  X- l.l  +  O.l     Cr&°  y-8. 


H.    Si  z  =  H,  sunt  indices  3,  f,  2,  1,  6 
3  12 

1       3      4      11     x-l.U  +  1.4  j,  =  15 

T'  T'  T>  ¥'  .r  =  t.  a  +  i.i  trs°  q  =  4. 


IU.   Si  »=  19,  sunt  indices  V,  2,  1,  3,  I,  2,  8 
V     2     1  3 

1      4      >     II     «     j-3.48-j-i.13  j»=170 

0'    Y*     8'    3*   11'  ^=3.11+8.3       erS°  f  =  39. 


IV.  Si  z  =  3l,  sunt  indices  5,  1 ,  i ,  3,  5,  3,  1 ,  1 ,  10 

5  113  5 

|     5      6     II    39    506  .r  =  7. 806+8. 39  p  =  1520 

0'    1'    1»    2'    7«    37'     hU1C  jr^7.  87  +  8.  7    <l*0   ?=  873. 

V.  Si  r  =  H,  sunt  indices  6,  1,  I,  1,  2,  1,  1,  1,  12 

6  1112 

1  6^  7  13  80  53  ..  «  =  3.53  +  8.80  /»«=199 
0'    1»    1'   "8'    T»  T*   ™B0  j=3.  8  +  8.  3     el^°  7-  30. 

VI.  Si  z  =  55,  sunt  indices  7,  2,  2,  2,  \K 

7  2  2 

1      7     15     87      ,.       x-8.37  +  1.15     „rlM  j»=»8* 

o'  T*  T'  T '  n,nc  X  =  i.  5  +  i.  8   er&°  7=ta. 


39.  Alterius  tero  generis,  quo  hini  dantur  Indices  medii  in  qualihet  periodo,  haec 
excmpla: 

I.  Si  2  =  13,  sunt  indices  3,  I,  1,  I,  1,  6 

3      I  I 

1      3      4      7      ki„   *  =  2.7  +  1.4  =  18  artM    >,  =  8«-f  1=649 

o'   i  •  T*  T'  h,QC  ,-2.2  +  1.1  =  5  er*°  ,=8xr  -iso. 

II.  Si  x  =  29,  sunt  indices  5,  2,  1,  1,  2,  10 

5     2  1 

I       5      11     16      ,.      *  =  3. 16+9.11=70  f=8*x+t=9801 

o'  T>  T'  T'         r=».  3+2.  8=13  er*°  ,-a^r  =isw. 
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Ul.   Si  i  =  58,  suot  indiee*  7,  I,  1,  I,  1,  t,  1,  14 
7  111 

1       7      «      »5  M              *  =  3.83+9. 15  =  99  p-Sxr-f  1-1960.1 

"O  '  T '    |»    8'  3'    D,nC  /=3.  8+8.  8=13  ^°  =  8574. 

IV.   Si  z  =  61,  indlces  suot  7,  1,  4,  3,  1,  9,  9,  1,  3.  4,  1,  14 
7     14     3  12 

1  7  £  »  IM  164  453  ..  f  *=58.453  +  91. 164  =  89718 
0  '    1  '    1  '    5  '    18  '    11  *    5H  1  7  =  58.  58+81.  81=  »05 

j»=9*r+t  =  17663«9049 
eT*°        y  =  SV       =  2S61539«X 

40.  Quodai  pro  majoribus  oomeris  z,  qoam  ante  sunt  eroloti,  quaeri  debeaut  numert  p  et  7 , 
ut  sit  0/>  =  zfq-{-l,  pnmum  metbodo  supra  exposita  (§  12)  todiees  v,  a,  6,  c,  a*  etc  quaeri 
oportet,  quos  autem  olterius  continuari  non  est  opos,  quam  donec  ad  indicem  medium,  vel  binoa 
medios  primae  periodi  perveniatur;  tum  Yero  ex  iis  per  operationes  hic  descriptas  primo  numeri  x 
et  y,  tum  vero  ipsi  quaesiti  p  et  g  determinabuntur.  Id  quod  aliqoibos  exemplis  illustrari  conveniet. 

I.    Quaerantur  numtri  p  el  q,  ut  *ft  pp  =  157qq  +- 1. 

41.  Cum  hic  sit  1  =  157,  erit  v  —  12,  et  u  =  13,  onde  indfcum  inveotio  ita  se  habebit: 

A  =  12,  a=13,  o=l 

B  =  1 ,  fi  =  12,  b  =  1 

C  =  H,  y  =  3,  c  =  7 

D  =  10,  £=19,  d=  1 

£  =  9,  «  =  4,  e  =  5 

f=ii,  :  =  9,  f=2 

G=  7,    r,  =  12,  0=1 

/  =  6,    #  =  11,    i  =  i) 
Ilinc  ob  binos  medios  exemplam  ad  penus  secundotn  pertinet,  et  operationes  ita  sunt  instituendae: 

12     1     1     7      1      5      2        I  1 

1      19     13     85     188     813     1853     8719     3978  6691 
0  '    t  '    1  '    8  '  75  '    17  '    100  '    817  '    317  '  53T' 

Hinc  erit 

x  =  534.6691  -+  317.3972  =  4832118 
et   .r  =  534.  53» +-  317.  317=  385645. 

Quocirca 

p  =  2xx  -+  1  =  46698728731849 
et    q  =  2xy        =  3726964292220 

atqoe  hi  adeo  sunt  mioiini  numeri  integri  formulae  p  =  V(137W  +  1)  satisfacientes. 
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42. 


boc  eifo  eswmplun  ad 
19    6  2 


Hinc  erit 


U.    Qmerantur  numeri  p  «t  q,  tri  <tf  pp  =  367 qq  1. 
ergo  est  z  =  a«7,  t/  =  19,  hmcqae 

^  =  19,   «=  6,  a=  6 

B=17,    /5=13,  6=  2 

C  =  9,    y=22,  e  =  1 

D=13,    J  =  9,  d=  9 

E=14,    «  =  19,  «=  1 

F=  5,   £  =  18,  /=  t 

G  =  13,    ij  =  ll,  s=  * 

H=  9,   *  =  26,  A=  1 

J=  17,    ,=  3,  i=l2 

JT=19,    x=  2,  *=19  medius 

L=19,    X  =  3,  i=12 
pertinet, 

112        1       12  19 

[  II  III  i«  N4  3535  38»  7414  48717  86131  333389  6339633 
0  '    1  '  ~T»    13  »    19  •    184  ■    203  '    387  '     977  *    1364  '    17345  »  330919* 

x  =  1 7345 . 6339622  +  1 36>> .  332289 
et    y  =  17345.  330919  -^-  1364.  17345, 


p  =  110413985786 
q  =  5763448635. 


TaJbula  nnmerornm  p  ct  q, 

flt  pp  =  Iqq  -j-  1 ,  p>ro  omnlbu»  valOFlbiui 
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5 
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7% 
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75 

3 

26 

98 

10 

99 

53 
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33125 

76 
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57799 

99 

1 

10 

jp=*  120*353 
-H3  \f  =  113296 


erit 
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'.=  367  \P~ 


p=  110*13985786 
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XXIV. 

analysc. 

(Mernoircs  de  Bcrlin  1759.  J.>.  310.) 

1.  Je  me  troovai  uo  jour  dans  um  compagoie  ou,  a  loccasioo  du  jeu  dechecs,  quelqu  un 
proposa  cette  questioa:  d«  parcourir  avec  un  cavalier  toutes  les  cases  dun  echlquier, 
sans  parvenir  jamais  deux  fois  a  la  meme,  et  en  commencant  par  une  case  donnee. 
On  mettait,  pour  cette  fin,  des  jetons  sur  tootes  les  6*  cases  de  lcchiquier,  a  lexception  de  celie 
ou  le  cavalier  devait  commencer  sa  route;  et  de  chaque  case,  ou  le  cavaber  passait  conformement 
a  sa  marche,  on  otait  le  jeton,  de  sorte  qu  ii  sagissait  denlever  de  cette  facoo  successirement 
tous  les  jetoos.  II  failait  donc  eviter,  dun  cote,  que  le  cavalier  oe  revfnt  a  une  case  vide,  et 
dun  aotre  cote,  il  fallait  diriger  sa  course  eo  sorte  quil  parcourut  enfin  tontes  les  cases. 

2.  Geux  qui  croyaient  cette  question  assez  aisee,  firent  plusieurs  essai6  inutiles,  sans  pouvoir 
atteindre  au  bat;  apres  quoi  celui  qui  avait  propose  la  question,  ayant  commence  par  une  case 
donnee,  a  su  si  bien  diriger  la  route,  qu'il  a  heureusement  enleve  tous  les  jetons.  Cependant  la 
multitude  des  cases  ne  permettait  pas  quon  ait  pu  imprimer  a  la  memoire  ia  route  qu'il  avait  soivie; 
et  ce  o  etait  quapres  plusieurs  essais,  que  jai  enfin  rcncontrc  une  tclle  route  qui  satisfait  a  la 
question;  encore  ne  valait-elle  que  pour  une  certainc  case  initiale.  Je  ne  me  souvieos  plus,  si  on 
tui  a  brisse  la  liberte  de  la  choisir  lui-meme;  mais  il  a  tres  positivement  assure  quil  etait  en  etat 
de  lexecater,  qaelie  que  soit  la  case  ou  I  ou  voulut  quil  commencat 

3.  Pour  eclairdr  mieux  cette  question,  jajouterai  ici  une  route  ou,  en  commcncant  par  un 
coin  de  l  echiqukr,  on  parcourt  toutes  les  cases: 
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J'ai  marque  ici  les  cases  par  l  ordre  des  nombres,  suivant  le<|uel  elles  sont  successivement  par- 
courues.   Ainsi  le  cavalier  ayant  ete  pose  dans  la  case  I,  saute  en  2,  de  la  en  3,  et  puis  en  K, 

L.  S.l.ri  Orm.  _<» 
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5,  6  ctc.  jusqu'a  ce  que,  venant  enfin  dans  la  case  6V,  il  aura  passe  par  toutes  les  cases.  II  est  evident 
que  cette  route  satisfait  rgalemcnt,  quand  on  veut  commenccr  par  lun  quelconque  des  autres  angies. 

En  retournant  par  la  meme  routc,  on  pourra  aussi  commencer  par  la  case  6*,  et  d«  la, 
m  paasao*  soco«s«v«m«i»t  p*r  le»  casea  63,  62,  61  eto.  «n  parrieodra  eafio,  *r«s  avoir  parcoum 
toutes  les  cases,  a  cclle  du  coin  1.  Mais  ccttc  route  nc  servira  de  rien,  quand  on  dott  commencer 
par  quelque  autre  case :  et  alors  on  sera  oblige  de  chcrcber,  par  des  cssais,  une  nouvelle  route  dont 
le  commencement  soit  dans  la  case  donnce.  Or,  on  reconnattra  aisement,  qu'une  telle  solution  du 
probli-me  proposc  serait  trop  pVniblc,  et  ne  convicndrait  pas  au  but  en  vue,  ou  il  sagit  de  trouver 
prompt«ment  la  route  quil  faut  suivro.  IVailleurs,  une  U?llc  rcchcrche  ne  merite  aucune  attcntion, 
h  moins  quelle  ne  soit  fondee  sur  qnelques  principes,  ou  quon  ne  la  puisse  soumetire  a  quelqoe 
espccc  danalyse  qui  en  dirige  les  operations. 

5.  Ce  neat  aussi  que  dans  cette  vue  qoe  j  ose  proposer  mes  recherches  sur  cctte  qoestion, 
rechercbes  «uxquelles  j  ai  eui  conduit  par  une  idee  toute  particoucre  que  N.  Bertrand  de  «Jeneve 
m'a  fouraie;  car,  quoiqueUc  soit  legere  en  elle-meme  et  tout-a-fhit  ctrangere  a  la  geometrie, 
•lle  doit  etre  regardee  comine  trrs  remarquable,  des  quon  aura  trouve  moycn  d'y  appliquer  l  ana- 
iyse.  Or,  j«  ferai  voir  qu'elle  est  susceptiblc  dune  analyse  toute  particulitTc  qui  doit  mcriter  d  au- 
tant  pius  dattention,  que  cette  analyse  demande  dcs  raisonnements  pcu  usitcs  ailleurs.  On  canvient 
aisement  de  lexcelience  de  lanalysc,  mab  on  la  croit  commuiieinent  bomee  a  de  certaincs  recher- 
ches  quoo  rapporte  aux  mathcmatiqucs,  et  partant  il  sera  toujours  fort  imporWnt  deu  faire  usage 
flans  dcs  matieres  qui  Ini  semblent  refuser  toot  aeees:  puisquil  est  cerUin  quelk  renferme  lart  de 
raisonner  dans  le  plus  haut  degrc.  Ou  nc  saorait  donc  etendre  les  bornes  de  l  analyse,  saas  quon 
ait  raison  do  seu  promettre  de  tres  grands  avantages. 

6.  Or,  dabord  je  remarqon  qu  on  pourrait  salisfaire  a  la  qnestion,  si  loo  trouvait  nac  tclle 
routc,  ou  la  deriiirre  casc  marquee  par  6V  scrait  eloignec  de  la  premiere  1  dun  saut  de  cavalier, 
de  sorte  qu'U  pourrait  sauter  de  la  derniere  sur  la  premtere.  Car  ayant  trouve  une  tellc  route 
rcntrante  en  clle  mcine,  on  pourra  commcncer  par  quelque  case  que  ce  soH,  ct  de  la  cotttinuer  la 
course  suivant  1'ordre  des  nombres  jusqua  la  casc  marquee  par  6V,  d'ou  cn  sautant  a  celle  qui  est 
marqncc  par  I ,  il  acheverait  sa  course  jusqu 'a  retourner  a  celle  d'ou  il  etait  parti;  Or,  voila  une 
telle  routc  rcntrantc  cn  ellc-ntfmo: 
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7.  Ayant  donc  bieu  iuiprime  a  la  memoire  udc  telle  route,  oo  aer»  ea  etat  d«  satisfaire  a  I» 
questioa  en  commeacaat  par  une  caae  quelcooq«e.  Car,  aoit  par  «.  la  case  marquee  par  35  celle, 
d  oa  le  cavaUer  deit  partir,  et  oo  naura  qua  le  faire  aaarcker  successivemeot*  par  les  casct 

96,  27,  28.  jusqua  fi4,  ded.  passant  a  la  case  1,  il  poursuivra  sa  rout*  par  les  cases 

9,  3,  %......juaqu'a  ce  quil  soit  parveuu  a  celle  qui  est  marquee  par  24,  et  ainsi  M  aara  parcouro 

toutes  les  cases  de  leehiquier.    Jindiquerai  cette  route  ea  representant  les  nombres  qui  marqvent 

25  64.1  ....24, 

et  U  est  est  evident  qu'on  rcussira  egakment  en  commencant  par  toute  autre  case:  aiasi  cette 
disposition 

46  64.1  45 

servira  quand  on  doit  commencer  par  la  case  46. 

8.  II  est  aussi  evident  que  la  m^me  disposition  fournit,  pour  ckaque  ease  ou  l'«n  doit  coni- 
mencer,  une  double  route:  puisquon  peut  egakmenl  passer  de  la  case  marquee-  contre  1'osdre  des 
nombrcs  jusqua  celle  qui  contient  1,  ct  dc  la,  sawtant  en  64,  conunuer  la  course  par  les  cases 
63,  62,  61  etc.  jusqua  ce  quon  parvienne  a  cellc  ou  lon  a  commence.  Que  le  nombrc  40 
indique  la  case  dou  il  faut  partir,  et  on  aura  ces  deux  routes  a  poursuivre 

W)  •  M  •  •  • .  •  Gfc  •  f»2»»»«*  39  f 

et     40.39          1.64.63.. ..  41, 

ou  la  prcmiere  finit  par  la  case  39,  et  lajutrc  par  41.  Toute  autre  disposition  rentrante  en  elle 
mcme  fournira  les  mcmes  avantages,  et  U  sufllt  d'en  savoir  une  seule  par  coeur:  mais  on  com- 
prendra  aisement  que  ce  serait  un  ouvrage  exlremcment  embarassant,  que  de  trouver  cn  titonnant 
par  plusieurs  essais  une  tellc  disposition,  efc  qu  on  risqucrait  de  n'y  reussir  peut-ctre  jamais. 

9.  Je  men  vais  donc  expliquer  une  methode  certaine  qui  noos  condoir»  infailliblement  au 
but  propose,  et  par  le  roojen  de  laqueUe  on  sera  en  «tat  de  dccouvrir  autant  de  routes  satisfai- 
santes  quon  voudra:  car,  qooiqae  le  nombre  de  ces  rootes  oe  soit  pas  infini,  il  sera  toojours  si 
grand  qu  on  ne  le  saurait  jamais  epuiser.  MaJs  il  faut  ici  distioguer  deux  especes  de  routes,  I  une 
qui  parcourt  simplement  tout«s  les  cases  de  l  echiquier  sans  que  le  cavalicr  puisse  saoter  dc  la 
derniere  a  la  premicre;  1'autre  espece  est  ceUe  dcs  routes  rentraates  en  eHes-roemes,  ou  le  cavalier, 
apres  avoir  parcouru  toutes  les  cases,  peut  sautcr  de  la  derniere  a  )a  premiere.  J  ai  donne  un 
exemple  dc  la  premiere  espece  dans  le  §  3,  et  un  de  1»  seconde  dans  le  $  6.  L  on  peut  regarder 
1  un  et  lautre  comme  trouves  par  basard  cn  tatonnant;  mais  la  mcthode  quc  jexpUquerai,  servira  a 
en  trouver  autant  quoo  voudra,  tant  de  lune  quc  de  1'autre  espece. 

10.  Conuae  U  eaft  beaucoup  plus  diffieile  de  trouver,  par  lcs  seuls  essais,  one  roote  de  hv 
seconde  espece,  je  commencerai  par  donner  unc  methode  par  le  moyen  de  laquelle  on  pourra.  apres 
avoir  trouv^  une  route  de  la  premiere  espece,  en  dccouvrir  non  seulemcnt  une,  mais  plusieurs  dc 
la  secunde  espece.  Pour  cet  effet,  je  remarque  d'abord  quon  peut,  en  plusieurs  manieres,  changer 
la  demiere  case,  celle  du  commencament  demeurant  la  nieme.    Considerons  la  route  rapportee  §  3, 
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t 

et  qa'on  marque  les  cases  auxquelles  le  cavalier  pourrait  passcr  de  la  dernii-re,  marqufe  par  6*; 
or  on  verra  que  ces  cases  sont  63,  31  et  51,  dont  la  premicre,  qui  reufenne  le  saut  deja  employe 
k  6k,  nest  d*aucun  usage.  Mais,  puisquon  peut  passer  de  la  case  31  a  la  case  6*.  quon  fasse 
ee  saut  apres  etre  parvenu  de  la  casc  1,  par  les  casea  2,  3,  »  etc.  a  celle  de  31,  et  puis,  quon 
poursuive  la  route  par  les  cases  6»,  63,  68  etc.  jusqua  ce  quon  parvieme  a  la  case  32  qui  sera 
a  present  la  derniere:  Cettc  nouvelle  route  aera  representee  en  sorte 

1.2  31.6t.63  32. 

11.  De  meme,  le  saut  dc  6t  a  51  nous  donne  a  connattre  quon  peut  passer  de  la  case  51 
a  61:  et  de  la,  en  poursuivant  la  route  par  lcs  cases  63,  62  etc  la  derniere  sera  celle  qui  est 
marquce  par  52.    Cette  route  entierc  sera  donc  representec  en  sorte: 

1.2  51.6t.63  52. 

Maintenant,  puisque  cette  deroierc  case  52  fournit  un  saut  a  la  prcmicre,  cette  route  se  rapporte  a 
la  seconde  espece,  et  est  rentrante  en  elle-meme:  et  c'est  precisement  la  ronte  decrite  au  §  6. 
Quand  on  ne  serait  pas  encore  parvenu  a  une  route  rentrantc,  on  pourrait  dc  nouveau  transformer 
celle  quc  nous  venons  de  trouvcr  au  §  precedent: 

1  . .  ..»31.  G%  • .  • . .  32 

ou  la  derniere  case  etant  32,  le  cavalier  en  peut  sauter  aux  cases  *3,  11,  31,  33;  ainsi  on  naura 
qua  renverser  la  partie  dc  ccttc  routc  comprisc  entre  lun  de  ces  nombres  et  lc  dernier  32. 

12.  Le  nombre  13  fournira  donc  cette  nouvelle  route 

1  31 . 6%  *3  •  32  »2, 

ou  la  case  angulaire  »2  est  la  derniere.    Le  sepond  nombre  11  donncra  cette  routc: 

1  11.32  6*. 31  12, 

ou  la  case  marquee  dc  12  est  a  present  la  derniere.  Le  troisieme  nombre  31  rcnd  la  route  prin- 
cipale  dou  nous  avons  tire  ces  nouvelles,  savoir 

I  31 . 32  6t, 

et  le  quatrteme  nombrc  33  ne  change  ricn  dans  la  route  que  nous  traitoni.  La  route  precedente, 
qui  finissait  par  12,  puisque  le  cavalier  peut  sautcr  de  12  a  ces  cases  59,  M,  11  et  13,  foumira 
cts  trvmsfornit^is  * 

1  11  .32  . » » .  •  59*  12  31 .  6^  60» 

11»  32  ••■••%1*12.««*  «31 •  •  •  •  •  V2y 

et  celle-la,  puisquc  60  conduit  aux  rases  61,  59,  9;  \5,  25,  27,  13  ct  53,  nous  menera  a  plu- 
sieurs  nouvelles  routcs,  ou  les  derniercs  cases  seront  10,  V6,  26,  28,  1%  et  5». 

13.  Voila  donc  unc  source  bien  riche  d'ou  lon  peut  puiscr  quantite  dc  nouvelles  routes,  en 
ayant  une  fois  trouve  une  seule:  et  le  nombre  des  transformaUons  devient  encore  plus  granH,  quand 
on  renverse  l  ordrc  de  la  premierc  routc  en  sorte 

6*  1, 

ou  la  derniere  case  tenant  a  52  fournit  cette  transformee 

6*  52.1  51 
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et  puisque  51  donne  un  saut  &  6*,  cette  route  est  rcntrante  en  elle-memc,  mais  elle  nest  quc  la 
renveraee  de  celle  de  ci-desmis.    Qr  51  etant  Lie  avec  64,  52,  5*.  56,  26  et  50,  fournit  ces 

64  5^.51    1.52.53, 

64  56.51  1.52. .  55, 

6*  52.1   26.51   27, 

et  de  cellca-ci,  si  l'on  veut,  on  peut  cncore  trouver  quantite  dautres,  panni  leaquelles  on  ne 
manquera  pas  d'en  decouvrir  qui  sont  rentrantes  en  elles-memes. 

I*.  Or,  en  ayant  deja  trouve  unc,  qui  est  rentrantc  en  elle-memc,  comme  cst  celle  du  §  6, 
il  n  est  pas  difficile  d  cn  trouver  plusieurs  autres  de  meme  nature:  on  n'a  qu'a  arranger  lcs  cases 
en  sorte,  que  tant  la  premiere  que  la  dernicre,  se  trouve  eloignec  des  bandes,  puisqualors  l  une 
et  l  autre  permet  huit  sauto.   Ainsi,  si  nous  rangeons  Ies  nombres  de  la  routc  §  6  en  sorte 

31  64.1  30 

la  derniere  case  30  elant  jointe  a  celles-ci:  45,  59,  23,  29,  31,  13,  43,  41,  fournit  ccs  transformees: 

I.  31   45.30          1.64   46, 

II.  31   59.30  1.64  60, 

III.  31  6^.1  .  •  t  • .  _23«  30  •  •  • • « 2^  9 

IV.  31   64.1           13.30   14, 

V.  31  •  •  •  •  ♦  V3»  30  »6^  *  •  •  •  • 

VI.  31  •••■•VI  .30  •••••1*6V«*«** 

•  » «i  _  ■ 

ou  la  II  et  la  IV  sont  rcntrantcs  en  eUes-memes,  et  tant  de  celles-ci  que  des  autres  on  pourra 

trouver,  par  des  transformations  ulterieures,  plusieurs  autres.    Ainsi  la  troisieme  donne 

31  1  64.1    13.24  30.23   14 

31..  33. 24   30.23   1.64  34 

31    64.1    15.24  30.23  16. 

15.    Mais  quand  on  n'a  pas  encorc  une  route  de  la  premiere  cspcce,  voyons  comment  il  faut 

s  j  prendrc  pour  en  trouver  unc,  sans  sc  livrcr  au  seul  basard.  En  commencant  par  une  case  qnel- 

conque,  quon  conlinue  a  volonte  les  sauts  du  cavalier  aussi  loin  qu  on  pourra,  et  qu  on  mette 

dans  les  cases  qui  sont  restecs  vides,  des  lettres  qui  leur  servcnt  de  signe,  commc  dans  cette  figure: 
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Ici  j  ti  p«  continiier  U  roote  jusqua  U  case  marqu6e  par  62. 

16.  Maintenant,  ayant  62  cases  parcoorues  par  le  cavalier,  je  les  rcpresente  de  cette  maniere: 

1  62,  et  rcgardant  la  case  62  comme  la  derniere,  je  cherche  dcs  transformeea,  qui  finis- 

sent  par  dautrcs  cases,  d'ou  il  y  ait  un  passage  sur  lune  des  cases  a  ou  6.  Or  la  casc  62  com- 
munique  avcc  celles-ci  9,  53,  59,  61,  23,  11,  55  et  21,  dou  nous  tirons  ces  transformees: 

l  »  9.62  10,  doii  l'on  paase  en  « 

II.  1  . . . .  53.62  5t,  dou  1  on  passe  ea  « 

1H.  1.... 59.62..... 60 

IV.  I  ....23.62  2* 

V.  1...  11.62  12 

VI.  1          55.62  56,  dou  lon  passe  en  a 

VII.  1  ....21.62  22. 

Donc  les  routcs  I,  II  et  VI  seteodent  deja  jusipua  U  ease  a,  ct  il  n'y  reste  plus  vide  que  la  seule 
case  6,  ct  pour  la  lier  avec  les  auUres  on  n'a  qua  transformer  une  de  ces  trois  routes  par  la  meme 
methodc.    On  opererait  semblablemeiit  s «"  etait  reste  ptasiours  cases  vides. 

17.  Prenons  la  premiere  transformee 

1  9.62  10.  a 

dont  U  deraiere  case  a  conduit  a  32,  8,  52,  k2,  58,  56,  10  et  5*,  parmi  lesquelles  58  foumit 
cette  transformee 

1  9.62  58.«. 10  57 

dont  la  dcraierc  57  couduit  a  la  case  6,  de  sorte  qua  present  lc  c&valier  aura  parcouru  toutes  les 
ayant  commence  sa  course  en  1 ,  et  Cni  en  6. 


* 

1   9.62  58.«.  10  57.0. 


Mais  cette  route  nest  pas  rentrante  en  elle-memc.  Pour  lui  procurcr  cet  avantage,  cherchons  de 
nouvelles  transformees,  la  dernicre  case  6  conduisant  a  ces  cascs  57,  25,  W,  dont  25  donne  cctte 


1   9.62  58.«. 10  25.6.57  26, 

oii  la  derniere  conduit  a  37,  25,  51  et  27.  Or,  aucune  ne  fournit  unc  route  de  la  secoode  espece. 
Prcnons  donc  V3: 

i  9.62  58.«.  10  V3.6.57  U 

dont  la  dernierc  iV  conduit  h  V3,  51,  29  et  '*5,  dont  aucunc  ne  donne  immediatement  une  route 
rentrante  en  elle-raeme. 

18.    II  faudra  donc  passcr  a  de  nouvcllcs  transformees,  et  pour  quc  cela  se  puisse  faire  plus 
il  scra  bon  dc  presenter  U  route  trouvec  de  la  premiere  especc  par  lordre  naturel  des 
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ou  la  route  etant  reprfeentee  en  sorte 

1  6*, 

et  la  derniere  case  64  conduisant  a  63,  31,  49,  on  aura  deux  transfonnees 

I.  1  • . . . .  31 .64  .  •  •  • .  32 

II.  1.....49.64  50, 

car  )a  caae  63  ne  change  rien  dans  la  propos^e. 

19.   Puisquil  ny  a  que  deux  cascs  qui  aboutissent  a  la  premicre  t, 
pour  avoir 


I.    32  64.31  I 

0.   50  .  •  •  •  •  6% • fc9  •  •  ♦ .  •  i 
la  derniere  I  conduisant  a  2  et  18,  nous  en  tirons  ces  deux 

A.  32...  64. 31...  18.1  ...17 

B.  50. ..61.19...  18.1  ...17 

od  la  derniere  17  conduisant  a  16,  10,  11  ct  18,  nous  obtiendrons 

C.  32... 6V. 31 ...  18.1 ...  10.17. ..  11 

D.  50...  64. 49... 18.1 . 

E.  32... 6%. 31  ...18.1  . 

F.  50...  64. »9...  18.1  . 
La  derniere  11  conduit  a  46,  58,  12,  20,  2, 

6.  32...  46. 11 


.. 10.17... 11 
.. 14.17... 15 
. 14.17... 15 

18,  62  et  10,  et  donne 


.17. 10. ..1.18. ..31. 64. ..47 

H.  50  ...  64.49  ...  46.  II  . .  17. 10  1 .18  ...  45 

J.  32...  58. 11  ...17. 10...  1.18 •..31. 64...  59 
K.  50.... 18. 11... 17. 10... 1.18...  49. 64...  59 
L.  32... 64. 31... 20.11.. 17. 10... 1.16.19 
M.  50... 64. 49... 20. 11  ..17. 10...  1.18. 19 
N.  32... 64. 31... 18.1.2.11  ...  17. 10... 3 
O.  50..  .64.49  ...  18. 1 .2.11 .. .  17.10 ...  3 
P.  32...  62.11 ...  17. 10... 1.18..  31.64.63 
Q.  50... 62. 11  ...17.10... 1.18... 49.64.63. 
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20.  Or  E  et  F,  dont  la  derniere  case  15  conduit  a  33,  8,  58,  %8,  1%,  62,  16  et  60,  don- 

g.  32  ...  38.15  ...  17.  1%  ...  1 . 18 ...  31 .6*  ...  39 

h.  50... 6». 19... 38. 15..  17.1%....  1.18... 37 

i.  32...  6%.  31  ...  18.1  ....8.15...  17......  9 

k.  50... 6%. %9.  ..18.1  8.15...  17.1».... 9 

l.  32...  58. 15...  17.14...  1.18...  31.6%...  59 
m.  50... 58. 15... 17.1%...  1.18  . . .  »9.6»  . ..  59 
n.  32...  »8. 15... 17.1%... 1.18...  31.6%...  »9 
o.  50..  .6%.%9.%8  15...  17.1%...  1.18... %7 

p.  32... 62. 15  .. 17.1%...  1.18...  31. 6%. 63 
q.  50... 62. 15... 17.1%...  1.18...%9.6%.63 
r.  32. ..60. 15. ..17.1%...  1.18. .  31. 6%. ..61 

«  i 

s.  50.  ..60.15  ...  17.1%  ...  1 .18  ...  %9. 6%  ...  61. 
Mais  parmi  toutes  ces  transformecs  il  ne  s'en  trouve  |>as  encore  une  qui  soit  rentrante  eo  clle- 
meme,  mais  leurs  transformces  ulterieures  en  fourniront  asset 

21.  Prenons  la  route  indiquec  par  la  lettrc  G,  ou  la  derniere  casc  %7  communiquant  avec 
cellcs-ci:  26,  %6,  %8,  %%,  18,  »2,  28  et  16,  les  derniercs  cascs  quon  aura  par  ccs  transforma- 
tions  seront:  27,  11,  %7,  %5,  19,  »3,  29  et  17,  dont  %3  communique  ayec  la  premicre  32,  ct 
donne,  par  consequent,  cctte  routc  rcntrante : 

32...%2.%7...6%.31...18.1 ...  10.17... 11. %6...%3 
laquelle  pourra  donc  etre  reprcseotec  cn  sorte 

1  ...  10.17...  11.%6...%3.32...%2.%7...6%.31  ...  18, 
et  marquant  les  cases  par  lordre  naturel  des  nombres,  on  aura  cctte  route  rentrante: 


30 

55 

46 

9 

28 

57 

40 

J_ 

47 

12 

89 

56 

45 

8 

"«7 

56 

54 

31 

10 

13 

18 

41 

6 

39 

11 

48 

33 

42 

15 

44 

59 

26 

32 

53 

14 

 1 

17 

34 

19 

38 

5 

49 

64 

51 

SO 

43 

16 

25 

60 

« 

81 

3 

35 

62 

23 

« 

37 

1 

50 

63 

22 

3 

36 

61 

«4 

22.  La  route  indiquee  par  ]a  lettre  H  ayant  %5  pour  sa  deroiere  case,  les  cases  communi- 
qnantes  sont:  6  ,  36  ,  22,  %,  20,  %%,  56,  %6 

et  les  dernieres  seront:  5,  37,  23,  3,  21,  %5,  57,  11 
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•*  57  coinmunique  arec  la  premierc  50,  ddd  remlte  cettc  roote  rentraatc: 

50 ...  56.45  ...  18 . 1  ...  10. 17  ...  11 .  46  ...  49.64 ...  57 

1  ...10. 17. ..11.46...  49.64... 57. 50... 56. 45...  18. 
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55 

26 

» 

44 

57 

34 

7 

28 

li 

43 

M 

27 

8 

45 

58 

54 

41 

10 

13 

18 

35 

6 

33 

tl 

24 

19 

36 

15 

28 

59 

46 

53 

14 

17 

20 

37 

32 

5 

23 

64 

51 

38 

29 

16 

47 

60 



52 

39 

2 

21 

62 

4» 

4 

31 

1 

32 

63 

50 

3 

30 

61 

48 

qui  ne  diflere  pas  beaucoup  de  U  precedente. 

23.  Les  routes  indiquees  par  /  et  K  ayant  )a  derniere  case  59,  on  aura 

les  cases  communiquantes :  54,  6  58,  56,  10,  60 
les  derniores  pour  J  seront:  55,  5,  11,  57,  9,  59 
Or  les  deraieres  pour  A':        55,  5,  11,  57,    9,  59 

ddu  nous  tirons  encore  deux  rcntranies,-^  pnisque  57  communique  tant  avec  32  quavec  50,  savolr 
32... 56. 59... 64. 31...  18.1  ...  10.17  ...  1 1 .58.57 
50... 56/59... 64. 49... 18.1  ...  10  17...  11.58.57 

qui  pourront  etre  representccs  en  sorte 

1  ...  10.17... 11.58.57.32. ..56.59... 64. 31 ...18 
1  ...  10.17  ...  11. 58. 57. 50...  56. 59...  64. 49  ...  18. 

Dc  meinc,  les  rootes  L  et  M  Gnissant  par  19,  on  aura 

les  cases  communiquantes  avec  19    „    „    30,  18,  44,  20  "~! 
de  la  les  dernieres  pour  L   „    „    „    „    29,  19,  45,  II 
pour  M  ,  ,    29,  19,  43,  II 

oii  il  n'y  a  aucune  rentrante.   Les  routes  N  et  0  Onissant  par  3,  on  aura  par  rapport  a  cetle 

deroiere: 

les  cases  communiquantes  „  „  „  „  2,  44,  12,  4 
alors  la  deraiere  devient  pour  N   „    „  II,  45,  13,  3 

pour  0   „    „  II,  43,  13,  3 

ou  il  ny  en  a  point  non  plus.  ■ 

24.  S'il  valait  la  peine,  on  pourrait,  en  poursuivant  ccs  transformations ,  trouver  plusieurs 
autres  routes  rentrantes  en  eues-memes,  et  on  ne  manquerait  pas  de  decouvrir  des  moyens  pour 
abrrger  les  operattons,  en  achevant  deux  ou  plusieurs  a  Ja  fpis,  afin  quon  arrive  plus  tdt  au  but 

L  E.l.li  H«n  Lk 
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proposc.    Aussi  nest  ce  pas  moo  dessein  dassigner  toutes  les  routes  possibles  qui  soieat  rentrsntes 

en  clles-memcs,  ce  qui  serait  un  ouvrage  aussi  penihle  quinutile;  jc  me  eontcntc  davoir  donn* 
une  methode  sure  pour  trouver  autant  dc  routes  quon  voudra,  methode  dont  1'application  nest 
pas  difficile  en  chaquc  cas.  Mais  on  peut  ajoutcr  a  la  question  principale  cncore  des  condiuons 
qui  la  rendent  plus  curieuse:  comme,  si  l'on  cxigeait  quc  lcs  notnbres,  qui  se  trouvent  dans  dcs 
cases  opposccs,  aient  entreux  la  nithne  difference  qui  doit  etre  32,  commc  etant  la  moitie  du  nombre 
de  toutes  les  cases.  Or,  chaque  casc  en  a  une  qui  lui  cst  opposee,  de  sorte  quc  la  ligne  droite 
tiree  par  les  centres  dc  ces  deux  cases  divise  le  quarre  en  deux  porties  egales.    On  demande  donc 

que  les  nombres  33,  3V,  35,  36  6V  sc  tronvcnt  a  lopposite  des  nombrcs  1,  2,  3,  V . . .  32. 

25.  Pour  trouver  de  telles  routes  diagonales,  on  n'a  qua  commenccr  par  ecrire  les  nombres 
I,  2,  3,  *  etc.  conformement  a  la  marche  du  cavaner,  et  a  mesure  qu'on  eerit  ces  nombres.  mettre 
les  nombres  33,  3V,  35,  36  etc.  dans  les  eases  opposees,  et  poursuivre  cet  arrangcment  tant  quon 
pourra:  comme  on  peut  le  voir  par  la  figure  ci-joiote 


10 

29 

48 

35  j  8 

31 

46 

33 

49 

•16 

9 

30 

47 

34 

7 

58« 

28 

11 

A 

C 



u 

/ 

45 

32 

19» 



37 

50 

- 
B 

« 

6 

59 

44 

12 

38 

E 

d 

b 

18 

5 

51«,  64 

13 

F 

c 

« 

43 

60 

26  •  39 

J,  — i 

TJ 

45 

62 

41 

4 

17 

' ' " 

63 

40 

3 

16 

61 

«1 

lci  j'ai  pu  continuer  fa  suite  des  nombres  1,2,  3,  jusqua  19,  et  celle  dcs  nombres  33,  3t,  35, 
jusqua  51.  Mais  en  retrogradant  je  suis  passe  de  f  par  6V,  63  jusqua  58,  et  de  33  j'ai  pu 
rcculer  jusqua  26.  Douze  cascs  sont  rcstees  vides;  je  les  remplics  dcs  leltres  A,  o,  B,  b,  C,  c, 
D,  d,  E,  e,  F,  f,  disposees  par  des  eases  opposees. 

26.    INous  avons  donc  deux  series  scparecs  de  eases  qui  se  suivent  selon  la  marche  du  cavalier: 

58  *  •  .  • .  6%».  I  . . . . .  Id 

26  51. 

La  casc  19  aboutissant  a  6,  nous  aurons  ces  transfonnces  qui  pourront  etrc  continuecs  plus  lolnr 

58  6V .1  6.19.....  7 .f. B .d. C ', 

26  38.51   W.F.b.D.c. 

Maintenant,  la  case  C  communiquant  aux  cases  de  la  premicre  suite  8,  6,  d,  ne  fournit  pas  de  nou- 
velles  transformations  Mais  retranchons  les  deux  dernieres,  et  puisquu*  suffit  de  transformer  une 
seule  sulte ,  paree  qw  1'autre  en  est  determmee,  prenons  la  premiere 

58   6%.l  6  19. .  ..l.f.B 

ou  B  abotitissant  h  12  donnc  cette  transformee  a  conUnuer 
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5«.  ..6*.  I  ...6.19...  t2.ff.f7.  .  ll.D.c. 
Or  c  rtant  communicable  a  16,  on  aura 


-<;  n 


58...  6*.  t  ...6.19...  l6.cD.lt  ...  7. /\lr.  12. ..  15. a.E; 


et  Vi 


26  .....  38.5 1  V8.  C.d. V3  . . . . .  39 . F.6. VV . . .  V7 . .4 . e, 

ou  toutcs  les  cascs  sont  coinprises. 

27  Maintcnant  il  faut  lier  ces  deux  suites  ensemble,  en  sorte  que  la  fin  de  l'une  aboutisso 
au  commencement  de  1'autre.  Pour  cet  effet,  transformons  la  premiere  dont  la  fin  E  conununique 
avec  la  case  62,  et  la  fin  devenant  alors  63,  sera  coherente  avec  le  commencemcnt  de  1'autre  26. 
Cette 


58...62.F.a.l5...  i2. B.f.7  ...  it. D.cAG  .. .  19.'6  . . .  1 .6V.63 
26...  30.«  A.Vl...  VV.6.F.39..  %3.<f  .C.18. ..  51.38  ...  .31 

et  douec  de  la 


prescrite: 


14 

59 

43 

35 

16 

31 

54 

33 

41 

3« 

15 

1  

58 

l  

55 

34 

17 



30 

|60 

13 

56 

43 

18 

53 

33 

7 

37 

40 

t» 

13 

57 

6 

39 

58 

so 

38 

85 

** 

51 

8 

5 

39 

64 

31 

50 

34 

45 

38  1 

1 

68 

49 

3 

33 

36 

47 

* 

1 

33 

63 

48 

10 

37 

46 

28.    Ayant  trouve  une  seule  route  de  ccttc  naturc,  i)  est  aise  de  la  transformer  en  plusieurs 
differentes  cn  lui  conservant  la  meme  propriete.    Car,  de  quelquc  maniere  quoi 

la  suite  rentrante  des  nombres  1  6V  cn  deux  moities,  lune  conticnt  toujours  les  cas 

de  1'autre,  comme  on  peut  le  voir  par  ces  bissections: 


I  . 

33. 


.32 
.  6V 


V  35 

36. ..64.1. .3 


a  2V 


2  33  |    3  3V 

3V...6V.1  35  ..6V.1.2 
ou  les  deux  moities  sont  toujours  coherentes.  v  Mainlenant,  on  n'a  qu  a  prendre  une  telle  bisseclion 
a  volonte,  et  transfonncr  les  deux  moities  semblablement,  jusqua  ce  quellca  redcviennent  cohe- 
rentes.  Ainsi,  prenons  la  moitie  3....3V  dont  le  bout  3V  communiquant  a  7  donne  la 
formee  3  ...  7. 3V  ...  8,  et  par  rcnvcrsemcnt  8  . . .  3V.7  . . .  3  dont  le  bout  3 

donne  8  2V .  3 . . .  7 .  3V  25 ,  et  1'autre  moitie  sera 

VO         56.35  ...  39.2.1 .6V  57 

qui  sont  coherentes  pas  leurs  bouU  25,  VO  et  8,  57.    Noua  pourrons  donc 
cette  nouvclle  route 

1. 2. 39...  35. 56...  VO. 25....  32 
33.3V.7  3.2V  8.57....6V. 
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29.  La  meme  moitie  3  34,  puisque  le  premier  bout  3  coaununique  i  2*.  donne  par  I. 

transformation: 

23  3.24  34, 

et  34  cominuniquant  a  7,  donne 

23  .  •  • .  •  7  •  3 V  •  * . .  •  24 .  3  ...  6 

et  1'autre  moitie  sera 

55  39 . 2 . 1 . 64  ...  56 . 35  ...  38 

qui  est  coherente.  Par  consequcnt,  nous  aurons  une  route  rcpresentee  par  ces  deux  moities: 

1 .2.39  • .  • .  *  55.6  •  •  •  3*2^  . .  •  • .  32 

33.34.7  23. 38..  35. 56....  64. 

La  moitie  4  35,  a  cause  de  la  communication  du  bout  35  avec  18,  donne 

4          18  35    19 

qui  est  deja  coherente  avec 

36  50.3  . .  1 .64  51 

dou  nous  tirons  cette  route 

1  ...  3  ■  50           36 .19    32 

33  • • 35 • 1 8 . • • • .  •  4 • 5 1 •••■■ 64 
et  dautres  transformations  dc  la  meme  moitie  donnent 

1  ...3. 50...  43. 36. 19...  23. 10...  5.24...  32 
33  ..  35 . 18  ...  1 1  .  4  .  51  ...  55 . 42  ..  37. 56  ...  64. 

30.  Voila  donc  quatre  autrcs  routes  qui  ont  la  raeme  propriete  que  celle  du  §  27: 
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31.    A  cette  condition  des  cases  opposoes  on  pcut  encore  ajouter  celle-ci,  que  la  premiorc 

moitie  des  nombres  1  32  remplisse  seulc  la  moitie  du  quarre,  en  partageant  le  quarre  par 

une  ligne  parallele  a  un  cdte 




33- 
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en  sorte  que  les  nombres  i  32  se  trouvent  tous  au-dessous  de  la  ligne  c//tf ,  et  Ies  autros 

33  61  au-dessus.   II  feut  donc  que  J  unit*  se  trotrre  pres  de  la  ligne       afin  quelle  puisse 

conununiquer  avec  le  nombre  6*  qui  se  trouvera  au-dessus. 

32.  Commen^ons  donc  par  mettrc  lunite  a  une  telle  case  quelconque,  et  en  vertu  de  I'op- 
position,  la  case  du  nombre  33  sera  aussi  determinee,  et  il  faudra  faire  en  sorte  quelle  conununique 
avec  celle  qui  conliendra  le  nombre  32  au  dessous  de  la  ligne  w/9.  En  essayant  une  teHe  dispo- 
sition,  je  suis  parvcnu  jusquau  nombre  28,  et  j'ai  ecrit  dans  lcs  cases  vides  les  lettres  a,  6,  c,  d, 

pour  l'arrangement  desquelles  je  fais  les  transformations  suivantes.   La  suite  1  28 ,  puisque 

•28  aboutit  a  27,  25,  II,  17,  donnc  ces  transformces: 

"  I.    I  25. 28...  26 

II.   I  11.28  12 

III.  1  17.28  18 

dont  aucune  ne  s  etend  a  une  des  cases  vides.  Mais  apres  plusieurs  transformations  on  parvtent  a 
celle-ci  qui  compreod  toutes  lcs  cases: 

1  . .  ..8.23  .  21. 18.. 20. 6. 2*..  .28.17  S.a.c.rf. 

qui  se  tramforme  cnfin  en  celle-ci 

1  ....8. 23..  21. 18..  20  6.21...28.17..  t5.d.c.«.9....1t 

dont  la  fin  tk  communiquo  avcc  k  commencement  33  de  lautre  moitie  au-dessus  de  la  Hgne  o£: 
et  la  fin  de  celle-d  6V  communiquera  d  elle  meme  avec  la  case  1. 

33.  Voici  donc  cette  route  representee  en  son  entier: 
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et  il  est  non  seulement  aisc  den  trouver,  par  la  m_me  methode,  ptusieurs  autres,  mais  on 
transformer  celle-ci  en  plusieurs  manieres,  dont  voici  quelques  unes: 

7.  1.8  32 

7  1.8  25 . 32 ....  26 

15  10.7  1.8.9.16.  ..21.2*  32.23.22 

incore  renverser,  de  meme  qne  la  primitire,  en  la  representant  en  sorte  32  1. 

3*.    Voila  donc  encore  queiqucs  rontes  de  cette  espece: 
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35.  Jusqutci  jai  comldere  la  qaestion  telle  qu  elle  avait  ete  proposeO  ponr  lechiquier  ordi- 
naire  divisc  en  6V  cases.  Or  comme  ce  nombrc  est  trop  gTarxl,  poor  quon  puissc  concevoir  toutes 
les  varietes  qui  y  peavent  avoir  lieu ,  -  il  sera  bon  de  comiderer  aussf  quelques  Ggures  plus  simples, 
qui  contiennent  uu  moindre  nomlire  de  cases  que  le  cavalier  d'cchecs  doive  parcourir.  Or,  d*abord 
il  est  evident,  qne  ni  un  quarrc  de  k,  ni  un  de  9  cascs  n'y  est  propre:  mais  on  verra  qu'on  ne 
saurait  reussir  non  plus  dans  on  quarre  de  16  cases. 
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Car,  de  quclque  maniere  quon  s'y  prcnnc,  il  restera  toujours  une  case  angulaire  vide,  et  oq 
saperccvra  bientot,  que  toutes  les  transformations  qu'on  puissc  faire  ne  sont  pas  capables  de  la 
remplir.  U  cst  clair  quon  devrait  commcncer  et  finir  par  un  coin:  et  partant  deux  des  quatre 
cases  du  milieu  scront  d  abord  rcmplies,  et  lcs  deux  autres  devraicnt  Hre  gardees  jusqua  la  lin, 

M  < 

ce  qui  ne  se  peut  pas. 

36.  Le  premier  qnarre  donc  que  le  cavalier  puisse  parcourir,  est  celui  de  25  cases,  qu'on 
pourra  rcmnlir  moyenrtant  les  nemcs  regies,  en  cas  quon  no  reussisse  point  au  premicr  essai. 
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Or,  la  marche  du  cavalier  produit  toujours  cetle  propricte  que  les  nombres  pairs  et  impairs  se  suivent 
alternativemeat,  comme  on  peut  lc  voir  par  toutcs  les  figures  rapportees  jusquici.  D  ou  U  est 
evidcnt  quc  la  dernicre  casc  contenant  25  ne  saurait  jamais  communiqucr  avec  la  premicre  I :  et 
partant,  il  est  impossible  de  trouver  une  route  rcntrante  cn  ellc-meme  dans  )e  quarre  de  25,  ni 
dans  aucune  autre  (Igure  qui  contient  un  nombre  impair  de  cases.  On  comprend  de  la  aussi,  quon 
ne  saurait  jamais  commcncer  par  une  casc  qui  contient  un  nombrc  pair;  car  de  quelque  maniere 
quon  transforme  cette  roule,  les  nombres  pairs  tomberont  toujours  dans  les  menies  cases,  et  les 
cases  anguiaircs  contiendroot  des  nombros  impairs.  Dans  ce  quarrc  dc  25  il  cst  aussi  clair,  qn'U 
faut  absolumcnt  ou  commencer  ou  finir  par  uoc  case  angulaire. 

37.    Mais  voyons  aussi  les  transformations  qu  on  peut  tircr  de  cette  route  1  25  trouvee 

du  quarre  de  25  cases.  Or,  la  demiere  communiquant  aux  cases  20,  10,  16,  22,  12,  18,  2»  et 
H,  fournit  ces  tran&formees: 
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I.    1  20. 25....  21,  II.    I   ...10.25  II, 

III.   1  ....  16.25  17,  IV.   1  ....22. 25....  23, 

V.   1  12.25....  13,  VI.  1  18.25  19, 

VU.  1  25,  VUL  1  ......25....  15. 

Donc,  commencant  par  la  caae  angulaire,  on  pcat  finir  par  lune  quelconque  de  ces  cases  21,  II, 
17,  23,  13,  19,  25,  15.   Mais  la  premiere  donne  encore  ces  transformoes : 

a.    1  6. 21...  25. 20        7,  6.    1.2.21   25.20  3, 

et  les  autres  celles-ci 


c. 

1 

.2.11 ...25.10.. .3 

d. 

1  ...8.11  ...25.10.9, 

e. 

1 

..  .fr. 17.. .25. 16.. 

•  5, 

f. 

1  ...8. 17. ..25. 16. ..9, 

II- 

1 

...V. 23... 25. 22.. 

•  5, 

h. 

1.2.23...  25. 22....  3, 

i. 

1 

...6. 13.. .25. 12.. 

.7, 

L 

1.2. 13. ..25. 12...  3, 

1. 

1 

•  ..6.19...  25. 18  . . 

•  7, 

m. 

1         19.  ..25. 18.  ..5, 

n. 

1 

...6. 15.  ..25.».. 

•7, 

0. 

1  ...8. 15. ..25  ».  ..9, 

ere 

5  C 

ases  sont  3,  5,  7,  9. 

38.  Puisquc  lcs  cascs  angulaircs  3,  5,  7  ne  communiquent  qua  deux  autres,  clles  ne  four- 
nissent  point,  par  notre  metbode,  de  nouvelles  transfonnees.  Considerons  donc  celles  qui  finisscnt 
par  9,  et  nous  tirerons  ces  transfonnees: 

p.    1  ...».9.10.25. .11. 8...5,  q.    1  ...6.11  ...2^.9.10.25, 

r.    1  .  ..%.9...  16.25.  . .  17.8..  5,  s.    1  . . .  8. 17 . . .  2%.9  . . .  16.25, 

/.    1  . . .  *.9  .. .  ».25  . . .  15.8..  5,  u.    1  ...8. 15. ..2%. 9.. .».25. 

Maintenant  ccs  nouvelles  routes,  qui  finissent  par  25,  nous  conduisent  k  d  autres  transformees,  et 
nous  parvicndrons  a  plusieurs  autres  routes  qui  finissent  par  une  quelconque  des  cases  qui  sont 
marquees  dcs  nombres  iropairs:  d  ou  l  on  voit  qu  en  commcncant  par  la  casc  angulaire  1,  on  peut 
finir  par  quelquc  casc  marquce  d*un  nombrc  impair  qu*on  voudra,  et  cela  en  plusieurs  manieres 
diff&rentes.  Ensuite,  chaquc  route  pouvant  etre  rcnversee,  le  nombre  de  toutes  lcs  routes  possibles 
dcviendra  cxtrememcnt  grand. 

39.  Ici  on  peut  encore  ajoutcr  cette  condition :  que  les  nombrcs  qui  se  trouvent  en  deux  cases 
opposccs,  fasscnt  partout  la  mcmc  sommc,  savoir  26.  II  faut  donc  que  la  premicre  et  derniere 
cases  se  trouvent  en  des  angles  opposes;  et  pour  trouver  unc  telle  route,  on  n'a  qua  commencer 
k  remplir  le  quarrc,  et  mcttrc  a  1'opposite  de  chaque  nombrc  son  complement  a  26,  et  continuer 
aussi  loin  quon  pourra 
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en  conservant  la  m 


du  milieu  doit  contenir  13,  on  ne 


853 
;  et 


L    t . . .  %.  f  1  .  ..5.H.18.12.2t  ...  15. 22...  25, 

II.  1  ...t.7..5.H>..  t8.18.8...  12.21  ..  19. 22..  25, 

III.  t...».2l  .....U. 18. 12...  5. 22...  25, 

IV.  I  . . .  5.  lt . . . .  20.1». 6  . . .  12.21  ...  25, 

V.  1        11. 12.21     .  16.18. 10  ...  5.  U.  15.22  ...  25, 

VI.  t  ..  t.7...  12. 21 .20. 18. 6. 5. U...  19.22...  25, 

VII.  I  . .  t.21 . 12 . . . .  6. 18.2U  . . .  ft.5.22 . . .  25. 

tO.  Dans  toutes  ccs  variations,  tant  ]es  quatre  premiers  nombres  f  . . .  %  que  les  quatre  der- 
niers  22...  25,  avec  celui  du  milieu  13,  demeureiit  invariables,  de  sorte  que  les  vamtions  oe 
s'etendent  que  sur  les  autres.  Dou  il  semble  aussi  que  la  route  trouvee  avec  les  sept  variations 
epuisenl  entierement  cette  cspece:  voici  donc  toutes  ces  huit  routes  representees  a  la  fois: 
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quelles  remplissent  un  quarre  de  100  cases,  en  sorte  que  la  route  devienne  rentrante  eo  ello-meme. 
Voici  un  tel  quarre  de  100 
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ofi  1««  oomlires  sont  disposes  en  quatre  quartiers  dont  chacun  contient  1a  mtme  route. 

*2.    Avant  que  de  Gnir,  jajouterai  encore  quelques  autres  figures,  et  parmi  les  rectangulaires, 
la  plus  simple  que  le  cavalicr  puisse  parcourir  est  He  12  cases,  la  largeur  contenant  3,  et  la  lon- 
k,  dont  voici  quelques  routes: 
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Mais  on  voit  aisement  que  des  routes  rentrantes  ne  sauraient  ici  avoir  lieu.  Si  la  Iargeur  contient 
trois  cases,  et  la  longueur  5  ou  6,  il  est  impossible  de  Ies  parcourir:  mais  donnant  a  la  longueur 
7  ou  plusieurs  cases,  on  pourra  reussir,  pourtant  sans  rentrer: 
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Or,  si 


a  la  largeur,  et  5  ou  plusieurs  a  la  longueur,  on  aura  ces  routes: 
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kZ.    Jusquici  Ies  routes  rentrantes  en  elles- 


pas  avoir 


a  la  largeur,  et  6  a  la  longueur,  on  pourra  aussi  remplir  cette 
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quil  11  v  ait  pas 


- — ■ — ■ 

3 

1  1 

90 

.. 

34 

B 

1» 

30 

31 

6 

15 

38 

19 

13 

39 

4 

19 

14 

25 

.  Li 

16 

39 

31 

8 

33 

8 

ir 

6 

|  33 

31 

8 

» 

18 

37 

38 

11 

30 

15 

36 

— 
• 

1— 

36 

17 

36 

13 

4 

1 

33 

37 

10 

7 

16 

33 

3 

11 

34 

35 

i 

71 

10 

33 

34 

13 

ou  cetle  autre 


est 


carre  de  3G 


,  et  la  route  est  non 


mais  les  nombres  dans  les  cases  opposees  ont  partout  la 


difference  dc  18. 


\\.    Mais,  sans  se  borner  aux  figures  rectangulaires ,  on  peut  former  a  volonte  quantite  dautres 
figurcs,  ou  le  cavalier  peut  passer  par  toutes  les  cases:  j'en  ajouterai  quelques  unes,  qui 
plus  simples,  ct  qui 
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XXV. 

De  iiumerls  priniis  valde  inagnls. 

(N.  Commem.  IX.  176«  -  63  p.  99.  Exbih.  1760.  Dcc.  1.) 

* 

Vix  ullus  reperietur  geometra,  qui  non,  ordinem  numerorum  primorum  investigando ,  haud 
parum  temporis  inutiliter  consumserit:  videtur  enim  lcx,  qua  numeri  primi  progrediuntur,  in  arith- 
metica  aequc  abstrusae  esse  indaginis,  atque  in  geomctria  circuli  quadratura:  ac  si  liujus  indagatio 
pro  despcrata  est  habenda,  non  lcviores  adsunl  rationcs,  quae  et  ordinis,  quo  numcri  primi  se 
invicem  sequuntor,  cognitionem  nos  in  perpetuum  fugere  persuadent.  Cum  deinde  etiam  circuli 
qoadratura,  quamvis  innotesceret,  vix  quicquam  utilitatis  allatura  perhibeatur,  eodcin  jure  negare 
licebit,  cx  ordine  numcrorum  primorum  perspecto  ullum  iisum  csse  redundaturum.  Verum  tamen 
nemo  facile  dubitabit,  quin  methodus  ipsa,  quac  nos  vel  ad  circuli  quadraturam ,  vel  ad  legem 
progTcssionis  numerorum  primorum  manuduceret,  quoniam  hae  res  tam  diu  frustra  sunt  anqnisitae, 
eximium  nsum  sit  praestatura,  propterea  quod  maxima  impedimenta  quibus  hae  investigationes  adhuc 
fuerunt  implicatae,  feliciter  superaverit;  ita  ut  inde  omni  jure  summa  subsidia  per  totam  mathcsiu 
nobis  polliceri  possemus.  Haec  idco  monenda  duxi,  ne  quis  eos,  qui  forte  in  ^oc  studio  desuda- 
verint,  reprehendendos  censeat.  Ac  profecto  natura  numerorum  primorum,  cum  ex  iis  modo  tam 
admirabili  omnes  numcri  componantur,  pcr  sc  pracclarissima  videtur,  et  quo  magis  adhuc  in  pro- 
prietatcs,  quibus  sunt  praeditae,  penetrarc  licuit,  eo  magis  haec  doctrina  digna  censeri  debct,  cui 
excolcndae  plus  opcrae  tribuatur,  quam  nunc  quidem  plerumque  (ieri  solet.  In  hoc  autem  studii 
genere  inprimis  excelluit  acutissimus  quondam  Fermatius,  cui  plurimae  insignes  numerorum  pro- 
prietates  acceptae  sunt  refercndae;  neque  parum  est  dolendum,  quod  ejus  scripta  post  mortem  ita 
interciderint,  ut  plurimorum  UieoreniaUim  demonstrationes,  quas  se  adinvcnissc  asseveraverat,  adhuc 
.  nobis  sint  ignotae.  Htc.  perspicacissimus  vir  in  doctrina  numerorum  primorum  etiam  non  mediocriter 
laboravit,  alque  problema  se  dignissimum  olim  Wallisio  proposuerat,  quo  modum  requirebat, 
numerum  primum  dato  quovis  numero  majorem  assignandi.  Crcdebat  quidem  Fermatius,  se  hujus 
problematis  solutionem  in  potestate  habere,  dum  affirmaverat,  omnes  numeros  in  hac  forma  2"  4-  1 
contentos,  si  quidem  exponens  n  ipse  fuerit  potestas  binarii,  esse  numeros  primos.  V>nim  tamen 
eo  erat  candore,  ut  negaret,  se  hujus  asserti  demonstrationem  habcre,  eliamsi  de  ejus  veritate 
minime  dubitaret.  Perspicuum  autem  est,  si  haec  forma  2"-»-  1 ,  sumendo  pro  n  quasvis  binarii 
potestates,  semper  numeros  primos  exhiberet,  problema  propositum  perfecte  fore  soluturo.  Quocunque 
enim  numero  proposito,  non  solum  una,  sed  innumerabiles  potestales  binarii  assignari  polerunt 
quae  loco  exponenlis  n  posilae  praehiturae  sint  poteslates  2"  ilato  illo  numero  majores,  ad  quas  si 
unitas  adjiceretur,  haberentur  utiqne  totideui  nunwri  primi  rlato  illo  numero  majores.    Hanc  aulem 
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rtfulam  a  Fernatio  prolaUm  veritati  non  esse  consentaneam ,  jam  ante  plures  annos  animadverti. 
Cum  enim  pro  omnibos  casibus  inter  centena  millia  subsistentibus  satisfaceret,  qui  sunt: 

2'-r-l  =  3;  2*+ 1  =  5;  2«-h  f  =  17;  * -\- 1  =  257;  2"+  1  =65537 
statim  sequentem  casum  2M4-  1  =  *29i%7297  non  essc  primum  inveni,  sed  divisibilcm  per 
numerum  6%l.  Quare  cum  etiam  de  sequentibus  majoribus  numeris,  ex  hac  formula  natis,  incerti 
simus,  utrum  sint  primi,  nec  ne?  hinc  nihil  plane  adjumenti  consequimur  ad  problema  memoratnm 
solvendum.  Ac  primo  quidem  nullum  est  dubium,  quiu  proposito  numero  quantumvis  magno, 
infioiti  adeo  cxistant  numeri  primi  illo  majores;  postquam  jam  ab  Euclide  est  demonstratum 
omnium  numerorum  primorum  multitudiaem  esse  infinitam,  etiamsi,  ut  ego  ostendi,  haec  numero- 
rum  primorum  multitudo  se  habeat  ad  multitudinem  omnium  prorsus  numerorum,  ut  unitas  ad 
infinitum,  seu  potius,  ut  logarithmus  numeri  infiniti  ad  ipsum  hunc  numerum  infinitum,  quod 
posterius  infinitum  majus  est,  quam  postestas  quantumvis  magna  illius  infiniti.  Solutionis  quidem 
hujus  problematis  compotes  fieremus,  si  loco  formulae  2"-}-  1  aliam  formulam  indefinitam  detegere 
llceret,  quae  nonnisi  numeros  primos  coroplecteretur ;  sed  ctiamsi  fortasse  talis  reperiatur,  quae  vel 
centum  numeros  primos  suppeditaret ,  tamen  ei  aeque  parum  confidere  possemus  pro  sequcntibus,  nisi 
fortc,  quod  autem  vix  est  expectandum,  firma  demonstratio  exbiberi  queat.  Nulla  certe  progressio 
algebraica  datur,  cujus  omnes  plane  termini  in  infinitum  crcsccntcs  futuri  sint  numeri  primi.  Sumto 
enim  termino  quocunque,  inter  sequentes  semper  infiniti  termini  ejusdem  seriei  assignari  poterunt, 
quae  omnes  per  illum  dividi  queant,  quod  theorema  ita  demonstro: 

Theoremaw  Nulla  datur  progressio  algebraica,  cujus  omnes  termini  sint  numeri 
primi. 

Demonatratlo.  Cum  progressio  sit  algebraica,  posito  ejus  termino  indici  x  respondente 
=  X,  erit: 

X  =  a  +  8x  +  yx*  +  dx*+  tx'  +  £x'     ijx«  -f  etc. 

Posito  crgo  termino  indici  a  respondente  =  A,  ut  sit 

A  =  a  +  3a  +  ya*+  fa*  -f  fa*  -f  £as  +  -ija«  +  etc. 
si  capialur  x  =  nA  ~\-a,  fiet  lerminus  isti  indici  respondens  X  utique  per  A  divisibilis.  Omnes  ergo 
progrcssioois  propositae  termini,  qui  iodicibus  in  hac  forma  nA  +  a  contentis  respondent,  non 
erunt  numeri  priini,  neque  ergo  ulla  hujusmodi  progressio  meros  numeros  primos  complectetur. 
Q.  E.  D. 

Verum  etiamsi  non  omnes  termini  hujusmodi  progressionis  sint  numeri  primi,  problemati  tamen 
satisfieri  possil,  si  modo  inter  eos  infiniti  dentur  numeri  primi,  quorum  indices  ccrto  quodam  modo 
dignoscerc  liccret;  Veluti  si  cjusmodi  daretur  progrcssio,  cujus  omnes  termini,  quorum  indiccs  sunt 
numeri  primi,  ipsi  essent  numeri  primi.  Sed  hoc  modo  quacrcnda  esset  cjusmodi  functio  ipsms  x, 
quae,  quoties  x  foerit  numcrus  primus,  ipsa  quoque  foret  numerus  primus,  vel,  quod  eodem  redit, 
regula  dcsidcraretur,  cujus  ope  ex  quovis  numcro  primo  proposilo  inveniri  posset  novus  numerus 
primus.  At  hujusmodi  regujam  profundissimae  esse  indaginis,  quilibct  in  hujusmodi  investigatio- 
nibns  vel  leviter  versatus  facile  agnoscet,  ita  ut  hinc  nulla  plane  spes  affulgeat,  onqoam  ad  solu- 
tionem  allati  problematis  Fermatiani  perveniendi. 
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Certum  igitur  esl,  io  hoc  problemate  nihil  adhuc  esse  praestitum,  postquam  ipiu»  Fermalii 
conatus  successu  siDt  desUtuU.  Atque  adeo,  cum  tabula  numcrorum  primorum  noodum  uitra  ceu- 
tena  millia  habeatur  cxtensa,  problema  sane  jam  oon  parum  foret  difficile,  si  modo  numcri  primi 
quaerantur,  qui  sint  centcnis  millibus  majores,  vel  cum  nupcr  prodierit  labula  numcrorum  primorum 
usque  ad  101000  excurrcns,  si  numeri  primi  quacrantur  bunc  terminum  superanles.  Neque  enim 
ad  hoc  saltem  problema  solvendum  alia  via  patcrc  vidctur,  nisi  ut  more  solito  ex  numcris  ultra 
101000  notalis  omnes  composili  expungantur,  boc  est:  omnes,  qui  per  ullura  numerum  primum, 
radice  quadrata  minorem,  divisibiles  dcprchcndcntur;  qui  numeri  enim  his  expunclis  rclinqucntur, 
erunt  numeri  primi.  Haec  autem  operaUo  instituenda  plane  foret  eadem  ratione,  ac  sijpsam  tabu- 
lam  numerorum  primorum  ad  ultcriorcs  limites  continuare  vellcmus;  quod  opus  proptcrea  esset 
immcnsi  laboris.  Quodsi  autem  quis  forte  hunc  laborem  suscipcret,  certc  noo  esset  cxpectandum, 
ut  idtra  mitlionem  a  quoquam  producerctur ,  eoque  exanllato  omniuo  impossibile  videretur,  ullum 
numerum  primum  exhibere,  qui  esset  millionc  major. 

Occurrit  autem  mihi  mcthodus  peculiaris,  ex  qua  pcr  calculum  nou  admodum  taediosum  plures 
suin  adeptus  numeros,  non  solum  centies  millibus,  sed  ctiam  millionc  majores,  quos  esse  primos 
certo  assevcrare  possum.  Quoniam  igitur  in  lam  ardua  invesligalionc  leviores  sucressus  non  sunl 
contemneudi,  haud  inutile  fore  spcro,  si  isthanc  mcthodum  meam  exposuero,  praesertim  cum  ij>sa 
ex  proprictatibus  numerorum  non  spernendis  sit  derivata,  quae  eliam  in  aliis  investigalionibus  usum 

Deductus  autem  sum  ad  hanc  methodum  per  cousiderationem  numerorum  quadratorum  unitate 
auctorum,  seu  in  hac  formula  aa  -f-  1  cootentonim,  in  quibus,  siquidem  n  sit  numerus  par,  plures  ' 
numeros  primos  occurrere  manifestum  est,  sin  autem  a  sit  numerus  impar,  semissis  illius  formulae 
4  (aa  4-  1)  plurimos  quoque  suppeditat  numeros  primos.  Quaesivi  ergo  omnes  divisores  numerorum 
in  hac  forma  aa  -f-  1  coutentorum,  qui  labor  non  adeo  erat  taediosus,  cum  noo  opus  esset  divisio- 
uem  per  omnes  numeros  primos  radice  a  minores  tentare,  propterca  quod  demonstravi,  atque  id 
quidem  post  Fermalium,  cujus  autem  demonstratio  pro  deperdita  est  habenda,  hujusmodi  numeros 
aa-\-i  alios  divisores  non  admittere,  nisi  qui  ipsi  sint  summae  duorum  quadralorum.  Quarc  si 
numerus  in  hac  forma  nra-f-  1  contcntus  habeat  divisorcs,  certo  scio,  hos  divisorcs  singulos  in  forma 
pp -f  qq  csse  contentos.  Cum  deinde  omnes  numeri  primi  formae  Vn-f-l  sint  summae  duorum 
quadratorum,  numerorum  autem  primorum  formae  Vn  —  I  nullus  sit  duorum  quadratorum  summa, 
nullus  certe  numerus  fonnae  \n  —  1  erit  divisor  formae  aa  -j-  I ;  sed  si  ea  habeat  divisores  primos, 
eos  in  bac  forma  \n  -f-  i  conUneri  necesse  est-  Considcravi  itaque  omnes  numeros  prinios  formae 
k  n  -+-  I ,  et  ea  quadrata  primum  investigavi ,  quae  unitate  aucta  cssent  per  quemvis  borum  nume- 
rorum  primorum  divisibilia,  quo  pacto  omnes  numeros  formae  aa  -J-  1  sum  adeptus,  qui  non  sunt 
numcri  primi,  reliquos  ergo  necessario  primos  esse  oportet.  Primum  autem  manifestum  cst,  per 
binarium,  qui  est  eUam  summa  duorum  quadratorum,  formam  aa  -4-  I  esse  divisibilem,  quoUes  a 
fuerit  numerus  impar.  Supcrest  ergo,  ut  ii  ipsius  a  valores  indagentur,  «jui  reddant  formam  aa  -t  I 
divisibiiem  per  quemquam  horum  numerorum  primorum  5,  13,  17,  29,  37,  ki ,  elc.  qui  ipsi  sunt 
duorura  quadratorum  summac;  qucm  in  tincm  pracmitto  sequcns  problema: 
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t.   Proposito  numero  primo  formae  fcn+t,  invenire  omnia  quadrata, 
quae  unitalc  aucta  per  illum  sunt  divisibilia. 

Cum  iste  numerus  primus  sit  summa  duorum  quadratorum,  sit  fcn  +  1  =  pp  +  qq, 
vero  unitatc  auctum  per  illum  divisibile  sit  aa+  1.  Dcmonstravi  autem,  quando  summa 
duorum  quadratorum,  veluti  na  +  66,  divisibilis  est  pcr  numerum  primum  pp-\-qq,  semper  dari 
duos  hujusmodi  numeros  r  et  s,  ut  sil  a  =  pr  -\- qs  et  6  =  pi —  qr{*)-  Nostro  casu  ergo  cum  sit 
66  =  1,  necesse  est,  ut  sit  ps — qr=  zt  1:  unde  perspicitur  fractiones  -  et  r  proxime  inter  se 


convenire,  ita  ut  earum  difTerenlia 'V—~'  minorem  numeratorem,  unitate  quippe  aequalem,  habere 
nequeat.  Quare  cum  numeri  p  et  q  ex  aequalitate  kn  + 1  =  pp  j-qq  sint  cogniti,  formetur  fractio  —  > 
quaeraturque  in  numeris  minoribus  fractio  y  illi  proxime  aequalis,  ut  partibus  pcr  cruccm  multiplicatis 
productorum  ps  ct  qr  differcntia  sit  =1,  id  quod  meth,odo  a  me  alibi  cxposita  facilc  fiet(**);  tum  ad 
fractioncm  ^  invcnta  hac  fractione  1  erit  quadrali  unius  quacsiti  radix  a  =  pr  +  qs,  vel  etiam 
a  =  — pr  —  qs.  Tum  vcro  si  multiplum  quodcunque  divisoris  fcn+1  addatnr,  habehitur  quoque 
valor  idoneus  pro  a.  Gcneratim  ergo  eril  a  —.m  (kn  +  t)  -±  (pr  +  qs),  in  qua  forma  continentur 
radices  omnium  quadratorum,  quae  unitate  aucta  per  numerum  primum  propositum  i«4  I  sunt 
divisibilia.    Q.  E.  I.  . 

fecholiort.  Quemadmodum  aulem  data  fractione  ~  aliam  fractionem  —  inveniri  conveniat, 
quae  ab  illa  tam  parum  discrcpet,  ut  producta  per  crucem  orta  ps  et  qr  unitate  tantura  diffcrant,  alio 
loco  ostendi(***).  Scilicet  pro  numeris  p  et  q  cadem  opcratio  inslilui  debet,  quae  vulgo  ad  eorum 
maximum  communem  divisorem  invcnicndum  instilui  solet,  tum  cx  quotis  ordine  scriplis  formentur 
fractiooes,  quales  ex  fractionibus  continuis  prodeunt,  earumque  ultima  erit  ipsa  fractio  ~ »  penultima 
autcm  pro  —  assumi  poterit,  eritque  differentia  inter  producta  ps  ct  qr  unitati  aequalis;  propterea 
quod  numeri  p  et  q  erunt  inter  se  primi,  quoniam  alias  numerus  kn  +  1  =  pp  +  qq  non  foret 
primus.  Ioventa  autem  fractione  manifestum  est,  ejus  loco  quoque  assumi  posse  has  fractionea 
Pi.  et  in  R*ncre  — -4r»  nam  et  haec  fractio  cum  fractione  —  comparata  dat  producta 

per  crucem  mpq-\-qr  et  mpq  +  ps  unitate  differentia.    Quod  si  autem  fractioni  —  hacc 

V  wi^  -|- 1 

adjnng;itur,  ex  iis  pro  radicc  quadrati  quaesiti  obtinetur 

a  —  mpp  +  pr  -+-  mqq  +  qs  =  m  (k  n  +  1)  +  pr  +  qs   ob   pp-\-qq  =  kn-\-i. 
Seu  cum  numeri  r  et  s  quoque  ncgative  accipi  queant,  a  =  m  (kn  +'l)  ±  (pr  +  qs),  quae  est  ipsa 
forma  generalis  in  solutione  inventa.    Verum  haec  operatio  commodissimc  per  exempla  docebitur. 

Exemplum  I.  Invcnire  omnia  quadraia,  quae  unitaU  aucta  sint  per  numerum  primum  29 
dMsibilia. 

Sit  a  radix  quadrata  ex  quadratis  quaesitis,  et  cum  29  sit  numerus  primus  formae  kn-\-  I, 
erit  certe  sumtna  duorum  quadratorum,  quac  sunt  25  et  k,  ita  ut  ob  29  =  pp  +  qq  =  5*  -t-  2* , 


«t  p  =  5  et  q  =  2,  unde  formatur  ista  fractio  p-  =  \-    Nunc  inter  numeros  5  el  2  instituatur 

operatio  ad  maximum  communem  divisorcm  investigandum ,  quae  ita  se 
(*)    V.  raf!.  t58,  S  8.    (*♦>  V.  Nov.  Comu.cnu  T  XI  pag.  53.   (***)  V.  I..  c/ 
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2)  5  (2 
* 

T)  2(2 
2 


Sont  ergo  quoti  2  et  2,  ex  qutbus 


eritque  penultima  ~  —  ex  his  autem  duabus  ultimis  fraclionibus  |  el  |  valor  idoneus  pro  o 
erit  productum  numeratorum  2.5  =  10,  auctum  producto  denominatorum  1.2  =  2;  unde  erit 
a  —  10  +  2=  12,  et  in  genere  a  =  29m±12;  omniumque  horum  numerorum  quadrata  unitate 
aueta  per  29  erunt  divisibUia.    Quare  omnes  valores  ipsius  a  in  his 


2- 


o'     T'  * 


12,  *1,  70,  99,  128,  157,  J86,  215,  2**,  273,  ctc. 
17,  *6,  75,  10*.  133,  162,  191,  220,  2*9,  278,  etc. 

S.    Invtnire  omnia  quadrata ,  quae  unitale  aucta  fiant  per  namerum 

617 

Cum  sit  617=  16'+ 191,  statuatur  p=  19  et  q  =  16,  Gatqne  intcr  numeros  16  ct  19  hacc 

16)  19  (1 
16 

3)  16  (5 
15 

1)  3  (3 
3 

~0~ 

Ex  quotis  1,5,3  sequentes  formentur  fractiones:  4 

15  3 

i  i  6  1» 

O  '        I  '        5  '  16 


dant  numeratorum  productum  =11* 

 at  denominatoruin  productum  =  80 

unde  idoneus  isque  minimus  valor  ipsius  a  erit  =  19* 

et  generalim  a  =617«  ±  19*.  Omncs  ergo  ipsius  a  vaJores  in  duabus  sequentibus  progrossionibus 
arithmeticis  comprehenduntur: 

19*.  811,  1*28,  20*5,  2662,  3279  etc. 
*23,    I0W,    1657,    227*.    2891,    3508  elc. 
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8.  Invenire  omnia  quadrata,  quae  unitate  aucta  sint  per  numerum  primum  1709 

Cum  sit  1709  =  22*+  35»,  inter  numeros  22  et  35  sequens 

22)  35  (I 
22 

13)  22  (I 
13 

9)  13  (1 
9 

"*)  9  (2 

•  -  i 

8 

T)  *.  (* 

V 

0 

et  ex  quotis  1 ,  1 ,  1,2,  k  forroentur  sequentes  fractiones : 


1  1 

1 

2 

1  1 

S 

3 

o  '  7» 

ft 

•  • 

pro  uno  ipsiu 

s  a  Tali 

»re: 

H 


«=8.35  +  5.22  =  390 
a  =  1709«  ±  390. 

Coroll.  1.  Si  nujnerus  primus  ln-}-l  fuerit  ipse  quadratum  unitate  auctum,  veluti 

%*  +  i  =p*-\-t, 

tum  ob  q  =  1,  sequens  operatio  erit  instituenda: 

*)  P  (P 
P 
0 


ergo  habctur  quotus  p,  ex  quo 

P 

i  P 
o  •  i 

tit  a  =  1  .p  +  0. 1  =  p,  et  generatim  a  =  m  (Kn     1)  ±  p. 

CorolL  3.   Si  amborum  quadratorum,  quorum  summae  munerus  primus  %» -f-  1  aequatur, 
ut  sH  *«  +  1=W»  4-  (P—  <)*»  tum  ob  ?=/>  —  *>  sequens 


*  k  ■ 


LBderlOpo. 
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p-i)p  (1 


!)/.-!  (p-i 
P-i 


Quoti  ergo  1  et  p  —  i  has  dabunt 


1 

*_ 

o  • 


p-i 
t  ' 


fit  a=l.p-\-i.(p—i)  =  2p—i,  et  in  gener*  a  =  (kn  f  1)  m  ±  (2p  —  1). 
Coroll.  9.   Si  quaerantur  omnia  quadrata,  quae  unitate  aucta  sint  per  numerum  primum 
2=1  +  1  divisibilia,  etsi  2  non  est  formae  kn-\-  1,  tamen,  quia  p=\  ct  q=  1,  erit  primo 
a  =  f  per  coroll.  I,  hincque  in  gencre  a  =  2i«±  1.    Unde  sequitur,  quod  per  se  est  manifestum, 
omnia  quadraLa  numerorum  imparium,  si  unitas  addatur,  forc  per  2  divisibilia. 

Schollon  3.  Secundum  hanc  ergo  regulam  omnes  numeros  primos  formae  l-n-j-l  traclavi, 
et  postquam  siiiRulos  in  summam  duonun  quadratorum  converti,  quod  semper  et  quidem  unico 
modo  fieri  poUst,  cuique  formam  generalcm  ipsius  a,  in  qua  radices  omnium  quadratorum,  quae 
aucta  per  quemque  numerum  primum  sint  divisibilia,  adscripsi,  unde  sequens  nata  est  tabula: 


Tabuln  oninlnm  iramerorum  a, 

quorum  quadrata,  unitate  aurta,  aa  +  1 ,  sunl  per  quemlibet  numerum 

divisihilia. 


formae  4n  -f-  f 


Nnmeri  primi 

2=  1*  +  I1 

5=  1*+  2* 

13=  2*'+  3» 

17=  1*4-  V* 

29=  2»+  5* 

37=  1»+  6* 

Ki=  V  +  5* 

53=  2»  4-  71 

61=  5*4-  6* 

73=  3*+  8» 

89=  5»+  8» 

97=  *»4-  9» 

101=  1*+10* 

109=  3*4-10* 

113=  7»+  8» 

137=  *>*4  11* 


Valor  ipsiu»  n 


a=  2m  :r 
a=  5m  ± 
«  =  13«  ± 
a  —  1 7m  ± 
a  =  29m± 
a=  37m± 
a=  Mm± 
a=  53m± 
a  =  61m± 
a=  73m± 
a=  89«  ± 
a  =  97m  ± 
a=  lOlm  ± 
«=  I09m± 
a=  113«  ± 


1 

2 
5 
\ 

12 

6 

23 
11 
27 
3t 
22 
10 
33 
15 


137m±  37 


Numeh  primi 

Valor  ipsius 

a 

U9  = 

7*  4-  10* 

a  =  lW«± 

kk 

157  = 

6*4-11* 

a=  157m  ± 

28 

173  = 

2*-r-13* 

a=  173«  ± 

80 

181  = 

9*  4-  10* 

a  =  181«  ± 

19 

193  = 

a=  193«  - 

81 

197  = 

i*4-i%* 

a  =  197«  ± 

U 

229  = 

2*  4  15* 

a  =  229m±  107 

233  = 

8*  4-  13» 

a  =  233«  ± 

89 

2M  = 

**  +  15* 

a  =  2%lm  ± 

6* 

257  = 

1*  4  «6* 

a  =  257«  ± 

16 

269  = 

10*  4-  13* 

a  =  269«':r 

82 

277  = 

9*4-1*» 

a  =  277«  ± 

60 

281  = 

5*4-  16* 

a  =  281«  ± 

53 

293  = 

2»  4-*7* 

a  =  293m± 

138 

313  = 

12*  +  13* 

«=313m± 

25 

317  = 

11*4  H* 

a  =  317m±  11* 
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337  = 

9*+  16* 

a  =  337i#i  ±  1\8 

829  =  10*  +  27* 

a  = 

829«  ±  246 

349  = 

5*-»-  18* 

o=349m±  136 

853  =  18* +  23* 

«  = 

853»  ±  333 

353  = 

8* +17* 

a  =  353*±  42 

857=  4» +  29* 

a  = 

857«  ±  207 

373  = 

7*+  18* 

a  =  373«  ±  104 

877=  6* +  29* 

a  = 

877«  ±  151 

389  = 

10*+ 17* 

a=389m±  115 

881  =  16*  +  25* 

a  = 

881«  ±  387 

397  = 

6*  -H  19* 

a  =  397m  ±  63 

■ 

929  =  20*  +  23* 

a  = 

929«  —  324 

401  = 

l*  +  20* 

a  =  40lm±  20 

937=  19* +  24* 

«= 

937«  ±196 

409  = 

3* +  20* 

a  —  409«  ±  143 

941  =  10*  +  29* 

a  = 

941m  ±  97 

421  = 

14»-l-  15* 

a=421m±  29 

953  =  13*  +  28* 

a  = 

953«  ±  442 

433  = 

12*  +17* 

a  =  433m  ±  179 

977=  4*+  3I1 

a= 

977«  ±  252 

449  = 

7» +  20* 

a  =  449m±  67 

997  =  6*4-31* 

a  = 

997«  ±  161 

457  = 

4»  +  21* 

a  =  457m  ±  109 

1009=  15*  +  28* 

a  = 

1009«  ±  469 

461  = 

10*+ 19* 

a  =  46lm±  48 

1013  =  22*4-23» 

a  = 

1013«  ±  45 

509  = 

5*4-22* 

a  =  509m  ±  208 

1021  =  11*+  30* 

a  = 

1021«  ±  255 

521  = 

11* +  20* 

a  =  521m  ±  235 

1033=  3* +  32* 

a  = 

1033«  ±  347 

541  = 

10* +  21* 

a=541m±  52 

1049  =  5*  4-32* 

a  = 

1049«  ±  426 

557  = 

!%.*_,_  1»* 

a  =  557m  ±118 

1061  =  10*  +  31* 

«  = 

1061«  ±  103 

569  = 

13* +  20* 

a  =  569m±  86 

1069  =  13*  +  30* 

a  = 

1069«  ±  249 

577  = 

1» 4  24* 

a  =  577m  ±  24 

1093=  2*4-33* 

a  = 

1093«  ±  530 

593  = 

8* +23* 

a  =  593m±  77 

1097  =  16»  +  29* 

a  = 

1097«  ±  341 

601  = 

5*  +  24* 

a  =  60lm±  125 

1109  =  22* +  25* 

a  = 

I109m±  354 

613  = 

17*+  18* 

a  =  613«±  35 

1117  =  21» +  26* 

a  = 

1117«  ±  214 

617  = 

16*+  19* 

a  =  617m±  194 

1129  =  20*  +  27* 

a  = 

• 

1129«  ±  168 

641  = 

4*  +  25* 

a  =  641m  ±  15V 

1153  =  8* +  33* 

a  = 

H53m  ±  140 

653  = 

13* +  22* 

a  =  653m  ±  149 

1181=  5* +  34* 

a  = 

I18lm  ±  243 

661  = 

6*  +  25* 

a  =  661m±  106 

1193=  13*  + 32» 

a  = 

1 193«  ±  186 

673  = 

12* +  23* 

a  =  673m±  58 

1201  =  24*  4  25* 

a  = 

1201«  ±  49 

677  = 

l*  +  26* 

a  =  677m±  26 

1213  =  22*4-27* 

a  = 

1213«  ±  495 

701  = 

5*  +  26* 

a  =  70lm  ±  135 

1217  =  16* +  31* 

a  = 

1217«  ±  78 

709  = 

15*+  22* 

a  =  709m±  96 

1229  =  2* +  35* 

a  = 

1229«  ±  597 

733  = 

2*-i-27* 

a  =  733«  ±  353 

1237=  9* +  34* 

a  = 

I237m  ±  546 

757  = 

9* -»-26* 

a=757m_:  87 

1249=  15»  ■+-  32* 

a  = 

I249m  585 

761  = 

19* +  20* 

a  =  761m  39 

1277  =  11*  +  34* 

a  = 

1277«  ±  113 

769  = 

12*4-25* 

a  =  769m±  62 

1289  =  8*  4  35* 

a  = 

1289«  ±  479 

773  = 

17*  -i-  22* 

a  =  773m  ±  317 

1297=  1*4-36* 

a  = 

I297m  ±  36 

797  = 

ll*-f-26* 

a  =  797«  ±  21 5 

1301  =  25*  4-  26* 

a  = 

1301«  ±  51 

809  = 

5*  +  28* 

a  =  809m  ±  318 

1321=  5* +36* 

a  = 

1321«  ±  257 

881  = 

14*  4-  25* 

a  =  82tm  ±  295 

1361  =20*4  31* 

a  — 

1361«  ±614 
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Nunnjn  pnnn 

Nuroeri  primi 

Valor  ipcias  « 

1373=  2» -|-37* 

a  =  1373«  ±668 

1697=  **4  *!* 

a=  1697«±  *lt 

138!  =  13*4-  33* 

a  =  1381»  ±  366 

1709  =  22* +  35* 

a=  1709«  ±  390 

1*09  =  25*  +  28* 

a  =  1*09«  ±  *52 

1721  =  11*  +  *0* 

a=  1721«  ±  *73 

1*29  =  23* +  30* 

a=  1*29«  ±620 

1733  =  17» +  38* 

a  =  1733«±  *10 

1*33  =  8* +  37* 

«  =  1*33«  ±  5*2 

17*1  =  29* +  30* 

a=l7*l«±  59 

1*53  =  3* +38* 

a=  1*53«  ±  *97 

1753  =  27*  +  32* 

a=  1753«  ±  713 

1*81  =  16*  4-  35* 

a=  1*81«  ±  *65 

1777=  16* +  39* 

a  =  1777«  —  775 

1*89  =  20*  f  33* 

a=  1*89«  ±  225 

1789=  5*  +  *2* 

a=  1789«  ±  72* 

1*93  =  7*  +  38* 

a=  1*93«  ±  *32 

1801  =2**4  35* 

a=  1801«  2:  82* 

1 5i9=l8»-|- 35* 

a=15*9«±  88 

* 

1861  =  30* +  21* 

a=186!«-  61 

1553  =  23*4  32* 

a=  1553«  ±  339 

1873  =  28*+  33* 

a=  1873m±  737 

1597  =  21* -1-3** 

a=  1597«  ±  610 

1877=  1*»  +  *!* 

a=  1877«  -  137 

1601  =  i*  4-  *0* 

a=!60!«±  *0 

1889=  17*  +  M)» 

a=  1889«  ±  331 

1609=  3*  +  *0* 

a=  1609«  ±  523 

190!  =26* +  35* 

a=  1901«  ±  218 

1613=  13*  4-  38* 

a=  1613«  ±  127 

1913=  8*  +  *3* 

a=  1913«  ±  712 

1621  =  10*4-39* 

a=  162'.«  ±  166 

1933=  13»  -h  *2* 

a  =  1933«  ±  598 

1637  =  26*  4-  31* 

a=  1637«  :r  316 

19*9  =  10*  +  *3* 

a  =  19*9«  589 

1657  =  19*  4-  36» 

a  =  1657«  ±  783 

1973  =  23*  +  38* 

a=  1973«  259 

1669  =  15*  4-38* 

a  =  1669«  ±  220 

1993  =  12*  +  *3* 

a=  1993«  =  83* 

1693=  18*+  37* 

a  =  1693«-  92 

1997  =  29*  +  3** 

a=  1997«  -  *!2 

Tabula  crgo  haec  in  se  complectitur  omn«>s  numeros  primos  formac  *n  + 1  infra  2000  existentes, 
ejusquc  ergo  ope  omnes  numcri  inveniri  possunt,  quorum  quadrata  unitate  aucta  per  ullum  horum 
numerorum  primorum  sint  divisibilia.   Kjus  ergo  hencficio  sequens  solvi  poterit  problcma: 

Probleina.  Omnium  numerorum,  qui  unitate  exccdunt  numeros  quadralos, 
assignare  nmnes  divisores  radicibus  ipsorum  quadrntis  minores. 

Solntto.  Scribantur  ordinc  omnes  numeri  ab  unitate  ad  2000,  quandoquidem  praecedens 
Ubula  ad  hunc  tenninum  est  producla,  qui  liltera  a  designcntur,  ita  pro  quovis  numero  indc  nato 
aa  ■+  I  divisores  sint  assignandi.  Constat  autem,  lios  numcros  alios  non  esse  habituros  divisorcs 
primos,  nisi  formae  Vn  +  1;  praecedens  vero  tabula  omnes  numeros  a  exhibet,  quorum  quadrata, 
unitate  aucta ,  sint  per  qiiemqne  numerum  primum  hujus  formae  divisibilia.  Verum  pro  qtiotibct 
nnmero  oa+1  sufOcit  notasse  divisores  primos  radice  a  minores:  quoniam  his  cognitis  etiam  divi- 
sores  radice  a  majorcs  sponte  innotescunt.  Quamobrem  singulis  numeris  a  formae  2/n  ±  1  adscri- 
batur  binarius:  quia  eorum  quadrata,  unitate  aucta,  sunt  per  2  divisibilia ;  tum  numerisa=5m  ±  2 
adscribatur  5,  numeris  a  =  13«  ^  5  adscrihatur  13,  numeris  <i  — \7m  t.  %  adscribatnr  17,  ot  ita 
porro;  ubi  quidem  valores  ipsius  a  minores  ipso  numero  |>rimo  proposito  omittuntur,  quia  tantum 
de  divisoribus  ipso  numero  a  minoribns  quaeritur.    Hoc  crgn  modo  si  ope  tabulac  pracredentis 
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obtinebuotur  omnes  dirisores  numeri  aa-\-\ 


Q.  E.  I. 

I.  Si  crgo  hoc  modo  numeri  a  rclinquentur,  quibus  nullus  divisor  fuerit  adscriptus, 
boc  indicio  erit,  numeros  aa  -f  i  inde  natos  esse  priinos,  nullos  quippe  divisores  admittentes  praeter 
uuilatem  ct  se  ipsos.  Qulbus  igilur  numeris  a  iu  tahula  lioc  modo  cohdita  nullos  omsor  rucrit 
adscriptus,  de  iis  ccrto  affirmare  potcrimus,  eorum  quadrata,  uoitale  aucta,  esse  numcros  'priihos:' ' 1 

Coroll.  S.  Quoniam  igitur  haec  tabula  pro  numeris  a  facile  ad  2000  extenditur,  numcri  inde 
nati  «a  +  1  ad  ^ 000000  exsurgcnt;  unde  ista  tabula  omnes  uumeros  primos  formae  aa  -f  f  exhi- 
bebit,  qui  k  millioncs  non  superant,  sicque  ex  ca  numeri  primi  non  solum  centcnis  millibus  sed 
etiam  uno  millione  majores  depromi  poterunt. 

f 

Coroll.  3.    Quibus  autem  numcris  a  unicus  divisor  a  fucrit  adscriptus,  numcri  indc  nati 


aa  ~f-  1   practer  unitatem  unicum  habebunt  hunc  divisorem  «,  radicc  a  minorem;  ideoquc 


erit  numerus  primus.  Ita  quibus  numcris  a  solus  binarius  fuerit  adscriptus,  ex  iis  certo  hos  obline- 
mus  numeros  primos  ;  atque  adco  ex  ista  tabula  omnes  numeri  primi  formae  limite 

2000000  non  majores  assignari  poterunt. 

Simili  modo  omncs  numeri  a,  quibus  solus  quinarius  est  adscriptus,  praebebunt 
formae  ^y^,  qui  tofra  limitem  8,00000  contioentur.  Atque  omnes  numeri 

infra  limitem  307692  contentos. 

5.  Qui  autem  numeri  a  duos  tantum  divisores  «  et  ,3  habebunt  adscriptos,  id  indicio 
forc  primos.    Hinc  quibus  numeris  a  tantum  duo  divisores  2  et  5  fucrint 
mmeri  primi  formac  ""^?  qui  quidem  Hmitem  %00000  nou 

I.  Verum  ut  bae  conclusiones  sint  certae,  probc  notandum  est,  inter  numcros 
aa  +  1,  qui  sunt  per  numerum  primum  *n+l  divisibiles,  etiam  ejusmodi  numeros  conlineri',  qui 
sint  per  quadratum  (Vn  +  1)1,  vel  etiam  per  cubum  (*»+!)*,  altioresve  potestates  (•>«+!)*, 
(\n-\-i)1  etc.  divisibiles.  Quod  quoties  accidit,  numero  a  noo  solum  divisor  Vn  +  f,  sed  ejus 
fiumma  polestas,  per  quam  numerus  aa+1  fuorit  divisibilis,  adscribi  debebit,  ut  hoc  modo  omncs 
divisores  primi  numcronim  aa+  f ,  ipsa  radice  u  minores  obtineantur.  Si  quidem  divisor  fuerit  =  2, 
nulla  ejus  altior  potestas,  veluti  fc,  8,  16  elc.  unquam  numcri  aa  -j-  f  divisor  esse  poterit,  id  quod 
per  se  est  manifestum ,  cum  existente  «  numero  impari ,  forma  aa  -)- 1  sit  numerus  imparilcr  |>ar. 
At  de  numeris  prirois  formae  Hn-H  dantur  utique  ejusroodi  quadrata,  quae  uiiilate  aucU  sint  per 
quamvis  eorum  polestatem  divisibilia,  quos  idcirco  invcstigari  conveniet. 

*.  Curo  autem  sit  Vn  t-  f  =  pp  -f-  qq ,  crunt  omncs  quoquc  ipsius  kn-j-  1  potcsUiles 
i,  et  quidem  pluribus  modis,  ex  quibus  vero  id  quadratorum  par  sumi 
conveniet,  quorum  radices  sunt  numeri  primi  inler  se.    Sic  cum  sit  in  genere  (  w< 
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{Pf-h^g)("•  +  w)  =  (p^-f^.)*+(p»-9^)^  «* 

(*n  +  1)'  =  (pp  +  _?)*=         +  fep  -  .  .)* 

(%„  +  !)•  =  (pp  +  oo)*=  (p'_  3Mg)»+  (3pp«  -  q')\ 

(*n  +  i)*=(pp  +  qq)*=(p*—^ppqq  +  .T+  (»/>*.  — 

Si  simili  modo,  quo  ante,  valores  ipsius  a  investigentur,  coniicietur  pro  potestatibus  tiomerorum 

primorum,  quae  infra  terminum  2000  continentur,  sequens  tabula: 

Tabula  omnium  numeroram  a, 

quorum  quadrata,  unitate  aucta,  aa  +  1,  sint  per  potestates  oumerorum  primorum  *n+l  divisibilia. 

Potcstalc* 


ntimeruriim  primorum 

Valor  ipsiiu  a 

e»  

9  = 

1»    1  L* 

*  +  * 

*o  m  _T  7 

ri  

J  = 

O*  _1_    4  4  * 

a  = 

1-0  fflj!  57 

54  

7*  JL  Ok* 
/  -J- 

d  — 

CO  K   n  -4-      •  fiO 

e*  

O  = 

m*  _i_  1 1  * 
oo  -p  *i 

d  = 

^4  01  m.  4A__ 

1  J  = 

rri    1       |  o* 

d  +  i_ 

a  = 

4_a  •_  -i-  m\ 
lb»  m  _T  7IJ 

11»  

1 0  — 

a  = 

04Q7  m.  -+-  O-O 

«19/  «  _  5fJ9 

>/nl      1  inAl 

119  +  r_v 

a  = 

13*/H  ±  239 

17»= 

8*+  15» 

a  = 

289«  ±  38 

17»= 

*7»  +  52» 

a  = 

17*«±  1985 

29*  = 

20»+  21* 

a  = 

8*1  «  ±  »1 

37*= 

12*  +  35* 

a  = 

1369  m±  117 

*!*= 

9»+  *0* 

a  = 

1681  m  ±  378 

53*= 

28»+  *5* 

a  = 

53*m±  500 

61»  = 

11*+  60* 

a  = 

61»«  ±  682 

73*= 

*8*  +  55* 

a  = 

73»m±  776 

89»= 

39*+  80* 

a  = 

89»«  ±  3861 

97»  = 

65*+  72* 

a  = 

97»«  ±  *052 

101»= 

20*+  99* 

a  = 

101*«  ±  515 

109»  = 

60* -|-  91» 

a  = 

109*«  _r  57** 

113"=- 

15»+  112* 

a  = 

H3*m  ±  1710 

137»  = 

88»  +  105» 

«  = 

137»«  ±  6613 

1*9»  = 

51»  +  1*0» 

a  = 

lW'm±  17** 

197»  = 

28»+  95» 

a  = 

197»«  ±  1393 

257*= 

32* -j-255* 

a  = 

257*«  ±  2072 

His  iUque  subsidiis  6ic  subjunctam  construxi  tabulam,  ex  qua  statim  pro  atagulis  numeris  a 
omnes  diviaores  formae  aa  +  1  habentur.  Hanc  quidem  tabulam  non  ultra  1500  in  radiribus  con- 
tiouavi,  sed  ope  harum  fonnularum  fadlc  ad  2000  usque  progredi  licebit 
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Ex  taac  autem  tabula  jam  plures  numeri  primi  fonnae  aa+i  desumi  poterunt,  qui  non  solum 
centenis  millibus,  sed  etiam  uno  millioM  sint  majores:  deinde  etiun  nnmeri  primi  formae 
et  i4-^-1,  itwn  ^i+J,  quos  in  sequentibus  tabellis  exhibebo. 


Inmeri  prlmi  fnrmae  aa  +  1. 


Radires  o 

Numcri  primi 
«.+  1 

Radicr»  o 

Numeri  primi 
,«4-1 

Radiccs  « 

tSuroeri  priisi 
-+. 

Radicesn 

Nnmeri  priroi 
oo  +  l 

■ 

| 

2 

176 

30977 

**0 

193601 

760 

577601 

2 

* 

5 

180 

32*01 

*** 

197137 

76* 

583697 

v 

17 

18« 

33857 

*6* 

215297 

760 

608*01 

A 

37 

20« 

*1617 

«66 

217157 

78* 

61*657 

10 

101 

206 

*2*37 

«70 

220901 

816 

665857 

1* 

197 

210 

**10t 

«7* 

22«677 

826 

682277 

16 

257 

22* 

50177 

«90 

2*0101 

860 

739601 

20 

«01 

230 

52901 

*96 

2*6017 

86* 

7*6*97 

2* 

577 

236 

55697 

536 

287297 

890 

792101 

26 

677 

2*0 

57601 

5** 

295937 

906 

820837 

36 

1297 

250 

62501 

556 

309137 

910 

828101 

*0 

1601 

256 

65537 

570 

32«901 

920 

8*6*01 " 

5* 

2917 

260 

67601 

576 

331777 

930 

86*901 

56 

3137 

26* 

69697 

58* 

3*1057 

936 

876097 

66 

«357 

270 

72901 

59* 

352837 

9*6 

89«9I7 

* 

7* 

5«77 

280 

78«01 

63* 

*01957 

950 

902501 

Hk 

7057 

28* 

80657 

636 

*0**97 

960 

921601 

90 

8101 

300 

90001 

6** 

*1*737 

966 

933157 

9* 

8837 

306 

93637 

6*6 

*17317 

986 

972197 

110 

12101 

31* 

98597 

65* 

*27717 

100* 

1008017 

116 

13*57 

326 

106277 

67  * 

*5*277 

1010 

1020101 

120 

1«*01 

3«0 

115601 

680 

*62*01 

1036 

1073297 

124 

15377 

350 

122501 

686 

*70597 

105* 

1110917 

126 

15877 

38« 

1*7*57 

690 

*76101 

1060 

1123601 

130 

16901 

386 

H8997 

696 

*8**17 

1066 

1136357 

13« 

17957 

396 

156817 

700 

*90001 

1070 

11**901 

116 

21317 

«00 

160001 

70* 

*95617 

109* 

1196837 

150 

22501 

«06 

16*837 

71* 

509797 

1096 

1201217 

156 

2*337 

«20 

176«01 

716 

512657 

1106 

1223237 

160 

25601 

«30 

1 8«90l 

7*0 

5*7601 

112* 

1263377 

no 

28901 

«36 

190097 

750 

562501 

11*0 

1299601 
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TUdiecs  a 

Numori  priroi 
u»  -f-  1 

lAoairrs  a 

Nuracri  primi 
a.i-f  1 

R.idice*  a 

Numeri  pnroi 
aa  -  1 

Radiri  i  a 

Nuiueri  priiiu 

aa  -t-  1 

~.  ^ 

11VV 

1308737 

12V6 

1552517 

I3V0 

1795601 

t  \.*>i\ 
1  >«tU 

OIHCSlll 

11V6 

1313317 

127  V 

1623077 

1350 

1822501 

1  i».>l^ 

Oiv.  IMii  i 

1150 

1322301 

1276 

1628177 

135V 

1833317 

1  k1\ 
1  B/«5> 

£UJu>)D  1 

1156 

133C337 

1290 

166'»  101 

1 366 

1865957 

1  hkl) 

f  11711. III 
£\J  i  «H>iJ  1 

117* 

1378277 

129V 

167VV37 

137V 

1887877 

1V56 

2119937 

117« 

1382977 

1306 

1705637 

1376 

1893377 

IV  60 

2131601 

118V 

IV0I857 

13IV 

1726597 

139V 

1943237 

IV9V 

2232037 

1210 

IV6V101 

1316 

1731857 

1V06 

1970837 

i 

123V 

1522757 

1320 

17V7V01 

1V10 

1988101 

TT 

9 

12VV 

15V7537 

132V 

1752977 

1V16 

2005057 

»1 

supcrantos. 


ergo  hic  112  ntnneri  primi  majores  qnam  100000,  et  V9  numeri 

mmeri  primi  formarum  --^,  2i±i,  i£±«  assignari  possunt,  qui 
;  ut  ex  scqucntibus  perspiccre  licet. 


1,  3,  5,  9,  II,  15,  19,  25,  29,  35,  39,  V5,  V9,  51,  59,  61,  65,  69,  71,  79,  85,  95 

101,  121,  131,  139,  III,  IV5,  159,  165,  169,  171,  175,  181,  195,  299 

201,  205,  209,  219,  221,  231,  2V5,  261,  271,  275,  279,  289,  199 
309,  315,  321,  325,  329,  335,  3V5,  3V9,  371,  375,  379,  391,  399 
V05,  V09,  V15,  V25,  V35,  VVI,  VV5,  VV9,  V51,  V59,  V61,  V7I 
519,  521,  529,  535,  5V5,  559,  569,  571,  575,  579,  581,  595 
609,  631,  639,  6V1,  6V9,  661,  669,  685,  689,  695,  699 

711,  715,  739,  7V5,  751,  779,  781,  791,  799 
815,  819,  821,  8V1,  855,  861,  869,  875,  881,  885 

901,  909,  921,  925,  929,  935,  9V9,  951,  955,  959,  979,  981,  985,  989,  991 
1001,  1011,  1025,  1029,  1031,  1039,  1051,  1055,  1069,  1081,  1091,  1095,  1099 
1111,  1125,  1129,  1151,  1155,  1161,  1171,  1179,  1181,  1185,  1199 
1205,  1219,  1225,  I2V1,  1251,  1255,  1265,  1281,  1285,  1299 
1311,  1315,  1329,  13V5,  11 V9,  1359,  1361,  1389,  1391 
1V05,  IVll,  1V19*  1181,  IV39,  1V59,  IV65,  1V69,  1V89,  1V95,  1V99 
'.  l 

Valore*  nnmerl  o,  qulbu»  fbrm 

2,  8,  12,  22,  28,  V2,  V8,  52,  58,  62,  78,  88,  92 

102,  108,  152,  158,  178,  188,  198 

202,  222,  238,  2V8,  258,  262,  272,  292,  298 
308,  312,  328,  352,  358,  362,  388 
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Numeri  primi  valde  magni. 


*02,  *22,  *28,  *58,  *62,  *78,  *88,  *92 

508,  522,  558,  572,  588 

602,  «22,  «28,  638,  652,  662,  692,  798 

702,  728,  738,  758,  792 

828,  838,  8*2,  818,  862,  872,  898 

908,  912,  9*2,  962,  972,  978,  988 

1008,  1062,  1072,  1078,  1088 

1108,  1112,  1138,  1192 

1208,  1238,  1272,  1278,  1298 

1312,  13«,  1358,  1372,  1378 

1*02,  1**2,  1*52,  1*72,  1*88,  1*98 


««+1 

10 


3,  7,  13,  17,  23,  27,  33,  37,  53,  63,  67,  77,  87,  97 
103,  113.  127,  137,  1*7,  153,  163,  167,  197 
223,  227,  2*7,  263,  267,  277,  283,  287,  297 
303,  323,  3V7,  363,  367,  373,  383,  397 
*17,  *27,  *33,  *53 

503,  513,  517,  527,  533,  537,  5*7,  553,  573,  587 

617,  627,  637,  653,  673,  677,  683 

753,  763,  773,  777,  797 

817,  823,  833,  8*7,  867,  873,  877,  883 

913,  917,  923,  927,  933,  937,. 9*7,  953,  963,  997 

10*7,  1053,  1063,  1073 

1103,  1117,  1137,  11*7,  1163,  1167,  1173,  1187,  1197 
1213,  1233,  12*7,  1273 
1337,  1367,  1377,  1387,  1397 
1*13,  1*17,  1*23,  1**7,  1*73,  1*97 

numeri  primi  supra  1000000 


«>  1*1*. 


*IMJI'*'J*  IJlAilJi  tUl  j- 


Divuore»  ipriuiaa-f-l 


4    I  Divisoreft  ipiiuft  tf&^- 1 


— 


-4-1 


Divisorw  ijtaaf  <m  +• 1 


2 
5 

2.  5 
17 

2.  13 
37 

2.  5* 
5.  13 
2.  *1 

t.  Enlan  llprt.. 


10 
II 

12 
13 
IV 
15 
16 
17 


101 

2.  61 
5.  29 
2.  5.  17 
197 
2.  113 
257 

2.  5.  «9 
18  5*.  13 


19  2.  181 
20*01 

21  2.  13.  17 

22  5.  97 

23  2.  5.  53 
2*  577 

25  2.  313 


28  5 
29 
30 


31 


157 
2.  *2I 

17.  53 
2.  13.  37 


26 
27 


677 

2.  5.  73 


32  5*.  *1 

33  2.  5.  109 
3*  13.  89 
35;2.  613 
3611297 

*7 
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a       DiYisorcs  ipsius  ae»-f  t 


Divisorcs  ipsius  a.i-fl 


«  I 


37  2.  5.  137 

38  5.  17* 

39!  2.  ?«1 


40 
41 


1601 

2.  291 


42  5.  353 
432.  5l  37 

44  13.  1*9 

45  2.  1013 
M5  29.  73 
47  2.  5.  13.  17 
-48  5.  461 

49  2.  1201 

50  VI.  61 

51  2.  1301 

52  5.  541 

53  2.  5.  281 
5  V  29 17 
5512.  17.  89 

56  3137 

57  2.  5*.  13 

58  5.  673 
50  2.  1741 

60  13.  277 

61  2  1801 

62  5.  769 
63.2.  5.  307 

64  17.  241 

65  2.  2113 
60  4357 
«7  2.  5  449 
«8  5*.  37 
«9  2.  2381 

70  13*.  20 

71  2.  2521 
725.  17.  61 
73  2.  5.  13  41 
74 

75  2.  20.  07 
7«  53.  109 

77  2.  5  593 

78  5 
70  2 

8«  37  173 
81  2.  17 


82|  5*.  «93.  260 
83;2.  5.  13.  53 
84 

85  2 

86  13.  569 

87  2  5 

88  5 

89  2.  17.  233 

9oj 

91;2.  41.  101 
92'5 


'.»3  2.  5*. 


173 


»41 

9512 

96  13.  709 

97  2.  5. 

98  5.  17.  113 

99  2.  13*.  20 

100  73.  137 

101  2 

102  5 

103  2.  5. 

104  29 
1U5  2.  37 

106  17 

107  2.  5» 

108  5 

109  2.  13 
110 

1112.  61.  101 

112  5.  13 

113  2.  5 
1 1 V \\ 
115  2.  17 
116 

117  2.  5.  37 1 

1 1 8  3* 

110  2.  73  97 
120 

121  2 

1225.  13 

123  2.  .'.    17  H0 

124 

125  2  13 
12« 


127  2.  5 

128  5.  29.  113 
120,2.  53 

130 
1.(1  2 

132  5».  17.  41 
133:1.  5.  29.  61 
I34j 

1352.  13 
13«  53 
137  2.  5 
13 


138  5. 
139,2 
140  17 
141,2 
142'S.  37 
143i2.  51 

144  80 

145  2 
146 

147  2.  5 

148  5.  13 
140  2.  17 
150 
I51;2 
152  5 


I 


109 


13 


154  37 

155  2.  41 
156 

157  2. 

1 58  5 
150  2 
160 

161.2.  13 
162:5.  29 

163  2.  5 

164  13 

165  2 

166  17 

167  2.  5 

168  :r 

1 69  2 
170 
1712 


5*.  17.  29 


172|  5.  ««•  97 
173;2.  5.  41.  73 

174  13.  17.  137 

175  2 
176 

177  2.  5.  13 

178  5 

179  2.  37 


180 
181 

182 


183  2.  5.  17 


184 

185 
186 
187 


2 

5«. 


1.1  Llll 

fi  ,wn 


2.  109.  157 

29 


2.  5.  13 

188  5 

189  2.  53 


100  13 


,tl/ 


1912.  3.  17.  29 
192!5.  73.  101 
103  2.  5\  149 
194  «1 
1052 
196,41 

197  2.  5 

198  5 

199  2 

200  13   17.  181 

201  2 

202  5 

203  2 
204 
205  2 
20« 

207  2.  51 

208  5.  17 

209  2 
2 1 0 
2112. 

212  5. 

213  2 

214  41 

215  2.  29 
21«  13.  37.  07 


13 


lii 

»  ii:  .».n' 
"  ".*1/| 

.  t  .i:«  H 
i  i 
i  .:r.r.\ 
r  ,1:1 .1 

1  i  'ijifl 

I  t  l 


113.  197 
89.  101 

5.  13  •' 
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Xumeri  prmi  valde  nuiqm. 


u    1  Ui  nsare*  ipiiai  ua-\-l 


a    |  £K»i»ore»  tysias  na-\-\ 


n    i  Dtvuores  ipaiut  oa-f  - 1 


»    I  tkvtiom  ipuU» 


212  2.  5.  12   *c  *Cc 


21fi5i 
2132 
220.23 
2212 
222  5 
223;2.  S 
22  V 


r  1  •:».«•. 
fl:t 
i.itlfi 

t.i  »,;«• 

J  l   ±  \ir. 

I  /  tii. 


225  2.  II 
22fi  Ll 
2212.  5. 

228  5.  32  ,i:U<! 

229  2.  13 
230, 

231  2 
232,5! 

m  2.  5.  fiL  aa 

231  12 
215  2.  53 
23fi! 

2312,  5,  M.  131 
238  5 
222  2.  121 
2111 

211  2.  113 
21215.  13.  12.  13 
2432.  5! 
2111211 
213  2 
2ifil3 
212|2.  5 
2ifi,5 
2i9,2.  23 
250  x 


V  i  r 


2.'172. 


■  r 
Uili 


251 

2525.  13 
253  2  5.  31.  113 
251,113 

25512.  1X11.111 
25fi 

2512.  a_ 
258]  5 
2£2|2.  12 
2fifii 
261  2 


f.  n»,J 
1"  f.''"-V 
2.L1 


2H2|5 
2fi3j2.  5 
2fiV 

2fi52,  13.  32. 
2fifi  123 
21122.  i 
268  5*.  13*.  12 
263.2.  32 
270 
221  2 
272  5 


L'.-| 

7  t    i|l  «"• 


223  2.  5.  22«  252 
2741193  i*  .J  i  .s  ttf< 
275  2 
22£12 
277:2.  i 

22fi  5.  13.  22.  *1 
279  2 

2E12.  Li 

282  51 

283  2.  5 
2fij[|  ' 
2852.  II 
286  1 57 
287'2.  5 
2fifi  5.  53 

289  2 

290  37 
2312.  13 
292  a 

233  2.  51  12.  131 
23ijLL  fil.  122 
235|2.  53 
29JiWl 

297:2.  a. 
238]  5 
2332 
3iUi 

3111  2.  83 

3U2  5.  12.  23.  32 

3!i3|2.  5 
331iO 

305  2.  133.  2VJ 

306 


332!  2.  51  13.  23 

aflS|5 

222|2 

310  17 

3312.  112 

312  5 

313  2.  5.  22.  1DJ 

XLj 

315  21*:  f 
Hfilfil 
317|2.  5.  13 
31815* 


319 


320 
321 


2.  12.  1L  23 

i  I ,  .J.'  «".<:  i 


Ll 

2 


322  5.  8iL  233 

323  2.  ii 


LLi 


I  i 


t  o.i.  t 


321 
325  2 
32fi 

322  2.  ii.  L7_*.  32 

328  5    .U  .<•  .L'  ijti 

3232 

322  0 

331  2.  22 

3321! 

333  2.  5.  13 
33'>  281 
3352 

336  17   23.  223 
3312.  L  1L  222 
3Ji35.  2X  113 

339 1 2.  37 
242 

3112.  53 

312)5,  H3.  152 

3432.  5\  13.  iai 

31111 

3152 

342  Ll 

3't7  2.  3 

31fi5.  53 

3V9o 

351! 

351  2.  223.  2113 


352  5 

353  2.  5.  II 


lr,i?«i; 


35t  113 

3552.  fil 
356  13 
3512.  5! 

358i5  <fi)t  e.  *.'.,:■  r 

353  2  13 

360  29.  1L  LU3 

3111:2.  12 

3fi2  5 

3G32.  5 

Jfii  32 

3G52.  23 

3fifij32 

3fi2j2.  5 

3fifi!5i 

3fi32.  13 

32212 

3212 

312,5.  13 

373 1 2.  5 

32i|l32 

3152 

32fi31 

322  2.  5.  fiL  233 
328  5.  12.  iL1 
379|2 
3811 132 
3812.  181 

382  51  13 

383  2.  £ 
381 

385  2.  13 

386  i.    ,.r  L 

387  2.  5.  12 

3885 

389  2.  23 

333  83 

391  2 

3325.  23 

333  2.  51 

39V29.  53.  1111 

335  2.  13.  12.  353 

396 
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14 


IXnsorr»  ipnvs  aa  «f-  i  I  a 


DiviMre*  iptini  &a-\-\ 


Qres  tpiius  .1.1  -(-1 


a      DiriMiw*  tpao»  aa.  \-  1 


3117  2.  5 


3as 
399 
»00 


MM 

»03 
VOV 
»05 

4M 
462 
4118. 
4M 
416 
411 
412 

412 


5.  13 

r 

2.  2L  41.  53 

5 

2.  i.  iia 
11 
2 


5» 

12!.  iai 
2 
22 

2.  13.  li  82 
5.  II 

2,  5.  21 


414  191 


»15 
416 
112 

■M.K 

412 

»20 
»21 


»225 


423 

»24 


431 
432 

»33 

434 
»35 
»36 
»37  2 


2 
61 

2.  5 
52.  2±L 
2.  41 


241 


2,  11  11  MU 


2.  5.  29 
13 


4212 

4212.  5 
k'AH 

4292.  U 
4M 


2.  223*  311 
5! 

2.  S 
13 

2 


438 
439 
446 


5.  131  113 
17.  37.  61 
113 


442L  41 
443  2.  5V  1 
444 


4152 


44ii 
441 


442 


»50 
451 


452 


»53 
424 
455 


II 

2.  5.  13.  22,  53 
JL  132.  293 

2 

13.  31»  421 
2 

£  23 
2.  5 
53 

2.  II 

4MJ262 
4513.  51 
458  5 
4322 

»60jCL  ,1.  391 

4612 

4623 

4632.  5.  13.  12.  92 
464 

465  2.  73 

1M 

i£2  2.  S.  113.  193 

468  5! 

469  2.  169 
»70 

2 

5.  12 

2.  4»  13 


411 
422 
423 
414 
4X5 
416 


L  31 
13*  22 


»77  2.  5.  61.  373 


426 
412 
»80 
»81 
482 
463 


484  23 


485 
»86 


5 

2,  89 
12 

2,  29 

52 

2.  5.  41 


2.  33L  349 
13 


482  2. 
468*5 
489  2 
496 
491 
492 


5.  32 


Li  11 


1M> 


277 

2»  161 


2» 
5 

»93  2.  5! 
494 
425 
496 

4922.  5.  12 
498  5.  133,  212 
4222.  13.  fil.  m 
566  53\  89 
561  2.  41 
562;5.  13 
5632.  5 
389 
2.  29 


50» 
505 
566 
507 
508 
509 
516 
511 
512 
513 
514 
515 
516 
517 


12 

2.  51  97 
5 

2.  281.  ilil 
22 

2.  131 

5.  13.  32.  169 

2.  5 

12 

2.  13.  161! 

U9 

2.  5. 


511151 
5192 


5211 


311 


5212 
5225 

523  2.  5.  U 
52»  37.  41.  181 

5252.  13 
526332 
5222.  5 
528  5=  13 
5292 
539  212 
531 '2.  12 


532 
533 
53» 
535 
536 
537 
538 
539 
546 
541 
542 
5  »3 
544 
545 
546 
542 
546 
519 


51 

2.  5 

29 

2 


13.  61.  73 

29 


121 
2.  13 
5.  41 
2.  51 

2 

241 
2.  5 
5.  17 
2.  37 


556,113 
551|2.  13 
552  Z,  149.  499 
5532.  5 
554 
555 
556 
557 
558 
552 
560 
561 
562 
563 
564 


13 

2.  233 


51.  12.  n 


2. 
5 
2 

6_L  92 
2.  32 

5.  181.  349 

2.  5.  29 
13 

565!  2.  17.  41.  229 
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XXVI. 


(N.  Con.ii.eot.  XIII.  1768  p.  67.  Eihib.  1765.  D.C.  19.) 


I.  Antc  nmnla  monendum  est,  me  bic  non  ejusmodi  methoduin  |>olliceri,  cujus  ope  omnes 
omnino  numeri,  cujuscunqu«  sint  generia,  examinari  queaat,  utrum  sint  primi  nec  ne?  Hujusmodi 
enim  methodiim  vi.v  aliam  dari  posse  existimo,  nisi  quae  ad  regulam  redrat  vulgarem,  qua  divisio 
per  omnes  numeros  primos,  radice  quadrata  numeri  propositi  minores,  est  tentanda,  quae  operatio 
sane,  si  numeri  saltem  mediocriter  magnt  proponantur,  nimis  est  molesta,  quam  ut  suscipi  queat. 
Quae  igitur  hic  in  medium  afferre  constilui;  ad  eertum  tantum  numerorum  | 
pro  quo  scilicet  boc  examen,  utrum  sint  primi  nec  ne?  citm  laborom  tam 
Cum  enim  numerorum  primorum  natura  adbuc  maxime  sit  abscoodita,  quicquid  in  hoc  negoti» 
praestare  licuerit,  etiamsi  alias  arctissimis  limitibus  sit 


2.  Nuineros  ergo  tantum  in  hac  forma  *n-f-l  contentos  sum  contomplaturus,  de 
equidem  post  Fermatium  demonstra  vi ,  si  hujusmodi  numerus  fuerit  primus,  tum  eum  semper  esse 
summain  duorum  quadratorum,  idque  unico  modo.  Unde  proposito  numero  quocunque  hujus  formae 
•V n  -f-  1 ,  examen  utrum  sit  primus  nec  ne?  hoc  modo  instituetur.  Ab  eo  successivc  omnes  numeri 
quadrati  ipso  minores  auferantur,  eoquc  notentur  residua,  quae  pariter  sint  numeri  quadrati;  atque 
si  unico  modo  numerus  propositus  kn-\-  t  in  forma  aa  +  bb  contineri  deprebendatur,  id 
erit  criterium  numerum  propositum  esse  primum.    Sin  autem  vel  prorsus  oon  in  ea  forma 

,  vel  plus  uno  modo,  tum  certe  non  erit  primus;  priori  quidem  casu,  quo  numerus  »n-|-  1 

■ 

summa  duorum  quadratorum,  plus  concludere  non  licet,  quam  eum  non  esse  primum,  neque 
indc  ejus  divisores  innotescunt,  sin  autem  plus  uno  modo  fuerit  duorum  quadratorum  summa,  veluti 
»n  4-  1  =  aa  -f  66  =  cc  dd,  tum  hinc  quaerantur  ejusmodi  bini  numeri  p  et  <j  ut  sit 
^  =1^1  vel  y  =  ^r;,  »«  nwmeri  \n  +  \  et  pp  -+  qy  certo  habebunt  divisorem  communem, 
qui  ergo  facile  aaaignatur  (*). 

3.  Proposito  itaque  hujusmodi  numero  *n-|-t,  operationem  ita  institui  convenit,  ut  ab  eo 
continuo  numeri  quadrati  subtrahantur,  eaque  residua  tantum  notentur,  quae  etiam  sint  numeri 
quadrati;  ubi  quidem  statim  apparet,  hanc  subtractionem  non  ultra  quadrata  scmissi  uiinora  conti- 
nuari  opus  esse.  Si  enim  fuerit  hn,-\-  1  =aa-f-66,  horum  qnadratorum  alterum  certe  erit  minus 
scmisse  Vel  cum  horum  binorum  quadratonun  alterum  necessario  sit  par,  alterura  impar, 

snfliciet  vel  paria  tantum,  vel  imparta  quadrata  ipso  numero  proposito  minora  siibtrahi,  quo  pacto 

.  (»)    V.  Co.no.eut.  XII.  |»g.  155.  ., 
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multitudo  qiudratorum  subtrahendorum  haud  mediocriter  imminuitur.  Cum  autem  numcrus  omnium 
quadratorum  ipso  numero  proposito  minonup  *=  Vl\n  -r-  ty,  eorum  autem,  quae  ejus  scinisse 
sunt  minora,  =  V^-iJ ,  erit  quadratonim  semisse  majorum  numerus 

.  I'l'll'    1 '! !       HKfTIM      .  S'  !|'-«  »'  S  •■■:.-.■  .     .  -;.;<■► 

=  ;  |  _  i  j  j  \  n  -v- 1 ,  =  -- 1^4.  u   ^  |  i    proxime : 

quae  quoniam  etiam  subtrahi  sufficit,  hoc  modo  numerus  subtractionum  ad  trientem  fere  redigilur. 

•  *!  .  r*l    .".IT.  !  *  •'       '  •  ' 

\.  Maxime  ergo  expedire  videtur  hanc  operationem  ila  itistitui,  ut  a  quadrato  maximo  infra 
numerum  propositum  kn  +-  I  initium  capiatur,  indeque  quadrata  continuo  minora  subtrahantur, 
donec  ad  qnadrata  semissi  minow  perveniatar.  Veluli  «i  nomerns  propositm  siMOl,  sufficiet  inde 
haec  Uia  quadrata  tOO,  81,  Ofc  Bubtrnxisse,  quia  noqoens  k%  jam  foret  senVissi  50{  minus;  hor  modo 
cirni  inter  tria  residna  1,  20,  37  unk-um  occnrrat  quadratum  t,  boc  certum  est  signum,  nnmerum 
tOt  etse  primum.  Verumtamen  si  numerus  propositus  4«  -f-  i  fuerit  praemagnus,  etiam  hae  ope- 
rationes  nimis  muHiplicantnr;  ex  quo  in  id  potissimtnn  orit  incumbendum,  ut  harum  snbtraclionum 
nnmerus  imminuatur,  quod  fiet  si  eae  eicludantur,  quae  ad  talia  residua  perducunt,  quae  a  qua- 
ilratorum  natura  abhorreant,  eujusmodi  sunt  residua  in  his  formis  contenta:  3m-+2,  5«  4  2, 
5m-(-3,  8m-k-5,  etc.  formae  enim  8m  4-  3  et  8m  +  7  ob  indolem  numeri  propositi  +  1 
nmwroam  oocnrrnnt. 

5.  Dantur  aulem  certae  numerorum  formae  \n  -\  t  species,  unde  plurima  quadrata  inde  sub- 
trahenda  exchiduntur.  Veluti  si  sit  \n  i  =  3m  +-  2,  ac  ponatur  hic  numerus  =  x.r-^yr, 
uterquc  numerus  r  et  y  in  forma  3p  4  1  contineatur  necesse  est,  ita  ut  numeri  formae  3p  exclu- 
dantur,  simili  modo  si  sit  \n  +  I  ==  5m  -I-  2,  utrnmque  numerum  x  et  y  in  forma  5p  ±  1 
contineri  oportct,  et  sl  \n  ■'•■  1  =  5m  +  3  in  forma  5p  _?~  2.  Denique  si  8m+-5=a:.r  4  yy, 
numerorum  quidem  x  ct  y  aher  est  impar  alter  par,  hic  vero  adeo  impariter  par,  seu  formae  .p  +  2. 
(Juodsi  ergo  simul  fuerit 

rx  -+  yy  =  3m  f  2  =  5«  -+-  2 
numeros  x  et  y  simul  in  his  duabus  formis  3p  +  1  et  5p  J  I  contineri  oportet,  unde  t-orum 
forma  concluditur: 

.r  vel  y=15p_t  (I,  \). 

AX  sf  fuerit 

«c  +  yy  =  3m -+ 2  =  5m +- 3, 
forma  nuroerorum  r  et  y  est  et  3p  z  I ,  et  5p  J:  2,  quae  duplex  forma  iu  hanc  unam  contrahitur 

*  vel  y=  15p -t  (2,  7). 

6.  Quoniam  hoc  modo  duae  tertiae  partes  omnium  numerorum,  quos  tentari  oporteret,  exclu- 
duntur,  hi  casus  imprimis  sunt  apti,  quibus  examen  satis  expedite  instituerc  licebit.  Quare  nume- 
rorum  Ar=%n+  1  cas  species  potissimum  contemplemur,  quae  vel  in  his  duabus  formis  3«  ■+-  2 
et  5m  ~y  2,  vel  in  his  3m  +  2  et  5m+-3  contineontnr.  \umeri  autem  prioris  speciei  ad  hanc 
formam  !5m-f-2  redocuntur,  qni  cum  insuper  in  forma  Vn  4-  i  contineri  debeant,  harc  tpecies 
tequenti  formula  exprimetur: 
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Exployatio  Kuaurorum,  tdrttm  s»iM  ptimu  ( 


Species  prima:  iV  =  60n  * ■  17,  m  i 

qui  nuiiMTits  alio  modo  siimma  duonim  quadratoruni  esse  ncquit,  nisi  utriusqiie  quadrati  radix  sit 

numerus  formae  15p  ±  (I,  \),  scilicet  vel  15p  :r  1,  vel  I5p  n  V,  unde  numeri  tentandi  ex  his 
progrossionihus  sunt  capieodi: 


I,  16,  31,  V6,  61,  76,    91,  106,  121,  136  etc. 

V,  19,  3*,  V9,  G\,  79,    9\,  109,  12*.  139  etc. 

11,  26,  \\,  56,  71,  86,  101,  116,  131,  1V6  etc. 

IV,  29,  \\,  59,  7\,  89,  10V,  119,  13*,  1*9  ete. 


ufc 

.■: 


et  reliquos 


in  hoc  negotio  praetermittere  licel. 


It: 


0."L 


I     <■<      .     I.ic     luli|.:l!  .!') 

7.  Simili  modo  alteram  speciem  evolvamus,  quae  duplici  forma  3m  -j-2  et  5ip»»4T-r!3  cootinr>u*r, 
et  propterca  ad  hanc  unam  1 5  m  -)-  8  revocatur.  Hinc  autem  tantum  illi  numeri  sunt  usui ,  qui 
simul  sunt  formac  \n  -j-  1,  ex  quo  baec  species  sequenti  fonnula  exprimetar: 

Species  secunda  .Y=  60  n  4-  53. 

Hujus  ergo  formae  si  fuerit  numerus  explorandus,  utrum  sit  primus  nec  ne?  ab  eo  alia  quadrata 
subtrahi  non  est  opus,  nisi  quorum  radices  in  hac  forma  15p  ztz  (2,  7)  contineantur;  quas  ergo  ex 


sequentibus  quatemis  progressionibus  arithmeticis  sumi  oportet: 

2,  17,  32,  V7,  62,  77,    92,  107,  122,  137,  152  etc. 

7,  22,  37,  52,  67,  82,    97,  112,  127,  H2,  157  etc. 

8,  23,  38,  53,  68,  83,    98,  113,  128,  U3,  158  ete. 
13,  28,  \3,  58,  73,  88,  103,  118,  133,  118,  163  ete. 

hoc  ergo  modo  multitudo  quadratorum  subtrahendorum  fere  ad  trientem  reducitur. 

8.    Neque  vero  his  omnibus  quadratis  tentamen  institui  opus  est,  prout  eniir 
situs  A*  insuper  fuerit  comparatus,  inde  praeterea  mulfc 
formae  A'=Vn  f  I  in  has  quatttor  rosolvantur: 

16n^  l,    ien-l-5,    16n-j-9,    16n -i- 13 


■  -r:.l     ■<  I)    ■<  ■• 


'! 


S^xx  -f  yy,  ct  x  denotot  ' 
k  et  y  sequonti 


pro  his 


si  sit 
A  =  16n-|-  t 
A  =  lf,n  ->-  5 
A' —  16n^-  9 
.Y  =  16n^-l3 


erit 
x=\m 
x  =  \m  r  2 
i=Vm 
x  ^\m±2 


et 

r  =  8p±l 
y  =  8p±l 
r  =  8p±3 

r  =  8p±3. 


i.  — Itfl  il 


-•I 


9.  Combinemus  has.  quaternas  species  cum  bmis  praecedentibus,  rt  obUnebimus  sequentos  oeto 
species,  pro  quibus  formas  tam  radicis  paris  *  quam  imparis  y 
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si  luent  n 

erit  x  = 

_  ft.  _____ 

et  r  = 

2*0»  +  17 

KOm  -+- 
ou/n  — 

120» 

t 

(1,  31,  *1,  *9) 

2*0« -f-  77 

cn  _  -t- 

OUJR  — 

-^- 

(11,  1»,  35»,  5'J) 

2V0n  +  137 

60m  ± 

(*,  16) 

120p 

(11, 19,29,  59) 

2*0 1»  +  197 

GOm  ± 

(1*,26) 

120p 

(1,31,*1,*9) 

2*0/1+  53 

60m  :r. 

(2, 22) 

120p 

(7, 17,  23,  *7) 

2V0n+  113 

60m  ± 

(8,  28) 

120p 

*- 

(7, 17,  23,  *7) 

2*0«  +  173 

60m  ± 

(2,22)  . 

120p 

(13,  37,  *3,53) 

2*0n  +  233 

60  m  ± 

(8,28) 

120p 

_• 

(13,  37,  *3,  53) 

10.  Dantur  autem  in  his  numeris  species,  quibus  adhuc  plures  numeri  tentandi  eicluduntur, 
quae  ita  9e  habent 


si  sit 

erit 

et 

JV  =  J2n+  5 

x  =  *m  +  2 

16p  ± 

1 

JV=32n4-  13 

x  =  *m  ±  2 

r  = 

16p  ± 

;i 

JV=32n  +  2t 

*  =  *m±  2 

}  = 

16p  ± 

7 

iV=32n+29 

x  =  V/n  ±  2 

y  = 

I6p-r 

5 

quae  «um  binis  priucipalibus  combinatae  praebent 


si  sit  N 

erit  x  --- 

et  r  = 

*80n  +  77 

60«  T.  (1*,26) 

2*0p 

(19,29,61,  109) 

*80n  +  197 

60  m  ±  (l*,26) 

2*0p 

(1,  31,  V9.79) 

*80n  +  317 

60m±  (1*,26) 

2*0p 

(11,59,91,  101) 

*80n  +  V37 

60  m  ±  (11,26) 

2V0p 

»- 

(U,  71,  89,  119) 

*80n+  53 

60m  -  (2,  22) 

2*0p 

-_>_ 

(7,  23,  73,  103) 

*80n+173 

60m  ±  (2, 22) 

2*0p 

_>- 

(13,  67,  77,  83) 

*80n  +  293 

60  m  +  2,22) 

2V0p 

• 

(17,  V7,  97,  113) 

*80n-h  *13 

60  m  +  (2,22) 

2*0p 

(37,  *3,  53,  107j 

Hic  ergo  ex  valoribus  ipsius  y,  quos  praecedentes  spccies  admtttunt,  denuo  semissis  excluditur. 

11.  Quoniam  hic  Talores  radicis  imparis  y  multo  magis  imminuuntur,  quam  radicis  paris  x, 
calculus  multo  evadet  facilior  et  brevior,  si  a  numero  proposito  N,  siquidem  in  una  postremaruni 
specierum  contincatur,  successivc  omnia  quadrata  imparia  ipso  rainora  suhtrahantur,  residuaque  exa- 
mtnentur  an  sint  quadrata  nec  ne?  harum  operationum  numerus  satis  erit  modicus,  etiamsi  numcrus 
propositus  fuerit  praomagnus,  ct  quoniam  radiccs  per  dificrenliam  2*0  increscunt,  insignia  compenriia 
in  calculo  usurpari  poterunt.  Scilicet  si  quaecunque  quatuor  minimarum  radicum  dicatur  —  a,  quia 
a  numero  proposito  JV,  si  modo  in  aliqua  octo  postremarum  specierum  contineatur,  vel  quod  eodem 
redil,  si  fucrit  vel  hujus  formae  120n  +  77,  vel  hujus  120 /t  4  53,  siiccessivc  sublrahi  debent 
qumlral*  aa,  -  2*0  ±  «)»,  (V80  ±  «)*  etc.  notetur  differcotias  esse  primas 

57600  ±  *80«,    3.57G00  ±  *80<i  ete. 
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115200,  quo  pacto  totum  negoUum  ad 
miucitur;  et  quia  quaelibet  radix  simplex  a  tam  posiUve  quam  negative  aectpi  poUsrt, 
pari  calculo  eiDedietur. 

19.  ProUema.  Proposito  numero  quantumvis  magno  N,  qui  vel  In  bac  forma 
t'20/i  4-  77,  vel  in  hac  120n  -f  53  contineatur,  explorare  utrnm  is  sit  prinus  »ec  ne? 

Solntlo.  Statuatur  i>'  =  aa  f  ir„  et  pro  octonis  formis  ipsius  N  littera  a  quatuor  habebit 
valores  sequentes: 

erunt  quaterni  valores 
ipsius  a 


si  sit 


A  =  V80«-f  77 
A=*80n  f  197 
N=WQn  f  317 
A-=*80n-f  V37 


ff=W0n-f  53 
N  =  WOn  f  173 
A  =  V80n  -f  293 
ff=V80n-f  M3 


19,  29,  61,  109 

i,  31,  W,  79 

II,  59,  9t,  101 

»1,  71,  89,  119 


•  ..i 


7,  23,  73,  103 

13,  67,  77,  83 

17,  47,  97,  113 

37,  43,  53,  107. 


Pro  quolibet  ergo  numero  N  habebimus  quatuor  valores  ipsius  a,  quorum  singuli  dabunt  binas 
numerorum  series  descendentes 

N  —  aa,    N—(2KQ  -f  a)1,    A"  —  (480  -f  «)*,    N  —  (720 -f «)*  etc. 

JV— ao,    tf— (240  — a)*,    N—  (480  —  a)\    A" — (720  —  a)*  etc. 

quarum  illius  differenUa  prima  est  57600-1-4800,  hujns  vero  57(>()()  —  V80a,  utriusque  vero  diffe- 
rentia  secunda  constans  =  1 1 5200.  Ambae  hae  progressiooes  continuentur  donec  ad  terminos 
negativos  perveniatur,  ex  iisque  ii  notentur,  qui  sunt  numeri  quadrati.  Quodsi  tum  eveniat,  ul 
unicus  occurrat  numerus  quadratus,  hoc  erit  signum  indubium,  propositum  numerum  JVcsse  primum; 

vel  nullus  numerus  quadratus  occurrat,  vel  plures  uno,  certo  hinc  erit  concludendum, 
N  non  esse  primum,  scd  ex  lactoribus  componi. 

13.  Coroll.  1.  Quodsi  ergo  numerus  propositus  N  in  altera  harum  formarum  120n  f  77  et 
120«  -I-  53  contineatur,  tum  saUs  expedite  examen  insUtui  poterit,  utrum  is  numerus  sit  primus 
nec  ne?  cum  quadraU,  quae  successive  subtrahi  oportet,  scilicet  (240*  ±  «)*,  mox  ipsum  numerum 
N  sint  superatura. 

14.  CoroD.  3.  Si  enim  numerus  propositus  N  unum  millionem  non  superet,  quadrata  sub- 
trahendo  infra  (1200  ±  «)*  subsistent,  eorumque  ergo  numerus  pro  quolibet  numero  a  non  ad  9 
usque  ascendet;  et  quoniam  quaterni  hujusmodi  numeri  a  habentur,  paucioribus  quam  36  operatio- 
nibus  totum  negotium  conficietur. 

15.  CoroU.  8.  Si  uumerus  N  adeo  decuplo  fuerit  major,  operaUonum  oumerus  ad  triplum 
tantnm  increscet,  et  quoniam  pro  quovis  numero  a  quadrata  subtrahenda  ejusmodi  progressionem 

b.  oiii  r*  iniTv?nliii  cjilculi 
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•ii"  *6.  Holiolton.  Ktsi  haec  ncthodiM  ad  noDnnilas  lanUun 
qto4  io  artera  harum  fonnaram  120» -|- 77  et  120«  4- 53  siot  contentac,  ea  tamen  newtiqiiam 
attentione  indigna  videtur.  Cum  enim  ejusmodi  methodum,  quae  se  prontus  ad  omnes  nuroeros 
Qxlenrfit,,  n*  sperare  quidem  liceat,  quae  scilicet  a  vulgari  regula,  qua  divisionem  per  omnes  numeros 
primos,  jadice  quadr.tta  nunicri  propusiti  minores,  tentari  oportet,  discrepet,  eaquc  sit  multo  expeditior, 
qmnia  compendia,  quae  qutdem  in  hoc  negqtio  invenire  licet,  neutiquam  sunt  contcmncnda,  etiamsi 
ea  ad  paucissimas  numerorum  species  eitendantur,  dummodo  numeros  quanlumvis  magnos  ip,  se 

problema  jam  olim  propositum,  quo  numerus  primus  dato  numero  major 
ngenii  humani  superare  videatur,  non  parum  praestitjsse  censendus  est, 
qui  numeros  valde  magnos,  qui  certo  sint  prhni,  in  medium  afferre  valuerit.  Usum  igitur  mcthodi 
hic  expositae  aliquot  excmplis  declarabo. 

17.    Exemplum  1.   Explorare  utrum  hic  numerus  481037  sit  priinus  nec  ne? 
Gum  hic  numerus  sit  ==  1002.480  -\-77,  ut  prima  forma  continetur,  ubi  quatuor  valores  ipsius 
a  sunt  19  ,  29  ,  61,  109,  calcujus  ergo  sequcnti  modo  inslitualur : 


a  =  ^  19 


a  =  _  2i> 


«1037 
361 

57600 

t.  !  t    . i  ■  .  i  r  . 

9120 

«■r.ni.f  iitiit!<:|, 

•  480676 
'  66720 
1152 

480676  • 

.8.80 
1152 

■             II!    t  '1 

hi    ,  liSiiu-. 

. ,   .  .  . 

•   v 13956 

■ 

181920 
1152 

'»32196  * 

163680 

1152 

♦  ¥32036 

in.il  i^,.i>ii';« 

268516  • 

:illl".'::  1  "i  ■•• 

i    ■  ,11  j>   - 

,■>!,■•  .'•      1  >•!' 

* 

-    »».'       ■  " 

,  'irt  "wu.  i-  •  « 
a  =  . 
.81037 

3721 

.      .!lr,i     .1   ,ht  

t  61 
57600 

29280 

♦  .77316 
86880 

___ — ______ 

1.77316  * 

28320 

-  •  li.*  i  m;*|1uU' 
i...  <j  .i  v 

*  390436 
202080 

>j"| Kll    '            .  ..Ijk 

448996  • 
1  '»3520 

•  «>i  w.n-.ijij  iiJ; 

□  188356 

305476  • 
258720 

iti  •   .  •> 

i  •  •  "  .,•  . 

.6756  * 

.81037 
8.1 

57600 
13920 

•  .80196 
71520 
1152 

.80196  • 
»3680 
1152 

•  408676 
186720 

«6516  • 

158880 

1152 

•  221956 

a  = 
.81037 

11881 

. . .  —  

277636  • 

274080 
3556  • 

±  109 
57600 

52320 

•  .69156 
109920 

469156  • 

5280 

•  359236 
•225120 

463876  • 
120.80 

•  134116 

3.3396  □ 
235680 

10771«  • 

.  ;.«. 
•  i  .  •• 


lu  hit,  residuis  duo  occurrunt  quadrata  signo  □  notala,  dura  reliqua  noo-quadrala  asteriitco  •  notavi. 
«•»  qtio  oonelttdo  luimoruto  propositum  non  esse  primum.    Cutn  autem  sit 
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prtmi; 


l 


quadratorum 


sdlicet  481037  =  W*  -f  541*=  586*  +  J71\  ojus'  ihvisorvsf  ^uoi  quo- 

est,  assigmre  licebit,  eit  enfm  pp4-o*  drvisor, 


444 

R4IX37! 


vel  -f-  =  hinc     =  1,  vel     =  g»'  ergo  divisores  sunt  3*7 et  ItOOU 

1  0  70 


434^:371  ?        1  y 

18.    Exemplara  %.   Explarare  utrum  hic  numerut  839853  sit  primus  nec  m? 
Cum  hic  numerus  sit  =  1728.480-1-413,  ad  oltimam  speciem  pertinet,  ubi  valores  ipsius  a 
37,  43,  53,  107  calculus  ergo  seqoenti  modo  i 


a  = 
829853 
1369 

±37 
57600 
17760 

•  82848* 
75360 
1152 

828484  • 
39840 
1152 

•  753124 
190560 
1152 

'  788644  • 
155040 
1152 

•  562564 
305760 

633604  • 
270240 

•  256804 

a  = 
829853 
2809 

363364  • 

±  53 
57600 
25440 

•  827044 
83040 
1152 

827044  * 
32160 
1152 

*  744004 
198240 
1152 

794884  • 

147360 

1152 

•  545764 

313440 

.  r 

647524  • 

262560 

1152 

□  232324 

t.  *  1 

384964  • 
3777G0 

7204  •  | 

Quoniam  hic  duo 


quadrata,  unde  fit 


1       ' .  », 

a  — 
829853 
1849 

±  43 
57600 
2064» 

•  828004  • 
78240 

.828004  • 
369t>0 

„5* 

•  74~9764 
193440 
1152 

791044  • 

152160 

1152 

•  556324 
308640 

638884  • 
267360 

•  247684       371524  • 

a  =  ±  107 
829853    •  57600 
11449  51360 

1 

•  '818404 
108960 
1152 

818404  • 

6240 
1152 

•  7094V4 
.22 VI 60 
1152 

812164  * 

121440 

1152 

*  485284 
339360 

690724  • 

236640 

1152 

□  145924        454084  • 

1  351840 

—  •   

102244  * 

■•m  ■ 

*=  382*^-  827* 

hic  numerus  non  est  prunus  sed  factorcs  hahet  257  et  3229. 

L.  Kalori  Or» 


4» 
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19.    Kxpmpllin  S.    F.xplomrf.  utrum  tuc 

...  JEr  Iwjus  auawri  fiwma  ^  5000,460  +  3<7 


a=±  II 


i 


2V003I7 
421 

57600 
5280 

•  2400196 
62880 
1152 

2400196  • 

52320 
1152 

*  2337316 
178080 
1152 

23V7876  • 
167520 
•  1152 

•  2159236 
293280 
1152 

□  1865956 

1152 

2180356  • 

r° 

1897636  • 
1152 

*   1 457476 
523680 
1152 

1499716  • 
513120 
1152 

•  933796 
638880 

"986596  • 
628320 

•  294916 

a  = 
2400317 
8261 

358276  • 

-  Pl 

57600 

43660 

*  2392036 

101280 
1152 

*  2290756 

216*80 
1152 

*  2074276 

331680 
1152 

2392036  • 
13920 

1152 
2378116  • 

129120 

1152 
2248996  • 

244320 

1152 

•  17*2596 
4*6880 
1152 

2004676  • 
359520 
1152 

*  1295716 
562080 
1152 

1645156  • 
474720 
1152 

•  733636 
677280 

•  56356 

fl  70*30  • 
589920 
580516  • 

■r-  1. 


2396836 
85920 

1152 
2310916 

201120 

1152 
2109796 

316320 

1152 
1793476 

431520 

1152 


1361956 
5V6720 
1152 
815236 
661920 
«53316 


a  = 


2396836  • 
29280 

23'6-fk^ 
144480 

i  «152  

j"  2223076 
|  259680 

1152 
f  1963396  • 
!  374880 

1152  

'   1588516  • 
490080 
1152 
"1098436  #~ 

605280 
'  493156  •' 

101 


2400317 

57600 

10201 

48480 

□  2390116 

2390116  □ 

106080 

9120 

1152 

1152 

» 

228*036 

2380996 

• 

221280 

12*320 

1152 

11*2 

» 

2062756 

2256676 

* 

336*80 

239520 

1152 

1152 

» 

1726276 

2017156 

*5I680 

354720 

1152 

1152 

1274596 

1662436 

566880 

V69920 

1152 

1152 

• 

707716 

1192516 

682080 

585120 

• 

25636 

607396 

2400317  sit  primui  n*t me ? ... 
r,  «un  ad  spcriem  lertia»  ptfitinefe, 
pro  uua  valore*  ipsius  a  sunt  |1,  59,  91,  101,  unrie  calculu*  ita  *  habebk: 

a  =  ±  59 
2*00317  57600 

3*81   i      28320  < 
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Ei 
53.(5289 

20. 

Cum 
habcbit: 


hic 


4.  ExfAorare  utrum  liic  numerus  3861317  $U  prioua  nee  ne 
•it  =  80((.(80  +  197,  ad  sccundam  specien  pertioet  et 


iU 


a  = 

3861317 
I 


±  1 


— ■  

3861316 

58080 

1152 


173880 
1152 


•  362995G 


1152 


•  33(1(76 
(03680 
1152 


57600 
(80 


 . — •   -  - 

3861316  • 
57120 
1152 


380*  m  * 

1723: 
1152 


3G3187G 


1152 


33((356 
(02720 
1152 


□  2037796 
518880 
1152 

*  2118916 

63(080 
1152 


•  178(83U 
7(9280 
1152 


•  1035556 
86((80 


29(1636  * 
517920 
1152 

2(23716  • 
633120 
1152 

1790596  • 
7(8320 
1152 

10(2276  • 
863520 


171070 


178756  • 


a  = 
3861317 
961 


2:  31 

57600 
1(880 


~  ■  

3860356 

72(80 

1152 


396.0356  • 
(2720 
1152 


37*7876 
187680 
1152 


3817636 
157920 
1152 


3600196 


1152 

-----  - 

3297316 
(18080 
1152 

2879236 
533280 
1152 

23(5956 
6(8(80 
1152 

1697(76 
763680 
1152 

933796 
878880 


3659716  • 
873120 
1152 


3386596  • 
388320 
1152 

2998276  * 
503520 
1152 

2(9(756  • 
618720 

1152 

 . 

1876036  *  .. 
733*20 
1152 

11(2116  * 


i  i«  ■» 

■I*.  |. 


8(9120 
5(916  ,    292996  • 
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-Vi.l-M  I  .1    «    =  ~t-.*9 


38GI317 


2*01 
•3858916 


1 1 


81120 
1152 


57600 
23520 


3858016  • 
3*080 
1152 


•  37777% 
196320 


a  = 

3861317 
6241 

±  79 

57600 

37920 

 :  

*  3855076 
95520 
1152 

3855076  • 
19680 
1152 

*  3759556 
210720 
1152 

3835396  • 
13*880 
1152 

*  35*8836 
325920 
1152 

3700516  * 
250080 
1152 

*  3222916 
**U20 
1152 

3*50*36  • 
365280 
1152 

•  2781796 

556320 
1152 

'  3085156  * 
180*80 
1152 

*  2225*76 
671520 

1152 

.  — — — . —  — 

260*676  • 
S95G80 

"52 

1  .)  J.l.J  JO 

786720 

fiUUO  JUK> 

710880 
1152 

•  767236 

1298116  • 

826080 

*72036  • 

■>ll      r  ' 


Quoniam  igitur  in  his  residui 


s  uqk  urn 


|u»iiratuia  reperiUir,  numerus  propositus  certe  est  primus; 
aequatur  autem  summae  honun  duorum  quadratorum  171**4-  961*. 

21.  fJchollon.  Cum  igitur  jam  certi  simus  numerum  3861317  esse  primura,  hic  fortasse 
maximus  est  numerus  primus  qnem  novimus;  ac  si  qnis  hunc  numeruxn  secundum  regulam  vulgarcm 
eiplorare  ▼oluerit,  divisioaem  per  omnes  numeros  primos  usque  ad  1965  tentare  deberet,  qui  labor 

proliius,  sed  etiam  summopere  taediosus;  cum  tamen  hoc 
spatio  facilHme  expediri  possit.    Simili  modo  tenUri 
3862997  =  80*7 .  *80  -f  V37  ,    ad  qoartam  spcciem   referendum  ,    quem  paritcr  prin 

Nisi  autem  numerus  propositus  in  octo  memoratis  speciebus  contineatur,  etiamst  sit 
•Vn  f  I,  examen  laborem  magis  operosum  postulat;  quamvis  negotium  ita  dirigi  qoeat,  ut 


lyiuzeu  uy 
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Exptoratio  tnmeronun,  ulrum  sini  primi.  :  389 
non   pluribos  subtractionibus  sit  opus     Verum  cum  universa  haec  investigauo  pleriso^ue  omni  usu 

thodus  tonititur,  brevher  subjungo. 

Thcorema.    |.    Si  sit  xx  +  yy  =  9n  -f-  1,  erit 

,i  !  i 

vel  x  =  3p,  vel  x  =  9p±l. 
Theorema    2.    Si  sit   xx  +  yy  =  9n  +  k,  erit 

vel  x  =  3p,  vel  sc  =  9p  ±  2. 
Theorema    3.    Si  sit   xx  +  vy  =  9n  +  7,   erit  :  \.  .,< 

vel  x  =  3p,  vel  x  =  9p±*. 
Theorema    »>.   Si  sit  xx  -\- yy=2n-\-2,   erit   x  =  3p  ±  1. 

i  :"-ilM 

Theorema  5.  Si  sit  xx  +  77  =  5«  -f  2,  erit  x=5p±l. 
Theorema  6.  Si  sit  xx  +  yy  =  5n  -|-  3,  erit  x  =  5p±2. 
Theorema   7.    Si  sR   xx  +  yy  =  25n  +  I,  erit 

vel   x  =  5p,    vel   x  =  25/>  ±  1. 

Theorema   8.    Si  sit  xx  +  jy  =  25n+*,  erit 

vel   x  =  5p,   vel   x  =  25p±2. 

Theorema   9.    Si  sit   xx+yy  =  25n  +  6,  erit 

vel   x=  5p,    vel   x  =  25p±9. 
Theorema  10.    Si  sit   xx  +  jy  =  25n  ±9,  erit 

vel   x  =  5p,   vel   x  =  25/>  ±  3. 

Theorema  II.   Si  sit   xx  +  jy  =  25n  +  11,  erit 

vel   x=5p,   vel   x  =  25p±6. 

Tbeorema  12.    Si  sit   xx  +  yy  =  25n  +  ik,  erit 

vel   x=5p,   vel  x=25p±8. 

Theorema  13.    Si  sit  xx  +  vy  =  25n-|-  16,  erit 

vel   x  =  5p,    vel  x  =  25/>  ±  K. 

Theorema  H.    Si  sit    xx  +  yy  =  25n  +  19,  erit 

vel   x  =  5p ,    vel  x  =  25p  ±  12. 

Theorema  15.    Si  sit   xx  +  jy  =  25n  +  2l,  erit 

vel   x  =  5/>,    vel  x=25p±ll. 

Theorema  16.   Si  sit  xx  +  ry  =  25n  +  2V,  erit 

vel    x  =  5p,    vel    x  =  25p  ±  7. 
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Ex  liis  theorematibus  sequitw:  u  fumma  duomm  quadralorum 
s-f  77  =  1**00» +  11*01,  tum  quadrati  inpuis  rx  rwJicem  fore 

vel    I.    b=  *80»i±  (75,  195), 

vel  11.    a-=mO/n±  (85,  355,  **5,  715;, 

vel  01.   x  =  2k00m  ±  (99,  501,  651,  11*9),. 

(  1*9,    9t9,  1301,  19t9) 
vel  IV.  x  =  7200«  "+■  <  ) ' 

\*101,  27*9,  3101,  3299) 

Ei  boc  numerorum  ordine  sumto  n  =  700,  exploravi  hunc  numerum  10091*01,  cujus  rcsolulioitem 
in  duo  quadrata  unico  modo  succedere  drprtdwndi,  scilicet  1 25 1*±  2920*,  quod  certum  est  indicium 
hunc  numerum  esse  primum.  Habemus  «rgo  numcrum  deccm  milUonibus  majorcm,  10091*01,  quem 
certo  novimus  esse  primum;  si  quis  autem  alia  quacunquc  metiiodo  uti  volucrit,  nunquam  profecto 


> 
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XIV.  L  1789.  p.  M8s  Erfufc.  1768  Au*.  18.)  ,  i  , 

1.  Cum  olim  tractavissem  problema  de  partiUone  numeroram  (•),  quo  quaerebatur,  quot  variis 
modis  datus  numerus  in  duas,  vel  tres,  vel  quatuor,  vel  gencratim  in  tot  partes,  quot  quis  voluerit, 
disoerpi  possit,  id  potissimum  curavi,  ut  in  ejus  solutione  nihil  quicquam  inductioni,  cujas  usus 
plerumque  in  hujusmodi  problematibus  solvcndis  solet  csse  frcqucntissimus,  tribuerem.  Atque  me- 
thodus,  qua  sum  usus,  ita  videtur  comparata,  ut  etiaro  ad  alia  problcmata  aequo  successu  adhfberi 
possit,  id  quod  vulgatissimo  illo  problemate,  quo  quaeri  solet,  quot  modis  datus  numerus  dato 
tesserarum  numero  projici  possit,  eo  quidem  amplissime  extcnso  hic  ostendere  ronstitui. 

2.  Quando  autem  quaeritur,  quot  modis  datus  numerus  N  <latum  tcsseranim  uumenun  n  pro- 
jkiendo  cadorc  possit,  quaesUo  huc  redit,  quot  variis  modis  datus  num«rus  N  io  n  partes  reaolvi 
pos.sit,  quarum  singuJae  sint  vel  1,  wl  2,  ve)  3,  vel  vel  5,  vel  6,  siquidem  fades  ysserajrum 
his  numeris  sint  insignitae.    Et  quo  nascibir  haec  quaestio  laUus  patew:  fluot  yariis  mqdis  datus 

N  dividi  possit  in  n  partes,  quarum  singulae  sint  vel  «,  vel  /3,  vel  y,  vel  S  etc.,  quorum 
o,  /9,  y,  8,  clc.  mulUtudo  sit  pariter  data,  puta  =  m,  tU  ut  partes,  in  quas  tlatus 
numerus  sit  resolvendus  tam  numero  quam  specie  deotur. 

3.  Concipiantur  scilicet  cjusmodi  tesserae,  quae  non  ut  vulgo  sex,  sed  m  babeant  facies  seu. 
hedras,  ita  ut  in  singulis  hae  facies  notatae  sint  uumeris  u,  /?,  y,  8,  etc.  atque  jam  quaeritur,  si 
habeantur  n  hujusmodi  tesserae,  quot  modis  iis  projiciendis  datus  numerus  N  produci  possit.  Possent 
etiam  tesserae  inter  se  dispares  assumi,  ita  ut  smgulae  pecuharem  haberent  heUrarum  numenira, 
quae  etiam  in  singulis  peculiaribus  numeris  sint  inscriptae;  verum  ex  iis,  quae  de  tesseris  vulgaribus 
sum  allaturus,  etiam  solutio  hujus  quaestionis  laUssime  patentis  haud  difflculter  colligetur. 

cujusdam  x  considero,  ita  ut  pro  tessera  vulgari  hanc  habeamus 

x1  +-  x*  f  **  +  x*  +  x'4- 
ubi  cuique  potestaU  unitatem  pro  coeflicientc  tribuo,  qunndo<midem  quilibet  numerus  expoiiente 
designatus  aeque  facilc  cadere  potest.  Quodsi  jam  hujus  expre&sionis  quadratum  sumatur,  quaevis 
potestas  ipsius  x  tantum  recipiet  coefllcicntem ,  qui  indicet  quot  modis  ea  potestas  ex  muIUplicaUone 
istius  expressionis  resultare,  hoc  est,  quot  modis  ejus  exponens  ex  addfUune 
ex  ordine  I,  2,  3,  5,  6  produci  possrt.  Evoluto  ergo  nostrae  expressionis 
quadrato,  si  in  eo  occurrat  terminus  Mc\  inde  colligitur  nwnerum  N  binis  tesseris  jaciendis  tot 
prodire,  qnot  coefliciens  M  conUneat 

(*)    Vi<U  Commenl.  IX  pg.  73  -  101  l.uj«,  o|MTis 
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5.  Sitnili  modo  evidens  est,  si  istius  expressionis  sumatur  cubus  (x  +■  x*  +  x*  4-  x'  +-  x1  +  x*)\ 
io  ejus  evolntione  quamvis  potestatem  x1*  toties  occurrere,  quot  modis  ejus  exponens  JV  oriri  potest 
addendis  tribus  numeris  ex  ordine  1,  2,  3,  \,  5,  6;  unde  si  hujus  potestatis  cocfficiens  sit  M, 
totusque  sit  tenninus  Mx*,  ex  eo  concludimus  numenun  JV  tribus  tesseris  jacicndis  tot  modis  produci 
posse,  quot  coefficiens  M  coutineat  unitates.  Generatim  ergo  si  sumatur  exponentis  n  dignitas 
(x  +  x*  +  x*+-x*+-x»+- x*)",  ea  evoluta  secuodum  potestates  ipsius  x,  qui- 
Mx"  docebit,  si  numerus  tessenrum  fuerit  =n,  iis  jadeodis  numerum  JV  tot 


6.  Si  ergo  tesserarum  numerus  fuerit  -—  n,  quaeraturque  quot  modis  datus  oumerus  JV  iis 
projiciendis  cadcre  possit,  quaestio  resolvetur  per  evolutionem  liujus  formulae 

(x  +  x*  +  x*  +  X*  +  x»  +  x«)B, 

cujus  cum  primus  terrainus  futurus  sit  x",  ultimus  vero  x*n,  prodibit  bujusmodi  terminorum  pro- 
gressio  • 

x"  +  ^x^'  -f-  Bxn*x  +  Cx^*  +  jtfx*  +  x*n, 

cujus  quflibet  terminus  JHx*"  ostendet  numerum  JV  exponenti  aequalem  tot  modis  cadere  posse,  quot 
coefGdeos  M  contineat  unitates:  ex  quo  stathn  elucet,  quaestionem  locum  habere  non  posse,  nisi 
propositus  JV  contineatur  iotra  iimites  n  et  6n.   Totum  ergo  negotium  huc  redH,  u 


7.    Ad  bos  igitur  inveoieodos  ponatur  formula  evolvenda  hoc  modo  repraesentata 

xn(l  +  x  +  x*+  x*-\-x*  +  xs)H=V 

vero  pro  ejusdem  evolutione  statuatur 

V=xn  +  Bxx+  Cx*+  Dx*  +  Ex>  +  Fxs  +  elc.) 

p  =  Z,  erit  ex  priori  differentiale  logarithmicum: 


xdZ  u  +  W4  3»x»+4«x«+S 

i&ir  —       t  +  x+~7*  +  *«  +  .*«  +  x» 


nx» 

-  • 


autem  valor  ex  posteriori  prodit 

x&Z  _  -4*  ■+  9Bx*  +  3Cx*-i-4Dx*  +  5  Et*  +  6/V«  elc. 
■Mr        H-^.t  -|-  J»*1  +  £•<*  +  />"«+  Ax'-f-  JVel*.  ' 

quae  duae  expressiones  inter  se  debent  esse  aequales,  unde  coefficientium  valores  determinabuntur. 

4'* 

8.    Constitututa  autem  harum  duarum  expressionum  aequalitate  oritur  isU  aequatio 

nx  +   tu4\xx  +    nB  x*  +   nC\x*  +  nD\x'  +   nE  x«  +    /if  \x7  +   nG}x»  etc. 
+  2n    )     +  2n^       +  2n/?/     +  2n(/     +2«/)/     +  2n£/     +- 2«fi 
-+3n         +  3nsi)     +  2nB\    +  3n(A     +3«/)}     +  3n£j 


5n    '     -(-5«.//     +  inBj     -+■  5nCj 
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+  A 


Tk  partMorie  numerorwn.         1  ' 

+  3cl     +  *Df     +  5/sj  +6fJ  +7GJ 

+  2*}    +  3CV    +  4d(  +  5/rf  +  6f( 

+           +  2/?l    +  3C(  +  *D[  +  5/?| 

+          +  2/?l  +  3Cl  +  *D| 

+  /*/  +  2BJ  +  3C, 

quae  binae  expressiones,  cum  secundum  singulos  terminos  intcr  sc  dcbeant  csse  acquales,  valores 
singulorum  coeflicientium  siippeditabunt. 

9.  Hinc  autem  sequentes  determinationes  impetrantur: 

A  =  n 
2B  =  (n—  l)^  +  2n 
3C  =  (n  —  2)«  +  (2n  —  i)A  +  3n 
*D  =  (n  —  3)  C  +  (2n  —  2)  B  +  (3n  —  1)  A  +  kn 
SE  =  (n—\)D  +  {2n  —  2)C+(2n  —  2)B-\-(\n—i)A+5n 
6F  =  (n -  5)F  +  i2n  -  t)D  +  (3n  -  3)  C  +  (hn- 2)  /?  +  (5n  -  i)  A 
7G  =  (n  —  6)  F  +  (2n  —  5)  F  +  (3n  —  *)  D  +  (fcn  —  3)  C  +  (5n  —  2)  B 
8ff=(n-7)fi  +  (2n  —  6)  F+  (3n  —  5)  F+  (fcn  —  *)  D  +  (5n  —  3)  C 

etc. 

Quilibet  crgo  coefliciens  determinatur  per  quinos  praecedentium,  quibus  inventis  erit 
F=xn  +  Axn+1+Bx'--*+  Cx"+i+  Dxn+*  +  Exa+*  +  etc. 
sicque  problema  dc  n  tesseris  in  genere  est 

10.  Si  a  qualibet  superiorum 
determinationes  multo  simpliciorcs: 

A  =  n 
2B  =  nA  +  n 
3C  =  n/?  +  nA+n 
\D  =  nC  +  nB+-nA  +  n 
5F  =  nD+  nC  +  nB  +  nA  +  n 
6F  =  nE  +  nD  +  nC  +  n/?  +  nA  —  5n 
7<?  =  nF  +  n£  +  nD  +  nC  +  n/?-(5n— I),* 
8/7  =  nG  +  nF+  n£+-  nD  +  nC  —  (5n  —  2)  B 
etc. 

Si  denuo  differentiae  caperentur,  relationes  istae  adbnc  simpliciorcs  cssent  proditurae,  hoc  modo 
2B=  n  +  t)A,  7G  =  (n  +  6)F  —  (6n—i)A+5n, 

'3C  =  (n  +  2)[B,  8/7  =  (n  +  7)  G  —  (6n  —  2)  B  +  (5n  —  i)A, 

%D=  (n  +  3)  C,  9 J  =  (n  +  8) /f  —  (6n -3)C+  (5n  —  2)  B, 

5E=ln  +  \)D,  10*  =  (n  +  9)  J  —  (6n  -  4) D  +  (5n  -  3)  C, 

6F  =  (n-*-5)E  —  6n,  etc. 

L.  taltrl  Ov«r«  ijq 
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11. 
erit  ut 


fuerit  vel  2,  vel  3,  vel      lex  progTessionis 


pro  da 

pro  trib 

HS 

,  pro 

quatuor 

A  = 

2 

3 

V 

2B  = 

3^ 

kA 

SA 

3C  = 

KB 

56 

60 

KD  = 

5C 

6C 

7C 

5E  = 

6D 

7D 

8D 

6F  = 

7£  — 

12 

8E- 

18 

9£- 

2i 

7G  = 

8F  — 

11^4  10 

9F- 

\1A+\1 

10F- 

23A  +  20 

SB  = 

96- 

101?  4- 

9^ 

10G  — 

160 

11G- 

2204-19^ 

9  J  = 

10»  — 

9C  + 

8fl 

11//- 

15C  4  13ff 

12//— 

21 C  4-  18fl 

ioa:  = 

UJ  — 

8»+ 

7C 

12J  — 

HD 

-f  12C 

13  J— 

20D  f  17C 

I1L  = 

12/C  — 

7E4 

6D 

13JC  — 

13£T4-  ltD 

IWT— 

19E4  <6D 

12«  = 

13L  — 

6F  + 

5£ 

1%L  — 

12F-j  10E 

15L  — 

18F4  15£T 

etc. 

quilibet  ergo  coefficiens  per  tres  praecedeotcs  detcrminatur ,  ubi  hoc  imprimis  est  notatu  digoum, 
quod  tandem  in  nihilum  abeant,  ct  postremi  primis  evadant  pares,  id  quod  ex  hac  lege  minus 
perspicere  HceU 

12.  Quo  autem  hanc  legem  clarius  intclligamus  denotet  haec  formula  (/f/"»  numerum  casuum, 
quibus  numerus  N  per  n  tesseras  produci  potest,  ita  ut  sit 

(n),n,=  l,  (n-r-l),B,  =  ^,  («  +  2r=«,  (i»4  3),n,  =  C,  (n4-^)ln)  =  D,....(«4  9r)  =  J 

et   (*  4- 10) 

Hinc  crgo  Get 

10 (»4  10)«"»=  (»4- 9)  («  4  9),",-(6n -*)(«  +  %)•"•  4  (5«-3)(«-3),"> 

i 

unde  concluditur  forc  io  genere: 

A(n4.A)'",  =  (n+X_l)(n  +  i-l),",-(6«4-6-i)(«4A-6)t",4-(5/»47-X)^n-r•A-7/n,. 
Ponamus  jam  it-4A  =  JV,  ut  sit  k  =  N  —  «,  eritque 

(A*-  1)  (A-  !)<»>  -  (7n  4«  -  ff)  (AT  —  0)'"'  4  <««  -  7  ~  A')(A*  -  7)>'"' 


Ubi 


(JV)'"'  = ' 

est  semper  fore  (P),",= 


A*-« 
0,  si  fuerit  P  <  «. 

13.   Facilius  autem  hi  coefOcientes  deGniri  possunt  pro  quovis 
pro  tesserarum  numero  unitate  minorc  jam  fucrint  repcrti.   Si  enim  sit 

(x  4-  x1  4  **  4-  x*  4-  *•  4-  x-)n=  x"  4  ^c"  ■•■  -  4  /te" + 1 4  Gr"+ * 4  Dc"  * 4  -r-  etc. 
ponaturque 

(x.jrX*+x*  +  x*+  x>+xt)n+t  =  x"+1+A'x"+*  +  /?'x"+«4C'a:"-,--4DV  +  »4etc 
erit,  quia  haec  expressio  illi  per  x  4  x,4-**+x-  +  x14-*- 
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IV.    Quare  si 


hioe 

A'=A+l 

differentiis  sumendis 

B'  =  B+A  + | 

C  =C  ~r  B  ■+  A  +  i 

C  =  Bf-\-C 

D'=D+C+  B-\-A  + 1 

D'  =  C+  D 

£'=  £:+/>+  c-i-  *-M+ « 

E'  =  D'  +  E 

F'=F-|-£+  D  -|-  C  +-  B  +  ^ 

G'  =  C  +  F+f+D+C+J 

G'=  F-f  G— // 

elc. 

Ct*. 

utamur,   ex  aequation 

G'=  F+G  —  A 


7)«-^1'+(ft  +  7V'-(«-|-  1)"" 


quae  in  genere  ita  repraescntabttur: 

(n  +  I  +  *)«"-•- "  =  (#t  -h  *)«■- 
Qnod  si  jam  pro  n  +  *  scribatur  JV,  erit 

(/»7+  l),n+1>  =  (iV),"-,-,,4-(^)",)—  (ff—  6)"", 
obi  notandum  est,  quamdiu  fuerit  N — 6  <  n,  fore  (N  —  6)<n>=0.    Hine  simul  patet  omoes  hos 
forc  intcgros,  quod  ex  priori  lege  minus  auparet 


quot 


quilibet 


N  per  n 


n=l 

n  =  2 

n  =  3 

n  =  V 

n  =  5 

n  =  6 

n  =  7 

n  =  8 

i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

3 

2 

1 

o 

o 

0 

0 

0 

V 

3 

3 

1 

o 

0 

0 

0 

5 

V 

6 

V 

1 

0 

0 

0 

6 

5 

10 

10 

s 

1 

0 

0 

7 

0 

6 

15 

20 

15 

6 

1 

0 

8 

0 

5 

21 

35 

35 

21 

7 

1 

9 

0 

V 

25 

56 

70 

56 

28 

8 

10 

0 

3 

27 

80 

126 

126 

8V 

36 

«' 

0 

: 

27 

10V 

205 

252 

210 

120 

12 

0 

25 

125 

305 

V56 

V62 

330 

13 

0 

0 

21 

1V0 

V20 

756 

917 

792 

IV 

0 

0 

15 

1V6 

5V0 

1161 

1667 

1708 

15 

0 

0 

10 

1V0 

651 

1666 

2807 

3368 

16 

0 

0 

6 

125 

735 

22V7 

VV17 

6147 

17 

0 

0 

3 

I0V 

780 

2856 

6538 

10V80 

18 

0 

0 

1 

80 

780 

3V31 

91V2 

16808 

19 

0 

0 

0 

56 

735 

3906 

12117 

25V88 

20 

0 

0 

0 

35 

651 

V221 

15267 

36688 

>y  Google 
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n=i 

»  =  2 

/1  =  3 

n  =  * 

/1  =  5 

n  =  6 

n  =  7 

n  =  8 

21 

0 

U 

on 
2U 

EL  A 

VJ  J_ 

lo  J_  i 

1  

5U_00 

22 

0 

0 

u 

4  n 
1U 

L  CIA 

_uyyj 

4?  eono 

bSou» 

rv-rv 

23 

0 

n 

n 

u 

* 

A  R 

J  Jl.tb 

__3b7 

OilJtf* 

2* 

A 

n 

n. 

1 

J  »  J  1 

OLA4*7 

_4U17 

QQO  |  ') 

__  _P 

25 

0 

u 

U 

/*, 

0 

OL  A  4  **/ 

_*U17 

M  Jbno 

26 

0 

0 

U 

0 

•TA 

70 

OOL  «9 

__'Jb7 

1i!5jo» 

27 

gk 

0 

u 

u 

n 

0 

o5 

lbbb 

_u:>y  j 

4 *)*>000 

1 JJ_oo 

28 

0 

u 

u 

0 

4  K 

1 5 

1  1  b  1 

1 HJ_7 

1 J595» 

29 

0 

n 
U 

A 

0 

r 

5 

/Oo 

1  *CO£aT 

1  5-67 

1 dJ_BO 

*>n 
30 

n 

n 
U 

n 
U 

U 

1 

1-1  17 

1_,> JO» 

31 

0 

0 

0 

0 

0 

252 

9142 

113688 

32 

0 

0 

0 

0 

0 

126 

6538 

98813 

33 

0 

0 

0 

0 

0 

56 

4417 

82384 

3* 

0 

0 

0 

0 

0 

21 

2807 

65808 

35 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

1667 

50288 

36 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

917 

36688 

15.  In  his  ergo  sericbus  etiam  proprietas  §  12  invcnta  locum  habet;  ita  si  fuerit  n  =  6,  erit: 
si  exempli  gratia  ff=25,  erit 


/jv)<«  =  <*-0<*-«)u>-  <«  -  /v)  (/y  -  g)(,)4  (-13  -  /v)  (Af  -  7;<«> 


24_(24><«-_-  23.(19)<»)-H8.(18)'«> 
19 


at  cst  (24)u)  =  3431,  (19)U,=  3906,  (18)"*  =  3*31,  ideoquc 

84.3431  -23.3906 


(25)"'= ' 


19 

erit 


18.3431  54264  oa-- 
_  =   )9  =28ob 


uti  tabula  habet.    Similiter  si  sit  tf=29, 

(29)u)  — M-(afl(l>-<9-tt3)<*'-'-  <4-(32<" 

hinc  ob  (28)"'=  1161,  (23)u,=  3906  ct  (22)"»  =  *221,  erit 

W„  =  32508  -  7_«14  +  5909,  =  «7*«  =  ^ 

16.  Verum  evolutio  formulac  V  (§  7)  alio  modo  institui  potcst,  ut  quilibcl  terminus  absolute 
assignetur,  neque  ad  hoc  praecedentibus  sit  opus.    Cum  cnim  sit 

1  -f  x  4  x*  -f  x*-}-  x*-f-  x*  =  t -  -_  '-  » 


crit  y=^_-££',  a^ue  evolutione  facla  ob 


•    »  2.3    1  ^  ry"374  x  ~ etc- 


^    _ _n  j_  »_ _« +. ,  .  _!  +  »>_-+■  .  *(«-<- !)(»■-!-«)  n+s  ,  «<«  +  1)("  f2)(«-l-3)  ,.  .  » 
(1  -  r)"  ~       1    1  ^1.8  12.3      *       ^  1.2.3  4  '  ^ 

unde  colligitur  fore: 
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(»)""       =  t 
(n+l)<">  =  ; 

<_  +  _r  =  _5+I> 

<j +  !)•««  :_._£j^ 

(»+  »)'"'  =  "  ;("|3) 

(n  +  «)««»__■  ^.£±_ 
(n  +  7)'"»  =  "-;(n  +  6)-; 
(n  +  8)'n)-,'  -t;"^7)  -y 
(n  +  9)""  =  "  + 
(w+lor=_^)_« 
_j_  nj<»»>—     .("+1°)  _^ 


1...H 
n...(/t4  II) 


(a+l,r_.^«>_» 


/i 

T 

«(«  +  «) 


1.2 

-  („+|)(/, +5) 


1.8  3 

n(/»  +  |)(/,+2)(/t+3) 


1.1.34 


__»  +  «(_+ _)__±___j__ 


1.2.3  4.5 


"("  +  0(" +  2)(»  +  3)("  +  4)("  +  5)  ■   «(*-<)  . 

1.-.6  "r  1.2 


„(/,  +  !)(-  +  2)(»+3)(„+4)(„+5)(„+fi)      n(/.-l)  /i 
1...7  "+     1.2  1 

etc. 


unde  in  geaere  concluditur : 

/     .  JU»)  n... («-*-„—  J)  _n    ii.  ..(n-M  —  7)  ,  „(»-!)  «i. .  .(n-M  -  13)     „(«  —  !)(«  —  _)  „•  ■  ■  (»  M-lfl) 

'"+'•'     —       !..:„  i*    !...(„-€)    +     i.2    '    1...(^-I2)    ~~       1.2  3  '~l...(i-l8) 


„(„-l)(„-2)(«-3)  n...(/i  +  „-25) 

-1  .-_    .  •  — .— — —   etc. 


1.2.3.4  l...(x-24) 

17.  Hinc  solutio  ad  tesseras  quocunque  alio  facienim  oumcro  praeditas  accommodari  potest. 
Sit  eaim  m  oumcrus  facierum  in  singulis  tesscris,  quae  notatae  sint  numeris  1,  2,  3...m,  talium 
autem  tisserarum  numerus  sit  =  n,  quibus  projcctis  quaeritur,  quot  modis  datus  nuinerus  JV  radere 
possit.  Seu  quod  codem  rcdit,  quaeritur  quot  modis  numcrus  iV  in  n  partes  resolvi  possit,  quae 
singulae  in  hoc  ordinc  numcrorum  I,  2.  ..m  sint  conteotae;  ubi  quidem  notaodum  est  non  solum 
diversas  partitiones,  sed  etiam  diversos  ordiues  earundem  partium  numerari,  uti  in  tesseris  fieri 
solet,  ubi  exempli  gratia  jactus  3,  V  et  h,  3  pro  duobus  di-ersis  casibus  habcntur. 

18.  Quodsi  ergo  haec  scriptio  (N)in)  denotct  casuum  numerum,  quibus  numerus  N  projiciendis 
n  tesseris,  quarum  stngulac  habeant  m  facics  numeris  1,  2,  3  . . .  m  notatas,  produci  possit;  primo 
notandum  est  forc  («)'"' =1,  et  si  N<n  esse  (.V)(n,=  0.  Dcinde  si  N=mn,  est  quoque 
(•»)*•»__  1,  et  si  N>mn,  erit  {"}«•' =  0.    Denique  si-e  sitA  —  n  +  A,  sivc  N=mn  —  X, 

est  idem  seu  (n  +  „)""=  (mn  —  X)in\    Postrema  autem  formula  praebet: 
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■      .   n..  (*+*— t)       »    n...(n  +  i  —  m  —  1)      n(n—j)  n..  (n+A-lm-j) 

(*  +  *)     —       f--  I*  T     18    *  »...^-1«) 

_  n(W -!)(«- 8)  ^ «...(«  -M-3"— t) 
1.9.3  !...(*  —  3"») 

19.  Facillime  autem  hi  numeri  cum  ex  praecedcntibus  tum  ex  casibus,  ubi  teaaerarum  numerus 
est  unitate  minor,  determinabuntur.  Erit  enim  generaliter,  si  singularum  tcsserarum  nuuaerus  facie- 
rum  fuerit  =  m,  eaeque  numeris  1,  2...m  sint  insignitae:  * 

(ff  +.  i)«-  +  •»  —  (#)<"  «-  "  4.  (JY)<*>  —  (Jf  —  m)<»> , 
seu      (jV+lV"'    =(/V)l",+  (^'),',-',-(JV-M)1"-,,. 
Ilinc  si  pro  N  -f-  I  scribatur  n+-X  habebitur 

(„  4-  A)<»>  =  (n  4-  A  —  l)(n>  4  (n  4-  X  —  1       0  —  (n  4  X  —  m  —  l)4"- ». 
Dcnique  pro  eodcm  tesscrarum  numero  n  isti  numeri  ita  a  praecedentibus  pendent,  ut  sit 
A(»4-  X)iH)  =  (ft  4  A  —  1)  (n  4  ^  —  1)""  —  (nui  4-  m  —  A)  (n  4  A  —  m)w 
4(mn  —  n  4  m  4- 1  —  l)(n4i- m  —  l)"". 

Ceterum  notum  est  summam  omnium  borum  numerorum  cssc  =  m". 

20.  Simili  modo  haec  quaestio  resolvi  potest,  si  non  omnes  tesserae  pari  hedrarum  numero 
fuerint  praeditae.  Ponamus  trcs  dari  tesscras,  primam  hcxacdram  numcros  1,  2,  3,  k,  5,  6,  secundam 
ocU edram  numeros  1,  2,  3 ...  8,  et  tcrtiam  dodccacdram  numeros  1,  2,  3 ...  12  gerentem;  quod 
si  jam  quaeratur,  quot  modis  datus  numerus  N  cadere  possit,  evolvatur  Coc  productum 

(x  +  x*±  x* . .  .x*)  (x  +  x*+  x* . .  .x*)  (x  4  «*4  x*  . . .  x11)  =  F 
et  coeffictens  potestatts  x"  ostendet  casuum  numerum.    Cum  jam  sit 


(1-  H)(1  _ *«) (!-.,") 
V-  (!"-*)• 


crit  numcratorem  evolvcndo 


v         X*-X*-x"-x"+x"  +  l"+x"-X-" 

V=  (T-^  

21.   Hic  numerator  multiplicetur  per  jY^j»'  «e«  hanc  seriem 

l  +  3«46x*4  I0x*4  I5x*4-2lx44  28«' 4-  36x'4etc. 

cujits  cocfficientes  sunt  numeri  trigonales;  unde  cum  numeri  n  trigonalis  =  '—t-^»  quivis  hujus 
serici  terminus  erit 

!_-±i»x--.,  seu 
Jam  per  numeratorem  multiplicando,  potestatis  x"  coefficlens  rcperitur: 

(„-7)(n-8)  _  („- 9)  („-«(»  _  (n-U)(n-i4)      (»-»)(„- 16)  ,  («-«9)(»-W) 
«  ?  S  1"  %  '  8 

,  («-81)  («-«)      («  -S7)(«  -») 


quae  ezprcssio 
perveniatur. 
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15 
16 
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*7 
W 
*2 
38 
33 
27 
21 
15 
10 

6 

3 

1 

Sit  26: 


6-|-  8-)-  12,  et  omnium  casuum 


Numeri  hic  majores  quam  26  produci  ncquount,  c\ 
summa  est  576  =  6.8.12. 

Cum  hoc  modo  rcsolutio  numerorum  in  nartes  numero  et  SDecie 
subsidio  absolvi  possit,  in  meutem  mihi  incidunt  quaedam  Fermatii  elegan»  .  :  . 
cum  nondum  sint  demonstrata,  forUssc  haec  methodus  ad  demonstrationes  eorum  pcrductura  videtur. 
Cum  enim  Fermatius  asseverasset  oinnes  numeros  vel  essc  trigoaales,  vel  duorum,  vel  trhua  trigo- 
nalium  aggregata,  quia  cyphra  etiam  in  ordine  trigonalium  reperitnr,  theorema  ita  enunciari  potest, 
ut  omnes  numeri  in  tres  trigonalcs  resolubiles  dicanUir.  Quare  si  numeris  trigonalibus  pro  expo- 
neutibus  sumtis  formetur  hacc  series: 

1  +  *,+  a^+*,+  *,0+*1,-f  x*1  +  **»  +  etc  =  S 
oportet,  si  hujus  seriei  cubus  evolvatur,  tum  omnes  plane  potestates  ipsius  x  esse 
iri;  quod  si  demonstrari  posset, 


si  hujus  seriei 
1  -fx1- 


'+x'+xu+* 


»+  etc  =  S 


sumatur  potestas  quarta,  ostendique  queat,  in  ea  omnes  plane  potestatcs  ipsius  x  rcperiri,  habebitur 
demonstratio  hujus  thcorematis  Fermatiani,  quo  omnes  numeri  ez  additione  quaternorum  quadrato- 
rum  resultare  statuuntur.    In  gencre  adtem  si  ponatur 

S  =  1  +*"  +  *-+**— »+«•—•+«••— »  +  «»  —  ••  + a*«  —  M  +  etc. 
hujusque  seriei  sumatur  potestas  exponcntis  m,  demonstrandum  est  in  ea  omnes  potesUtes  ipsius  x 
esse  prodituras,  ita  ut  omnis  nuinerus  sit  aggregatum  m 
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25.  Ex  iisdem  principiis  alia  sc.  offeit  via  ad  has  demonstrationes  invcstigandas,  quac  a  prae- 
cedente  boc  differt,  quod  uti  ibi  non  solum  diversitas  partium,  sed  etiain  ordo  spectatur,  bic  ©rdinis 
ratio  omittitur.   Pro  resolutione  scilicet  in  trianguiares  numeros  constituatur  haec  fornulu 

 l  

(i  _,)  (1  _«)(!  _*•»)  (1  -x*  i)  (I  -  jr'°  s)  (t -xlt  i)  etc' 

quae  evoluta  hanc  praebeat  seriem: 

1  +  Pz  +  Gt*-f-  «*•+  &•+  Tr»  -|-  ctc. 
ita  ut  P,  Q,  R,  S,  etc.  sint  functiones  ipsius  x  tantnm.  Manifestum  autem  est  fore: 

P  =  l  +  x  +  x»  +  *»+  x'°  +-  -"  +  *»1  +  ctc. 
at  Q  praeterea  eas  potestates  ipsius  x  continebit,  quarum  exponentes  sunt  aggregata  duorum  trigo- 
nalium.    Demonstrari  crgo  debet,  in  functione  R  omnes  plane  potestates  ipsius  x  esse  occursuras. 

26.  Simili  modo  pro  resolutione  numerorum  in  quaterna  quadrata  evolvatur  haec  fractio 

 i  

(1-*)  (t-«)(l-***)tt-***)(»— Tut)a-*"»)elc.' 

quae  si  abeat  in  hanc  formam: 

1  +  Pz  +  0-"+  H-*  f  Si*  +  etc. 
demonstrandum  est  functionem  S  omnes  potestatcs  ipsius  x  complecti.    Nam  P  aequatur  seriei 
1  4-  x  +  x*  -\-  x*  +  x%*  +  etc*  et  0  practerea  eas  continet  potestates  ipsius  x,  quarum  exponentes 
sunt  agpregata  duorum  quadratorum,  in  qua  ergo  scrie  roultae  adhuc  potestates  deaunt  In  R  autem 
insuper  cae  potestates,  quanim  exponentes  sunt  aggregata  ternorum  qaadratorum,  aderunt;  atque  in 

numcri  in  eiponentibus  occurrero  debeant. 

27.  Ex  hoc  princtpio  defrairi  potest,  quot  solutioncs  problcmata,  quae  ab  arithmetids  ad 
regulam  Virginum  referri  solent,  admittant.  Ilujusmodi  problemata  huc  redeunt,  ut  inveniri  debeant 
numeri  p,  q,  r,  *,  t  etc.  ita  ut  bis  duabus  conditionibus  satisfiat: 

op  +  bq  +  cr  -|-  ds  etc.  — =  n  et  ap  +  fta  +  yr  +  ds  etc  — =  v 
et  jam  quaestio  est,  quot  solutiones  in  numeris  integris  positivis  loeum  sint  habiturae:  ubi  quidem 
tenendum  est  numeros  a,  b,  c,  d  ctc.  n  ct  a,  /3,  y,  8  etc.  v  esse  integros,  quia  nisi  tales  essent, 
facile  eo  reducerentur.  Statim  qnidcm  apparct,  si  duo  tantum  numeri  inveniendi  p  ct  q  propo- 
nantur,  plus  una  solutione  non  dari,  quae  adeo,  nisi  pro  p  et  q  numeri  integri  positivi  prodenut, 
pro  nulla  liaberi  solct. 

28.  Jam  ad  numerum  omnium  solutionum  quovis  casu  definiendum,  ne  inductioni  seu  tenta- 
tioni  quicquam  tribuatur,  consideretur  haec  expressio 

 I    

(i  -     (i  -  ..v>u -*«>>)(» «<=• 

eaque  evolvatur,  unde  prodibit  hujusmodi  series  1  +  ,fx--y  4-  Bx"y--\-  Cx"y"  ctc.  in  qua  si 
occurrat  tcrminus  Nx"y\  coelficiens  N  numerum  solulionum  indicabit:  ac  si  eveniat,  ut  hic  tenninus 
non  occurrat,  id  indicio  erit  nullam  dari  solutionem.  Totum  crgo  negotium  in  hoc  versatur, 
ut  cocfliciens  hujus  termini  x"yr  invcsttgetur. 
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De  Inventtone  quotctmque  medlarum  proporttonallum  citra  ra. 
fliciiui  cxtractloncm. 


(N.  Comment.  XIV.  1.  1769  p.  188.  Exhib.  1768.  Aug.  18.) 

• 

1.  Proposttlo  L  Si  numeri  o,  6,  c,  d  etc.  sint  continue  proportionales,  etiam 
differeotiae  6  —  a,  c  — 6,  d —  c  etc.  erunt  in  proportione  geometrica  continua  ejus- 
dem  cxponentis;  ac  si  prior  series  a  proportione  geometrica  abcrret,  posterior  multo 
magis  abcrrabit. 

Prior  propositionis  pars  in  elementis  est  demonstrata:  pro  altera  autem  parte 
rationis  geometricae  =r,  ut  secundum  proportioncm  geometricam  foret  6=or, 
c  =  ar*,  <f  =  ar*  etc.  Sit  autem  t>  =  ar  -l-  z  manente  c  =  arr,  ita  ut  z  sit  error  termini  6  a 
proportione  geometrica,  cruntque  diffcrcntiae  6 — o  =  a(r — l)-|-z  et  e — 6  =  ar(r — 1) — z,  qua- 
rum  ratio  cst  -^'-^  =  r - r£±^.  cujus  aberratio  ab  exponente  r  utique  major  est, 

quam  rationis  ^  =  r+-i.  Unde  etiam  facile  intelligitur,  si  scriei  a,  6,  c,  d  etc.  plures  termini 
a  rattone  geomctrica  l:r  aberrent,  in  scrie  differentiarum  majores  errores  inesse  debere. 

2.  CoroUarlnm.  Vicissim  ergo  quantumvis  scries  differentiarum  a  proportione  geometrica 
aberraverit,  series  tcrminorum  ipsa  propius  ad  hanc  proportioncm  accedet, 

3.  Propoaltto  II.  Inter  duos  numeros  datam  rationem  1:r  tenentes  medium 
proportionalem  invenire  sine  extractione  radicis. 

Bolulio*  Sint  numeri  propositi  A  et  Ar,  mediusque  proportionalis  prope  snltem  verus  =  B; 
ut  hi  tres  numeri  A,  B,  Ar  progressionem  a  geometrica  parum  aberrantem  constituant.  Statuantur 
autem  differentiae  pro  lubitu:  B — A  =  a  et  Ar — B  —  b,  bincque  colligitur  A{r — i)  =  a-\-b 
et  B  (r  —  I)  =  ar  +  b,  ita  ut  sit 

A—  et    B  —  ar  +  b- 

nifait  autem  impedit  quominus  numeri  A  et  B  in  ratione  l:r — 1  augeantur,  ut  in  integris 

A  =  a-\-b    et   B  =  ar-\-b, 
unde  sumtis  pro  lubitu  binis  numeris  a  et  6,  hi  tres  numeri 

a-f-6,    ar-}-6,  ar-\-br, 
quorum  primus  est  ad  tertium  in  rationc  data  l:r,  eo  propius  ad  progressionem  geometricam 
dent,  quo  minus  numerorum  assumtorum  a  et  6  ratio  a  ratione  l:Vr  aberraverit;  seu  fractio 

ar  -4-4  b 

propius  ad  valorem  Vr  accedet,  quam  fractio         Quo  igitur  valorem  medii  proportionalis 


L.  Inlerl  Ofera.  jj 
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Vr  inter  I  et  r  accuratius  obtineamus,  statuamus  a  +  6  =  «'  et  ar  +  6  =  6';  atque  fractio  *'r_!^ 
adhuc  propiua  valorem  Vr  exhibcbit.    Simili  ergo  modo  si  porro  statuamus 

a'  4  6'  =  «",  a"  +  6"  =  «"',  a'"  +  6'"  =  a"etc. 
a'r  +  6'  =  6",   a"r+6"  =  6"\    a"'r  +  6"'  =  6"etc. 

1,11     1,111  yir 

fractiones  -77,  jy,,        etc.  continuo  accuratius  valorem  meciii  proportionalis  Vr  expriment 

k.  CorolL  1.  Cum  igilur  quarstio  sit  de  medio  proportionali  intcr  numeros  i:r,  sumtis  pro 
lubitu  duobus  numeris  a  et  6,  formentur  inde  duae  series 

a,  a',  a",  a'",  a'r  ctc. 
6,    6',    6",   6"',   6  "  ctc 

faac  lege  ut  sit 

«'  =  a  -j-6,  a"  =  a'  +6',  a"'=a"  46",  a'"=a"'  +6'" 
6'=ar  +  6,    6"=a'r  +  6\    6"'=a"r  +  6",    6"  =  a"'r  +  6"' 

i       b'     t"     b1"  b*' 

el  fractiones        -;7,  -„-,  ^777,  ^  etc.  continuo  propios  valorcm  quaesituni  Vr  «shihcbunt. 

5.  Coroll.  9.  Vel  si  constituatur  progrcssio  a  ratione  geometrica  continua  quantumvis 
aberraus,  cujus  tcrmini  alterni  sint  in  rationc  i:r 

a,  6,  ar,  br,  ar*,  6r*,  ar*,  6r4,  ar\  6r'  etc. 
kinc  binis  terminis  conjungendis  nova  formetur  progresslo: 

a  +  6,  6  +  ar,  ar+6r,  br+or*,  ar* +  6r*,  6r*  +  ar*,  etc. 
baecque  magis  ad  progressioncm  geometricam  acccdet. 

6.  CoroD.  8.  Si  hic  denuo  bini  tennini  conjungantur,  prodibit  hacc  series: 

a(r  +  l)  +  26,   2ar  +  6(r  +  1),  ar  (r  +  I)  +  26r,  2ar*  +  6r(r  +  I)  etc. 
hincque  porro  simili  modo  istac 

a(3r+!)  +  6(r  +  3),  ar  (r  -|-  3)  +  6  (3r  +  1),  ar  (3  r  +  1)  +  6r(r  -f-  3)  etc. 
a(rr  +  6r  +  t)  +  6(Vr+  V),  ar (Vr  -f  »)  +  6(rr+6r+  I),  ar (rr  +  6r  +  1)  +  6r {kr  +  V)  ctc. 
a(5rr+l0r+l)  +  6{rr +  l0r  +  5),  ar(rr+  tOr  -f  5)  +  6  (5rr  +  tOr  +  l)  etc. 

quae  continuo  propius  ad  progrcssioncm  geometxicam  convcrgunt. 

7.  &cliollon.  Totum  ergo  negotium  huc  redit,  ut  binae  series 

a,  a',  a",  a'"  ctc.  6,  6',  6",  6 '",  6'"  etc. 
formentur,  quippe  qu.irum  termini  hontologi  contiouo  propius  rationem  i :  V'r  exhibebunt.  Cum  autem 
sin^uli  termini  post  primos  utramquc  litteram  a  ct  6  involvant,  ita  ut  quilibet  tcrminus  utriusque 
hanc  habiturus  sit  formam  Ma  +  JV6,  primum  observo  posteriorem  seriem  ex  priori  oriri,  si  loco 
litterarum  a  et  6  scribantur  6  et  ar.  Quare  si  prioris  seriei  terminus  indici  n  respondens  fuerit 
«'»»  =  Ma  +  !%,  posterioris  seriei  tcrminus  cidem  indici  «  respondens  erit  6t'"  =  Mb  +  Nar,  ita 
ut  fractio  ^^^-  eo  exactius  valorem  Vr  sit  cxpressura,  quo  major  fuerit  exponens  n,  atque 
a'deo  sumlo  n  =  oo  verus  valor  Vr  prodire  debeat.  Ita  si  exempli  gratia  capiatur  r  =  2,  series 
illae  binae  ita  se  babebunt: 
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a 

af  6 

3a  f  26 

7a  +  56 

I7a  +  126 

6 

2a-  6 

*a  +  36 

I0a-|-  76 

2*a+l76 

58a-|-*16 

2a 

2«  +  26 

6a  +  *6 

iha  -t-  106 

3*a  f  2V6 

82a  -+-  586 

cai  tertiam  suhscripsi  primae  duplam,  quippe  cujus  ope  continuatio  facillhne  instituitur.  Quictnvpie 
ergo  numeri  hic  pro  a  H  6  accipiantur,  series  media  continebit  satis  prope  media  proportionalia 
et  tertiam,  uti  facile  perspicitur.  Siraili  modo  sumto  r  =  3,  bae  serte*  ita  se 

tOa-f  66 
18a  -V  106 
30a-(-  186 


a 

a  -f 

Va  +  26 

6 

3a  f 

6 

6a-h  *6 

3a 

3a  -t- 

36 

12a-|-66 

28a4-  166  [  76a  f  H6 
^8af  286  j  I32af-  766 
8%a  +  k8b  !  228a  +  1326 


eriU|ue  ergo  ei  ulUm.s   ^  (  ^  —  m 


exacte  V3  =  JJ,  et 


=  i/3,  quo  propius  ratio  -^-  eo  accedat, 


6  =  71  et«  =  H 


6  =  2  et  a  =  I  Gt 
_  S7oe  _  I3M  _ 
-«60- 7t»  -^3 

8.    PropoaUto  III.   Invcstigare  legem  progressionis  binarum  illarum  serierum 

a,  a',  a",  a'"  etc.    et   6,  6',  6",  6"'  etc. , 
quarum  termini  homologi  continuo  propius  rationem  l:Vr  exprimunt. 

Moluflo.  Quoniam  novimus  omues  terminos  binas  litteras  a  et  6  ita  coinplecti,  ut  in  forma 
IHa  f  A'6  contineantur,  ac  si  pro  priori  sUtuatur  in  genere  a(  =Mn  +  JV6,  tum  pro  posteriori 
fore  6ln,=  iW6  f  JVar,  hinc  lex  progrcssionis  suppediUt  tcnninos  sequcntes: 

a<"+,,=  (Ji  +  JVr)a-f  (jl/f  AT)6    et   6<"+ »»  =  (M  f  jVr)  6  f  (Jf  f  JV)  ra, 

ex  qiio  in  legem  progressionis  utriusque  seriei  inquiri  oportet.  Quo  igitur  scruteinur,  quemadmodum 
priraae  seriei  quilibet  tcrminus  deflniatur,  consideremus  hanc  seriem  sub  ista  forma  generaliori 

a  -f  a'.r'  f  -  a"  x1  -f  a'"tr*  f  a"V  -f-  etc. 
cujus  in  infinitum  conlinuaUe  summa  fingatur  Pa  -f  Qb  et  quoniam  altera  ex  hac  nascitur,  dum 
loco  a  et  6  scribitur  6  et  ra,  erit 

6  +  6'*  f  4'Vf  6"'**+  6'rx4  +  etc  =  P6  +  Gro. 
Addantur  hae  serics  invicem,  et  quia  est 

af  6  =  a',    a'f6'=a",    a"  f  6"  =  a'"  elc. 
erit      a'  +  a"x  f  a'"^;1  f  a"V  f  etc.  =  (P  f  Qr)  a  4-  (P  f  0)  6. 
Moltipliccmus  hanc  seriem  per  x  et  a  prima  subtrahamus  prodibitque 

a  =  Pa  4-  Qb  —  ( P  f  -  0r)  a*  —  (P  f  Q)  bx. 
Quoniam  vero  quantiutes  P  ct  Q  a  litteris  a  et  6  non  pendent,  hinc  duac  resulUnt 

1  =  P—  Px  —  Qrx   et   0  =  Q  —  Px  —  Qx, 

uiule  deducimus  has 
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i  -  X  1  -  X 


p= 


(1  —  x)*-rxx  l-_jr-(r-l)j-j: 
Px 


~  ^Px  X  

^  —  T^x~~  l-ix-{r- i)xx' 

Quodrca  prior  series  a  +  a'x  +  a"x*  +  a"'x'  +  etc.  nascitur  ex  evolutione  hujus  fractionis 


ita  ut  utraque  sit  series  recurrens  secundi  ordinis,  scala  relationis  existente  2,  (r— t),  hincquc 
pro  serie  priori  a,  «',  o",  a"',Vr  etc.  sit  primo  a'  =  a  +  b,  tum  vero  a"  =  2a'-|-  (r  —  1)  a, 
a"'=  2a"  +  (r  —  1) «',  a""=  2a"'-|-  (r— I)  a"  etc.  ex  hac  vero  nascitur  altera  ponendo  a  =  6 
et  6  =  ra  Hinc  adeo  hujus  scriei  terminum  gencralem  deGnire  licet,  ad  quod  valorcs  quantitatum 
P  et  Q  in  fractiones  simplices  resolvi  oportet.    Cum  igitur  dcnominatoris  communis  factor  sit 

I  -x-xVr=i-x(l  +  Vr), 

1  ~  -r 


pro  quantitate  Pstatuatur  fractio  simplex  indc  nata  =  t~  j(t+vV)>  »c  demonstravi  foreH  =  -  _ 
posito  i—x  =  xVr,  nnde  Gt  %  =  \\  pro  altero  autem  factore  tantum  Vr  oegative  accipi  opus 
est,  ita.  ut  sit 


p_l       J  ,  1    * 

3  '  t  -  x  (t  -f  Vr)       8   l  -  x  (1  -  Vr) 


 • 


Simili  modo  pro  Q  si  fractio  partialis  ex  denominatoris  factore  1—  x(i+Vr)  nata  ponatur 

1  —  *(!  Vr)'>  rPPerietur  %  —  i-j^-oV  Posito  1  — x  =  xVr,  indeque  7f=^.«  Quare  ipsi  Vr 
Iriiios  valores  tribucndo  fit 

0__  J  J  __      _  1  • 

V  —  S/r'!  -_(l-f  Vr)  aV/l-jr.i-Vr)' 

sicque  summa  prioris  seriei  a  +  a'x  +  a"x*+  a'"_»  -fetc,  erit 

 aVr  +  h  1  .   aVr—b  1 

iVr~~  '  r~~x~{i+y7)       ~9TV~  '  l__(l_Vr)' 


parte  progrcssio  nascatur  geomctrica,  prodit  nostrae  seriei  terminus  generaiis 
(»  +  Vr)- x"H-  -^;-*  (I  -  Vrrx" 

ita  ut  sint  indefinite 

a^  =  t^(l+Vrr+^-\i  -  y»«, 

et  pro  altera  serie 

b<a)  =  b  +  *Vr  (|  +  Vr)n  +  b-*yr  (1  _  yr)n 


9.    Corollarlum.   Ex  hoc  tcrmioo  generali  demum  plcnc  convincimur,  fore  i 
n  infinito,  %=Vr;  cum  enim  tum  potestas  (I  —  Vr)"  prae  priori  (1  +Vr)"  evanescal,  erit  utique 

H»)       bVr+ar  . 
a  »)  -  iTr+T  —  Vr' 

Unde  simul  patet  quo  major  capiatur  exponens  n,  eo  propius  ad 
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Eadcm  quidem  veritas  etiam  hac  ralione  osbendi  potest.  Posito 

a(">=  Ma  4-  JV6,  erit  ©(n,=  Mb-\-  Nar,  ct  termini  sequentes:  # 

a("+"=(W+iVr)«  +  (ilf  +  A)6   et   6(»+"  =  (M+-  ffr)  6  +  («  +  N)  ar. 

Jam  casu  n  =  oo  millum  dubium  superesse  potest,  quin  sit  ^+rt  =  -^J  unde  necesse  est  trit: 


(3/  -f-  JVr)  i  +  (3/+  A  )  ar  3/fr  +  JVar 

(*/  +  Ar)  *  + (M +  t(\b~  —  Ma+  *b  ' 


Statuatur  hic  valor  =  v,  et  quia  tum  fit 

M  bv  —  «r     ^     3/   jrt)  +     —  4r  —  «r 

6  —  av  iV         i+ur —  uv  —  bv  ' 

3/   o(»r—  r)    (o  +  b)  (vv  —  r) 

JV  6-«.    —  i-|-ar -(«  +  *)»' 

unde  manifesto  sequitur  t/t/  —  r  =  0  et  i/  =  Vr.    Simul  vero  etiam  quantitatum  M  et  N  haec 


relatio  perspicitur,  quod  sumto  n  =  oo  fiat  ~  =  v  =  Vr. 

11.  FvopoaMlo  IV.  Inter  duos  numcros  datam  rationem  l:r  tenentes  duos  me- 
dios  proportionales  in  rationalihus  proxime  exhibcrc. 

bini  numeri  quicunque  a  et  or  in  ratione  data,  inter  eosque  capiantur  duo 
6  et  e,  atque  quantumvis  rclatio  a:b:c:ar  a  ratione  geometrica  ducrepet,  inde  alias 
propius  eo  accedentes  hoc  modo  elicicmus.  Quaerantur  alii  similes  quaterni  numcri  A:  B:C:Ar, 
quorum  Uli  sint  differcntiae,  ita  ut  sit  B — A  =  a,  C  —  B  =  b  ct  Ar — C  =  c,  hincque 
B  =  A  +  a,  C=A+a  +  b  et  Ar  =  4  -+-a  +  6  +  c,  seu  ^  =  "^|%  fi  =  "±A±-c, 
C  =  — ^_  .     ,   qui  per  r — 1  multiplicati  praebebunt  hos  quaternos  numeros 

a'  =  a -\- b -\- c,    b'=b  +  c  +  ar,    e'=c  +  ar  +  6r,    a' r  =  ar -\-br -\- cr, 
qui  jam  multo  propius  ad  proportionem  geomctricam  conttnuam  accedent.    Simili  ergo  modo  hinc 
alii  novi  a" ,  b" ,  c" ,  a"  r  derivabuntur  siuncndo: 

a"  =  a'-+b'-\-c',    b"  =  b'+-c'-\-a'r,    c"  =  c'  +  a'  r  +  b'  r 
hincque  dcnuo  alii,  qui  continuo  propius  proposito  satisfacient    Totum  crgo  negotium  reducitur  ad 
formationem  trium  progressionum : 

I.  a,  «',  a",  a'",  a'r....a,n> 

II.  b,  b',  b",  b'",  6"\...6("> 

III*      Cp   C  y    C    }    C     }    c    *  •  •  •  c 

quarum  lex  est  satis  simplex,  quac  quo  ulterius  continucntur,  eo  propius  quaterni  numeri 

a^:blnS:c{n}:ra{n> 


12.   Coroll.  I.  De  his  trihus  seriebus  primum  obscrvo  singulos  earum  tcrminos  hujusmodi 
formam  La  +  Mb  -+  Nc  esse  habituros,  ita  ut  quantitates  L,  M,  N  litteras  pro  arbitrio 
a,  b,  c  non  involvant,  sed  a  sola  ratione  proposita  l.r 


Digitized  by  Google 


m 


L.  EULERI  OPERA  ARITHMETICA.  1768. 


13.  GoroU.  *.  Deinde  si  prinae  seriei  terminus  quicuoque  foerit  «""=  U  -f  M+  Nc, 
eridens  est  pro  serie  secunda  fore  6,B>=L6-f  JMc-f-JVra,  et  pro  serie  tcrtia  c'n)=Le-i-Mn  ^  Ifrb. 
Unde  sufficit  harum  trium  serierum  priniae  indolem  eiploravisse. 


14. 

quidem  in  rationalibus  proxime  satisfaciat,  expedite 

rationem  duplam  tcnentcs  duo  medii  proportionales  investigandi,  et 
Jis  pro  litteris  a,  6,  c  numeris  1,  1,  1  ob  r  =  2  ita  se  habebit 


a . .  t 

3 

12 

46 

177 

681 

2620 

10080 

6..1 

4 

15 

58 

223 

858 

3301 

12700 

c.i 

5 

19 

73 

281 

1081 

VI 59 

16001 

2«..  2 

6 

24 

92 

354 

1362 

5240 

20160 

26. .2 

8 

30 

116 

446 

1716 

6602 

25400 

llic 


10080:12700:16001:20160 

partim  a  proportione  geometrica  reccdunt,  ut  si  inter  extremos  per  extracuooem  radicis  cobicac 
medii  proportionales  qoaerantur,  ii  ne  parte  quidem  decies  millesima  a  veritate  aberrent,-  est  enim 


12700        ,'/  2O4S3830OO  y'(n 

10080 —      1024192512 —  V 


20-24 


1024192512 


) 


ideoque 


1 

V8- 


-r-,  unde  cum  Gat  12700  =  10080  V2- 
3.10M1NSISV4 

unitatis  subsistit,  ipsa  autcm  fractio  !*™°  tantum  particula 


hoc  cst  minore  quam  vicies  millionesima  unitalis  a  vero  valore  Y2  dcficit,  tantam 
nem  ope  logarithmorum  attiogvre  non  licct.    Undc  intelligitur, 
stare  queat  in  radicibus  cujusvis  dignitatis  proxime  exprimcndis. 


prae- 


15.    Propoaltlo  \',  Investigare  legem  barum  trium  progrcssionum: 
«,  a',  «"  ctc.    6,  6',  6"  etc.    c,  c',  c"  etc. 

quarum  termini  homologi  a'n)  : 6"" :  c'"'  continuo  propius  proportionem  l:yr:Vr* 
exprimunl. 

Holutlo.  Cum  omncs  termini  cx  ternis  primo  assumtis  a,  6  et  c  ita  componantur,   ut  sit 

ain>  =  La  f  •  «6  -j-  JVc,  crit  cx  carum  indolc  6"  =  W  +  ft  +  Pfra  et  cin>  =  Lc  -f  Mra  f  JVrt,  at 
lcx  progrcssionis  pracbet  sequentes  tcrminos: 

a'n  ~  "  =  (L  -  Mr  +  JVr)  af  (L-f-  J/  -+■  Ar)  6  -j-  (L  +  itf  +  A')  c 
6»"' 1 » =  (L  -+-  Mr  f  iVr)  6  f  (L  +-  V  +  AV)  c  +  (L  -f  ,W  -4-  A')  ra 
^■"  =  (1^*4  AV)c  -+  (L  +  W-f  AV)«+(I-J-  iW-f  r*. 
Hinc  si  gcneralius  statuamus: 
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a  +  a'x  4-  a"*1-*-  a'"  x*  +  etc.  =  Pa  +  Qb  +  Rc, 
erit  6  4-  6'*  -(-  b"x*+  Wx*  +  etc.  =  Pb  +  Qc  +  Rra, 

e  -t-  c'iE  -f-  €"*•+-  c"V  +  etc.  =  Pc  +  Qra  +  flrft. 
Addantur  hae  series  invicem,  et  quia  est 

a  +  6  +  c=a',  a'  +  b'  +  c'=a",   a"  +  b"+  c"=  a"\ 
erit     a'  +  a"x  +  a'"  x*-r-  ele.  =  (P  +  Qr  +  Rr)  a  r  (P  +  Q  +  Rr)b  +  (P  +  Q  +  R)c, 
quae  pcr  x  muttiplicata  et  a  prima  subtracta  dat 

a  =  Pa  +  Qb  +  Rc  —  (P  +  Qr  +- Rr)  ax  —  (P  +  Q  +  Rr)  bx  —  (P  +  Q  +  R)  cx. 
Quia  autem  quantitates  P,  Q,  R  litteras  a,  b,  c  non  involvunt,  binc  nascuntur  tres  aequationes: 

I.  1  =  P  —  Px  —  Qrx  —  Rrx  \  ll  =  P  —  Q  —  Q  (r  —  1)  x 

II.  0  =  (?  —  Px  —  Qx  —  Rrx\      hincque      }o  =  Q  —  R  —  R(r—l)x 

III.  0  =  R-Px—Qx  —Rx  }  (l  =P-R-(Q  +  R)(r-i)x. 

Pro  faciliori  resolutione  statuamus  i  —x  +  rx  =  z,  et  sequens 
.  I  -  II.  i=P-Qz} 

n 

unde  fit 
ideoque 

ergo 

sicque  prodit 


-  II.  t=P-Qz\  lQ  =  Rz 

-IU.0  =  Q-Rz)       MC  \P=i+Rzz, 


III.    0  =  R  (i  —  x)  —  Px  —  Qx  =  R  (i  —  x  —  xz  —  xzz)  —  x, 

fi  =  t-,(t  +  ,  +  ,T)'  atc8t  «;_r 

R  =  —  -f 


r-|-(,-i)(i +  ,+  «)  —  r-«« 

formarum  cum  denominator  sit 

r—  1  _3(r—  I)*  — 3(r—  .)*x*— (r  —  .)*x*, 
seu  (r-  l)(l  — -3*  —  3(r—  i)x*—  (r  —  ifx*), 

perspicuum  est  nostras  tres  progrcssioites  csse  recurrcntes,  scala  relationis  existente  3,  3(r  —  I), 
(r  —  1)*,  ita  ut  sit 

a«"'  =  3a("-n  -f  3  (r  —  t)  *lm~"  +  (»*  —  .)»«'"-•>. 
Nunc  pro  terminis  generalibus  harum  progressionum  fractiows  P,  Q,  R  in  simplices  rcsolvi  oportet: 
quoniam  autem  denominatoris  factor  simplex  est  Vr  —  z  simul  vicem  binorum  reliquorutn  gercns, 
siquidem  Vr  tres  involvit  valores  diversos,  sufficit  hunc  unicum  factorem  considerasse.    Sit  ergo 
ex  fracUone  R  fractio  simplcx  oriunda  =^—i  et  numerator  crit  A  =  -,—-—--  posifc) 

s  Vr  — i  ^rr  +  *yV+»» 

z  =  Vr,  unde  fit  A  =  --~—>  ideoque 

3/rr 
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1      r  —  >  r»    .  ~         1      Vr*  -  Vr  D         I      V>  -  1 

P  =  -j  ,— — 4"  ctc.,   Q  =  ~i  i  hetc.,    R^-y—   h  etc. 

3Vr*    vV-s  3>V»     Vr  -  *  JVV»    »*' r  -  x 

Restitoator  pro  x  valor  1  -f-  (r —  l)a:,  sitque  -^—  -  =  »,  ac  Get 

Vr-t 

P  =^.— 1  hetc.,   Q  =  \  -  .  1  hetc.,    fl=       ~  r-etc. 

Uioc  cum  sit  «  -|-o'«  +  o"x*+  «•*■  =  P«  4-  Q6  4  Jfc,  sequitur  fore 

a^  =  ls"(a  +  ^^-)-\  1  

*      v        Vr  Vrr' 

%               _ i  +  y  _3  » 
ubi  duo  membra  omissa  ex  primo  ita  formantur,  ot  loco  Vr  scribatur  ■  ^  Vr,  id  quod  etiam 

de  $  =  [~  *   est  intelligcndum.   Deinde  vero  pro  binis  reliquis  seriebos  babcbitur: 

W-  1 

6f»=  »  ,»  (aVr  +  6-4-/-)  -4-  1  

c^  =  i*"(o,V/r1+iv%+c)  +  ....4-  

16.  Coroll.  I.   Si  n  sit  numerus  praegrandis,  bina  membra  omissa  prae  primis  hic  appositis 

in  quo  ipso  tota  vis  methodi  bic  traditae  consistit. 

17.  CoroD  3.  Natura  harum  scricrum  recurrcnUum  tertii  ordinis  idco  imprimis  notari 
meretur,  quod  fractioncs  principates  P,  Q,  R  tam  concinne  in  fractiones  simplices  resolverc  licuit; 
atque  ei  tcrminis  gcncralibus  inde  derivatis  natura  harum  serierum  facile  perspicitur. 

18.  Nohollon.  Hinc  ratio  istam  mcthodum  ad  plurcs  medias  proportionales  extcndcndi  ita  jam 
est  manifesta,  ut  superlluum  forct  omnia  ratiocinia,  quibus  operationes  usurpatae  innituntor,  repctcre. 
Quamobrem  inventionem  plurium  mediarum  proportionalium  inter  duos  numeros  datam  rationem  1  :r 
tenentes ,  nunc  quidcm  satis  succincte  exponere  atque  adeo  binas  proposiUones  cuique  casui  tribuen- 
das  commodc  in  unam  contrahere  poterimus. 

19.  PropoHltio  IX  Intcr  duos  numeros  rationem  datam  l:r  tenentes,  tres  me- 
dias  continuc  proportionalcs  in  rationalibus  proxime  cxhibere. 

Noiutio.  Sumtis  in  ratione  data  duobus  numeris  n  et  m,  inter  eos  pro  lubito  tres  medii 
stituantur  b,  c,  d,  ut  habeantur  hi  quinque  numeri  quantumvis  a  scopo 

a:b:c:d:ra. 

Hinc  formentur  alii  hac  legc  ut  sit 

a'  =  a-i-  b  4-  c  4-d 
6'     6  +  r  4-  d  4-  ra 
c'^c  +  d-\-ra  +  rb 
d'=  d  4  ra  4  rb  4  rc 
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qui  constitueot  progTessionem  jam  multo  propius  ad  scopum  attingentem  haoc: 

a':b'.e:d':ra', 

m  quibus  porro  eadem  lege  alii  novi  quaerantur,  iodeque  dcnuo  alii,  quo  pacto 
ad  proportionem  geometricam  continuam  acccdetur,  it»  ut  abberratio  tandcm 
evadat    Sitigulae  porro  harum  scricrum 

a,  a',  a",  a"\  a'r  etc. 

6,  6\  6",  6"',  b"  etc. 

c,  c',  c",  c'",  c"'  etc. 

d,  d\  d",  d'",  d"  ctc. 

suot  recurrentes  quarti  ordinis  secundum  scalam  relationis: 

»,  6(r  — 1),  V(r  —  1)*,  fr— 1)\ 
Denique  harum  serierum  termini  gencrales,  posito  brevitatis  gratia 

=  1  +  Vr  -j-  V>»+  Vr»  =  * 

Vr-  \ 

^^  +  b^+^r  +  ^ 
4Vr* 

aVr*  -f  bbr*  +  cVr  +  d  '  , 

f»'  '  =  , — r—  —  J  -f-  etc 

AVr* 

_<«)  _  aVS+btri  +  cVr  +  J^  +  ^ 


expressionum  prima  tantum  membra  apposui,  dum  ex  his  reliqua  facile 
ejus  ternos  reliquos  valores  substituendo.    Ceterum  si  statuatur 

a  +.  a'x  +  «"*•+  a'"xs-i-  a'rx*  +  etc.  =  />a  +  <?6  +  Rc  +  Sd 
ac  brevitatis  gratia  fiat  1  —  x  +  rx  =  r ,  rcpcritur  ut  ante : 


,  loco  Vr 


0  = 


fl  = 


c      *  —  t  . 


-»•'  r-  »«' 

unde  simul  reliquarum  similium  serierum  a  litteris  6,  c,  d  incipientium  summae  cxhibentur. 

20.  Ex^mplnm.  Inter  duos  numcros  rationem  duplam  tenentes,  tres  medii  proportionales 
sequeoti  modo  repcriuntur: 


a  . . .  t 

22 

116 

613 

32  V0 

1712» 

9050V 

6...  1 

5 

26 

138 

729 

3853 

2036* 

107628 

c  . . .  1 

6 

31 

16* 

867 

V582 

2*217 

127992 

d...  1 

7 

37 

195 

1031 

5»  »9 

28799 

1522U9 

2a  . . .  2 

8 

VV  1  232 

1226 

6V80 

3V2V8 

181008 

ubi  ultimi  numeri  tam  prope  progressionem  geomctricam  in  ratione  1:V2 

L.  Ealttl  OMt» 


52 
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quam  fieri  potest,  numcris  non  majoribus  adhibendis.    Ita  satis  exacte  erit  ^jj^  =  V2,  seu  per  12 

reduccndo  5^  =  V2,  cujus  error  longe  infra  partem  millionesimain  unitatis  subsislit. 

21.  Hcholinn  1.  In  Musicis  similis  quacstio  dc  undccim  mediis  proportioualibus  inter  ralio- 
nem  duplam  inveniendis  tractari  solet,  ut  binc  omnia  semilonia  unius  OcUnae  intcr  se  aequalia 
reddantur;  quod  temperamentum  etsi  principiis  harmoniac  advcrsatur,  tamen  non  abs  re  fore  arbitror 
ejus  solutionem  ex  iisdcm  principiis  petitam  bic  apponere: 


4. .  I 

12 

210 

3532 

59379 

998592 

B  .  1 

13 

222 

37V2 

62911 

1057971 

//..  1 

IV 

235 

396V 

66653 

1120882 

C . .  1 

15 

2V9 

V199 

70617 

1187535 

Cs. .  1 

16 

20V 

VVV8 

7V816 

1258152 

D. .  1 

17 

280 

V7I2 

7926V 

1332968 

Ds.i 

18 

297 

V992 

83976 

IV 12232 

E..  i 

19 

315 

5289 

88968 

1V96208 

F ..  1 

20 

33V 

560V 

9V257 

1585176 

Fs..i 

21 

35V 

5938 

9986 1 

1679V33 

G. .  1 

22 

375 

6292 

105799 

1 77929 V 

Gs..i 

23 

397 

6667 

112091 

1885093 

a  ..2 

2V 

V20 

706V 

118758 

I99718V 

ullima  columna  tam  parum  a  progrcssioue  geometrica  rccedit,  ut  crror  ne  ad  millionesimam  partem 
assurgere  sit  censendus. 

22.  Schollon  *.  Quae  hactenus  sunt  tradila  facilc  ad  quolcunque  medios  proportionales  in- 
veniendos  in  genere  accommodari  possunt,  in  quo  negotio  hoc  imprimu  notari  meretur,  quod  series 
numcrorum,  quibus  solutio  continetur,  non  solum  sint  recurrentes,  sed  etiam  denominator  fractionum, 
ex  quibus  nascuntur,  seuper  in  faclores  resolvi  qucal,  ad  (|uemcunque  etiam  gradutn  asccndat:  unde 
egregia  exempla  acquationum  altioris  gradus  solulionem  admitlentium  colligunlur,  quibus  conjvctura 
mea  circa  formam  radicum  cujusque  gradus  olim  prolala  ^pulchcrrimc  confirmatur.  Vcmm  methodus 
hic  exposita  inullo  latius  extendi  potest,  quemadmodum  in  sequente  propositione  sum  ostensurus: 
ita  ut  inde  adhuc  majora  subsidia  in  analvsin  redundatura  videantur. 

23.  Propoafltlo  ¥11.  Melhodum  multo  lalius  patentem  exhibere,  cujus  ope  inter 
duos  numeros  datam  rationem  i:r  tenentcs  quolcunque  mcdii  proporlionnles  in  ra- 
tionalibus  proximc  inveniri  queant. 

golutlo.  Inler  duos  numcros  a  ct  ar  datani  rationem  tenentes  ut  ante  totidem  medii  pro 
lubilu  accipianlur,  quot  mcdios  proportionales  assignari  oportct,  Ponamus  autem  quatuor  mcdios 
inveniri  debere,  quoniam  hinc  vis  motbodi  clarius  perspicietur ,  quam  si  rcm  generaliler  traclarc 
vclimus.    Conslituta  ergo  pro  hoc  casu  ad  lubitum  tali  progressione 

a:b:c:d:e:ar:br:cr:dr:er:ar%  etc. 
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sumantar  pro  arbitrio  quinque  indices  «,  /?,  y,  tJ,  «,  per  quos  inde  no*a  similis  progressio  formetur: 

a'  :b' :c'  :d'  :e'  :a'  r:b' r:c' r:d' r:e' r:a' r*  etc. 

hac  lege  ut  sit 

„'  —  ,«i     ^6      yc   4  <W  4-  « 
6'  =  r/6  |  ,ic  4-  yd  4-       4  «or 
c'  =  «c  4-  /3d  +  ye  4-  &w  -4-  **r 
</'  =  ud  -f-  pte  4-  yar  4"  ^°'*  4  w 
e'  =  <«•  4  tfar  4-  y6r  4  8cr  4-  fdr. 

Tum  vero  per  eosdem  indices  ex  hac  progressione  denuo  alia  formetur  nova,  atque  ita  porro;  ut 
hac  rationc  sequentes  series  obtincantur 

a  4  a'x  f  «"i1  4  «'"x1 4  ctc.  =  Pa  f       -f  Rc  4-  Sd  4-  Te 
b  4  b'x  -f  b"  x%  4  6'  x*  4  etc.  =  Pb  4-  Qc  -t-  Rd  4  Se  -\- Tar 
c  4  c'x  4-  r"  j;1  4  c'"x*  4-  etc.  =  f r  4-  (W  4-  *  +  ^ar  4  T6r 
d  -r  d'  r  4-  d"*1  -p  d'"**  t       =  Pd  ±  Qe  4-  Bar  4-  S6r  4-  Tcr 
e  4-  c'ar  4  e"x*  4-  *'"xa  4-  etc.  =  Pe  4  <?ar  4  K6r  4-  Scr  4-  Tdr 

unde  ex  lego  praescripta  valores  lilterarum  P,  Q,  R,  S,  T  quac  a  litteris  arbitrariis  a,  6,  c,  d,  e 
sunt  immunes,  et  tantum  ab  indicibus  «,  y,  8,  f  una  cum  quantitate  x  et  ratione  proposita  l:r 
pendenl,  ita  dcterminantur  ut  sit: 

=  «P  4-  ,iTr  4  ySr  4-  3flr  4  f(>r 

=  «0  4  #P  +  yTr  4  ctfr  4  f  «r 

—  «fl  4-  'iSQ  4-  yf»  4  <">Tr  4  tSr 
*  =  aS  4  /ifl  -f-  y(?  4-  «i»  4-  f  Tr 
-J  =aT  +  JS  4yfl  4-i<?  +  rP 


ex  quibus  aequalhatibus  quidero  valores  harum  litterarum  admoduw  perpiexi  ehcibntur,  ita  ut  deno- 
minator  communis  hujusmodi  formam  sit  babiturus: 

1  _  Ax  —  Bx2  —  Cxs  —  Dx*  —  Ex* 

indicium  praebens  series  illas  esse  recurrcntes,  ex  eadem  scala  rclationis  oriundas.  Verum  quod  hic 
potissimum  cst  notandum,  bunc  denominatorem  semper  in  factores  simplices  resolvere  licet,  qui  inter 

se  ita  erunt  similes,  ut  ex  quinis  ipsius  Vr  valoribus  simili  modo  formentur.  Scilicet  si  brcvitatis 
gratia  ponatur 

«  f  &  Vr  4-  y  Vr%  4  &Vr*  4-  f  W*  =  * 

ubi  etiam  $  quinos  valores  diversos  sortitur,  erit  1 — sx  factor  simplcx  illius  denominatoris,  simul 
omnes  quinque  in  se  involvens.  IJinc  ergo  singulas  fractiones,  quibus  litterae  illae  P,  Q,  R,  S,  T 
exprimuntur,  in  quinquc  fractiones  simplices  resolvere  licebit,  quae  ita 
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P  = 


1 


H  i- 


Q  = 
5  = 


5(1-«)  ' 

 ^  1—  •   •    •  — •  •  •  — 

5(1  -H.Yr 


5(1 


-  -  i         — •   •    •  — •  •  •  ■ 


I 


5  (t-_r)/r* 

 1 

5(l-»x)rr« 


-  j-  .  _|_  ..._(_ 


-^—      •       •        •      —i^      •     •     •      _|_  ! 


membra  punctis  iodicata  cx  priinis,  ipsi  Vr  quatuor  rcliquos  valorcs 


jam  quinque  serierum  a  numeris  arbitrariis  a,  b,  c,  d,  e  incipientium  termiDi 
,  qui  etiam  ponendo  brcvitatis  gratia 


aVr*  -f  6 Vr*  +  cVr*  4-  d Vr  +  e  —  k, 
(ubi  quoque  quantitas  k  quinque  valores  involvere  est  existimanda)  sequenti  modo  concinne  expri- 


a^=-l-r-\  \--"-\  h- 

5/r* 

6,»)  =   1  1  1_. 

5  I'  r* 


-^—  •  •  •  —^—  •  •  •    I    •  •  •  — * 


«<«>:6w..:cuo:dl«>:e.«.:nlt«. 


ctT*"*  ==  — ^ —  **"  — 1—  -  •  -  — i  1  1  

e  *   —  "g-  ^  -|—  •  •  •     •  •  •  -j—  •  •  •  +  •  •  • 

ubi  quaterna  membra  omissa  simili  modo  ut  supra  ex  primis  constltui  oporteL 
Hinc  jam  id,  in  quo  cardo  rei  versatur,  intelligitur:  scilicet  si  series  lUae  in 

tur,  ut  exponens  n  in  infinitum  excrescat,  tum  rcspcctu  ejus  mcmbri,  in  quo  ipsi  W  valor  rcalis 
positivus  uribuitur,  rcliqua  evancsccre,  sicque  manifesfa 
gressionem  geometricam  constitucre.    Verum  hic  probe  est 
non  babcrc  nisi  indices  «,  /?,  y,  S,  t  sint  positivi,  qucmadm 
resulut,  si  hi  indices  uniUti  aequales  statuantur. 

2*.   Scbolloo.  Circa  hanc  solutioncm  generalem  observari  convenit,  quod  si  valorcs 
rum  Pt  Q,  R,  S,  T  ex  formulis  inventis  evolvantur,  earumque 

r,  ut  posito  x  =  4-  hujusmodi  prodeat  acquatio  quinti  gradus: 
z*  —  A-J  —  Bil  —  Cz*-Dz  —  E  =  0 
fore 


hinc  ctiam 
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■ 

i  =  «  4-  /?yr -+-  yvV-r  tfyV* -j- i Vr', 

in  qua  forma  simul  omncs  quioque  radices  contineantur,  si  modo  pro  yr  ejus  quioque  valores  suc- 
cessive  substituantur.  Cutn  igitur  hae  radices  eain  ipsam  habeant  formam,  qoam  olim  conjectura 
eraiu  assecutus,  hinc  multo  conGdentius  aflirmare  potcrimus,  omnium  aequationum  cujuscunque 
gradus  radices  eo  modo  exprimi,  quem  conjectura  mea  indicat.  Quodsi  indices  a,  tf,  y,  ii,  /  uni- 
Uti  aequentur,  aequatio  quinti  gradus  fit  ex  superioribus: 

i«—  5z4—  10  (r—  l)t*—  10  (r—  l.V—  5(r—  l)»z_  (r— 1)'  =  0, 
cujus  radix  erit 

z=i+Vr+fr+fr+fr. 
Seu  posito  r  =  y  +  •  «it  hujus  aequationis 

r*=  10r.r* +  lOr  (r  +  1)  y*+  5r  (rr  +  r  +  I) y  +  r  (r»+  r»  +  r  +  1) 

radix 

r  =  {'r  +  {/r*+lWv'r*. 
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XXIX. 


,  h""-"  dlfrerentla  eoruni,  slve  aiiclimi  sive 

fiat 


(N.  Conii.iciil.  XV.  1770.  p.  29.  Exliik  1770  Marl.  5.) 


1.  Problema  lioc  mihi  ante  complures  annos  Bcrolini  a  Centurionc  qnodam  Prussico  erat  pro- 

positum,  quod  se  Lipsiae  ab  amico  accepisse  ajebat;  neque  vcro  se  neque  istum  amicum  solutionem 

ullo  modo  invenire  potuisse.   Quacrebal  igitur  ex  me,  utrum  hoc  problema  |>ossibile  judicarem,  nec 

ne?    Statim  quidem  hoc  problcma  mihi  ob  i'lcg<intiam  miriGcc  placebat,  et  quum  facile  summam 

solutionis  difficultatem  perspexisscm,  id  omnino  dignum  judicavi  in  quo  vircs  meas  exercerem. 

Tandem  vero  post  plura  tentamina  solutionem  sum  adcptus,  quae  ita  se  habcbat:    Positis  duobus 

numeris  quaesitis  A  et  B,  inveni 

j_  13-89»  _  10033  .         5  .29*  _  4203 

*  ~  S.U«  ""  648      p»     »  —  3i.„,  — 

2.  Via  autem,  qua  ad  hanc  solutioncm  pervcni,  ita  erat  comparata,  ul  nullo  modo  mihi  lice- 
ret,  alias  solutiones  inde  eruere;  ctiamsi  nullus  dubitandi  locus  relinqueretur,  quin  hoc  problema 
innuinerabiles  admitteret  solutiones.  JNuper  autem  cum  in  hoc  idem  argumcntum  incidissem,  casu 
prorsus  fortuito  methodus  mihi  se  oblulil,  iufinitas  solutiones  hujus  problcmatis  elicienili.  Quod 
quum  casui  prorsns  singulari  sil  acceptum  rcfcreudum,  quaestio  haec  omnino  digna  mihi  est  visa, 
quam  accuratius  perscrutarer.  Quare  primo  quidem  solutionem  gcneralem  proponam,  deinde  vero 
artiGcium  illud,  quod  mihi  inGnitas  solutioncs  suppcdilavit ,  uberius  evolvam. 

Solutio  problvinatte  generalls. 

3.  Si  litterac  A  et  B  denotent  ambos  numeros  quacsitos,  ncccssc  est,  ut  sequentos  quatuor 
formulae  quadrata  cfGcianlur: 

I.    AB  -M  +  ff  =  □  ;     »•    AB     A  —  B=_; 
III.   AB  —  A+B=_;     IV.   AB  —  A  —  B=_. 

Quum  autcin  statim  pateat,  hos  numeros  integros  essc  non  posse,  ob  rationcs  mox  perspiciendas, 
eos  ita  expressos  assumo,  ut  sit  A  =  —  et  B  = -'  ■>  ita  ut  quatuor  sequeutes  formulae  ad  quadrata 
rcduccndae  habeantur: 

I.      V(:  4-v =  II.     'riz  +  y -*)  =  _; 

lll    ^(=-r +  *)  =  □;       IV    ;^z-r-x)  =  C; 
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i.  Quod  si  ergo  factor  communis  fuerit  quadratum,  quatuor  sequentes  formulas  quadrata  effici 
oportet,  quas  quidem  |*r  ambiguitatcm  signorum  ita  duabus  formulis  compreheadere  licet: 

I.  et  II.    r  +  r±*=D:       III.  et  IV.    z  —y  ±  x  =  Q. 

Quare  quum  in  genere  sil  aa  -(-  66  ±  2ab  =  □  sjmilique  modo  cc  +  drf  ±  2crf  =  □ ;  statuamus 
ut  sequitur: 

i  +  y  =  «a+ 66;  05  =  2a6 
i  —  y  —  cc  1  dd ;   x  =  2cd. 

Ut  autem  fiat  2a6  =  2cd,  statuatur  utrumque  =  2pqrs  =  x,  sumaturquc  a  =  pq,  b  =  rs, 
e  =  pr  ct  d  =  qs,  eritquc 

:  +  y  =  «a-|-66  =  ppqq  -f  rw 
z  —  y  =  cc  +  dd=  pprr  +  77«, 

 (/'/'  +  ")  (W  +  ^)  _  ( P/)  -  -  rr> 

I.  z  +  y  +  x  =  («  +  6),  =  {W  +  r*)» 

II.  :  +  y  —  a?  =  (a  —  6)1  =  (pg  —  r*)* 

III.  z  -  y  +  x  =  (c  +  rf)«  =  (pr  +  75)» 

IV.  z_  r  —  x=(c  —  d)*=(pr  —  qs)\ 

5.  Superest  igitur,  ut  etiam  factor  communis  ^  quadratum  reddatur,  qui  evolvtus  praebet 
hanc  formulam: 

»  (pp  +  **)  (11  +  rr) 

*y  ~  2 (/'/» -  **)  (77  -  "•) 


colligitur 
tum  vero  erit 


at  vero  in  hoc  efficicndo  summa  cousistit  difGcultas;  quodsi  enim 
ducalur,  ut  haec  formula  quadratum  fieri  debeat: 

2pqrs  (pp  -  ss)  (qq  -  rr)  (pp  +  ss)  (qq  +  rr)  =  □ 
suigulne  littcrae  ad  quinque  dimensioncs  assurgunt,  cujusinodi  quacstiones  in  analysi  Diophantea 
adbuc  non  sunt  tractari  solitac;  ceterum  jam  olim  post  plura  tentamina  reperi  huic  conditioni  satis- 
ficri,  sumcndo  p  =  i3,  *  =  11,  7=16  et  r=ll,  uti  periculum  facienti  mox  patebit. 

6.  Quodsi  autem  quocunque  modo  hujusmodi  valores  idonei  pro  litteris  p,  q,  r,  s  fuerint 
inventi,  solutio  problcmatis  inde  ita  adstruitur: 

Posita  formula  ^±^^1+^  =  ^!,  primo  ambo  numeri  quaesiti  ita  erunt  expressi 

„— («L+L  ">  _+_   „»    »_<rr+ «____) 

tum  vero  conditionibus  problematis  ita  satisGet,  ut  sit 

I.  V(AB  +  A  +  B)  =  %-(pq^rs) 

II.  >/(__+__  B)=^-(pq-rs) 
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III.  V(AB  —  A+  B)=~(pr+qsl 

IV.  V(AB-A-B)=^(pr-Ht). 

MlngularU  evolullo  noAtrac  formulaiN  quac  ad  quadratum  v»t  revocamla. 

7.  Quum  omnis  opera  io  hac  formula  reduccnda  frustra  consumatur,  quamdiu  in  ea  tot  di- 
vcrsae  quaotitates  occurrunt,  earumque  singulae  ad  tot  dimensiones  assurgunt,  ante  omnia  elabo- 
randum  est,  ut  diversis  factoribus  denominatoris  communcs  divisorcs  concilientur;  liunc  in  finem 
usus  sum  sequentibus  positionibus : 

p  -j-t  =  a/3,  p  —  s  =  t;,  9+r  =  «y  et  q  —  r  =  tr/, 

ita  ut  fiat 

p  =  ^,    ,_*-_.,   ,__+_     et    r  =  -Z_, 
tum  vero  nostra  conditio  principalis  postulnt,  ut  sit: 

(W-T«)(W-r  sivp      («•+_>(«  +  «■)  ,  « 

8.  Secundo  constituatur  ratio  inter  litlcras  r  et  *,  quac  sit  ut  f:g,  eritquc 

f:g::uy  —  «•»;:«,*  —  f;,    sive    #  («?  —  «j)  =  /*(«/?  —  «£), 

unde  colligitur  a(/V? —  gy)  =  t{f; — grt)>  quocirca  ponaihus:  a  =  fZ  —  gr\,  t  =  f/9—gy\  tum 
vero  habebitur 

-gto-gri     __/*+/rt-_r*     „_/(*- M  ._>(*-*) 
 ,         i    7—         2      -»    r_      |         et    t  —  | 

9.  Ut  adhuc  plures  factores  in  dcnominatore  communes  reddamus;  faciamus  insuper  q  =  h,i;, 
unde  haec  aequatio  emergit: 

2M;-/?«+/V;-2W,    sive    J{2h;-rti  =  y(n-2gv), 


n  =  f;-2g,,    et    y  =  2h;-fi, 
Ex  his  autem  valoribus  porro  colligimus: 

«  =  /V  -  y, .     *  =  (/T-  2_  ) r  -  /Sw, 

p   -s  =  (n  —g>i)  (f;  -  2g,t)  =  fc;  -  3#r*  +  2ggW, 

/>  -  *  =  r  t  i/f-  2^  j  r  -  fa)  =  Of-  2^/.) - 

v  +  '=(/";  -  y*)  (2*;  -  A)  =  2/fcrr  -      2hg) ;,,  + 

y  —  r  —  *  (i/T—  _■«)  r  —  rgn)  =  ff—  2hg)  ;,t  —  fytn* 


hincquc  porro: 


p  =  (ff—gh  ;;  —  2fy;>t  +  ggm, 

* = oKC  -  fy;>i  -i-      - </  (/«rr  —  />,  +  yW) , 

7  =  /7,rr  -  2gh;,t  =  h;  Kn  - 

r  =  /Virr  -  /7r.,  +-     =  fh;;  -  + 
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10.  Denique  bos  valores  ita  determinemus,  ut  numerus  p  divisor  evadat  fortnulac  qq  -f  rr, 
jam  vero  invenitur: 

qq  +  rr  =  ffgg,?  - 2f>g?;  4-  (f  4-  2/fort  ■+  V^M)        -  2/%  (/T+  2gh)      +  2/T«/>:* 
quare  quum  sit  p  =  ggn  —  2  fg'£  +  (ff—gh);;,  ul  p  Cat  factor  illius  formulac,  statuatur  alter 
faclor  /fw  +  O/  -1-  «CT,  eritque  productum: 

ubi  primi  termini  jam  congruunt,  secundi  vero  dant  1  =  0,  tertii  3ffoh -±  kgghh  =  ugg,  unde 
«  =  4-  ;  quarti  porro  pracbent  u  =  ^*';  quinU  vero  Undem  dant  ti  =  j^.  Necesse 
igitur  cst,  ut  bi  tres  valores  ipsius  u  inter  se  congruant,  primus  vero  cum  secundo  collatus  dat 
Zffh  +  kghh  =  hff  ±  2ghh,  scu  2ffh -r  2ghJi  =  0,  ideoque  ff-\-gh=Q:  at  secundus  tertio 
aequatus  dat  f*  —  ffgh  —  2gghh  =  0,  sive  (ff  +  gh:  (ff—2gh)  =  0,  utrique  ergo  conditioni 
satisGt  uno  codemque-  valore  h  = — "-. 

11.  Quoniam  igitur  invenimus  h=  —       reliqui  valores  sequenli  modo  ciprimentur : 

p=2lf;:-2fg:,,-tggw 

q  =  -^.;(f;-  2g,t)  =  2ff;v  -  £ . ::, 

»•  =  —   ■ ::  —  ff :»/  4- 
*  =  —  /T.::  —  fg;*i  -+-  yyw, 

ubi  notatu  dignum  evcnit,  ut  in  valoribus  p  el  *  producta  f;  et  gq,  tamquam  simplices  quantitates 
occurrant,  quod  quidem  in  lilteris  q  et  r  non  accidit.  Verum  -quia  totum  negotium,  tantum  in 
ratione  q  ad  r  versatur,  hi  ambo  valores  mullipliccntur  per  —  —  i  ut  sit  q  =  ff;C  —  2 fy^tj  et 
r  =  ff:;  -)-  /*o£//  —  5^w;  hanc  ob  rem  ul  formulas  nostras  in  compendium  rcdigamus  atquc  adeo 
ad  duas  quantilates  revocemus,  statuamus  f;  =  m  et  gr/  =  n,  quo  facto  nostrae  quatuor  littcrae  ila 
se  hnbebunt: 

p  —  2mm  —  2mn  +-  nn,     q  --.  mm  —  2mn  =  m  (m  —  2n), 
*  =  —  mm  —  mn  -f  nn ,      r  —  mn  T«ui  —  nn. 

12.  Quoniam  vero  res  eodem  redil  sive  quaepiam  litera  positive,  sivc  negative  accipiatur, 
ponamus 

p  =  2mm  —  2mn  4-  nn,       q  =  mm  —  2mn  =  m  (m  —  2n  , 
s  —  r  =  mm  4-  mn  —  nn, 

uade  fJl 

p->r  3  =  'imm  —  mn  =  m(2m  —  n) , 
p  —  $  =  mm  —  3mn     2nn  =  (m  —  nj  fm —  2n), 
9  +  r  =  2mm  —  mn  —  nn  =  (m  —  n) \2m  4-  n), 
9  —  r  =  —  3mn  ■+  nn  =  — n(3m —  m. 
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in  Talore  q  —  r  nibil  plane  turbat,  tantum  enim  opus  est  littcras  q  et  r 
inter  se  permutari,  ita  ut  sit 

p  =  2mm  —  2mn  +  nn,     q  =  mm  +  mn  —  nn, 

$  =  mm  +  mn  —  nn,         r  =  /nm  —  2mn  =  m(m  —  2n) , 


unde  fit 


p  +  *  =  3/nm  —  mn  =  m  (3m —  n), 

p  —  $  =  mm  —  3mn  +  2nn  =  (m  —  n)  (m  —  2n), 
7  +  r  =  2mm  —  mn  —  nn  =(2m+/i)(m-ii], 
7  — r  =  3mn— nn  =  /t(3/n  — n), 


13.    Ilis  constiluUs  valoribus,  pro 

pp  +  «j  =  5m4  —  6m*n  +  Immnn  —  6mn*  4-  2n\ 
pp  +  «  =  (mm  -f-  nn)  (5mm  —  «»mn  +  2nn), 
et  qq  +  rr  =  2m* —  2m*n  +  3mm/m  —  2mn*  +  n4, 

sive  9^  -4-  rr  =  (mm  +  nn)  (2mm  —  2mn  +  nn), 

unde  fractio  nostra  ad  quadratum  reducenda  erit: 

MM  (imm  —  Gmri-\-inn)  (oini+nn)* 

~y]V       in[im-\-n)n,*(m  —  n  1  (7n~-<in~~(in,  -  n)<~:nm  +  »o»-rnn)1 

hincque  colligimus: 

#/    mm-f-nn  mm — 6ntn-  Sl nn  _ 

JV       m(m  —  n)(m  —  2n)(.1m  —  ■)'(«■  r  mn  —  nn)  '  2n(2«-(-n)  * 

totum  ergo  negotium  huc  est  reiluctum,  ut  formula  ^™",,^  "^,*''"  quadratum  efficiatur,  id  quod 
infinitis  modis  praestari  posse  manifestum  est,  slatim  atquc  unicus  casus  innotueriU 

i\.  Quo  haec  forma  tractabitior  reddatur,  ponamus  2m  —  n  =  l,  ut  sit  n  =  2m  —  /,  ct  for- 
mula  ad  quadratum  reducenda  erit:       ~ ^™'  ?         ubi  productum  ex  numeratore  in  denomiuato- 

1  (1*  —  2<)  (4m —  l)  ' 


cvoluUun  quippe  quod  etiam  quadratuin  esse  debet,  pcrducit  ad  hanc  conditionem 
IGm*—  k\m*l  +  58mmW  —  28m/'  +  k  l*  =  □ , 
cujus  quum  ambo  termini  cxtremi  jam  sint  quadrati,  per  methodos  satis  cognitas  facile  est  innume- 
rabiles  solutiones  invcstigare ;  quem  in  finem  ponamus  ™  =  z ,  ut  babeamus  hanc  formulam 

16;4— Wr*+ 58;:  — 28z  +  4  =  □; 
quae  poncndo  z  =  y —  2;  transit  in  lianc: 

I6y4  —  172y»  +  706.vy  —  1300.V  --  900  =  □, 
ubi  iterum  ambo  cxtremi  tcrmini  sunt  quadrata. 

15.  Ad  hoc  negotium  cxpediendum,  pracstabit  resolulionem  nostrae  aequalionis  sive  prioris, 
sive  posterioris  in  genere  docere.    Sit  igitur  proposita  haec  aequatio  generalis: 

««r4—  2^1*+  yzz  —  2tiz  -t  u  =  □ ; 
atque  pro  idoneis  valoribus  ipsius  :  scquentes  quatuor  formulae  per  methodos  consuetas  repcriuntur: 
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•  9<t(/Ji  —  at) 


.        _  2«»+M-_« 

4_(2««<T— ««/Jr+/J») 


|V  4«(3ft«-r»«+*') 

—  (8«««»+  7«.  -M) (8«»-  ,«+W)' 

litterae  a  et  f  pro  lubitu  tam  positive  quam  negative  accipi 


16. 

modo  calcolus  mstituatur.    Sit  f  valor  quicunque  pcr  praecedentes 


uaz'  —  a.ii*  +  yzi  —  2dz  + «, 

posito  ^  —  f  fiat  quadratum,  sitque  propterea 

uuf*  -  2,3f*  +  y/JT—  2*V+  «  =  c#; 

nunc  igitur  ponatur  z  =  x  +  f  et  nostra  aequatio  induet  hanc  formam: 

«_■•  +  fce<uA  x*  +  6««/f )  XX  +  4a«r/*\«B  +  c*y=  □ 
-2/*   )    -6/9/  [  ( 

+y    )    +2^  ( 

-23  ' 

qnae  aequatio  brevitatis  gratia  ita  repraesentetur: 

aax*  —  2  6x*  +  cxx  —  2dx  +  «  =  □ 

Ha  ut  sit  aa  =  «u,  b  =  p—2aaf,  c  —  y  —  6/9/+- Guuff,  d  =  d  —  yf+  Z/3ff—  2uaf,  ac 
denique  ec  — .  gg ,  ubi  sumi  potest  a=±a  et  e  =  ±  g.  Tum  vero  quatuor  novi  valores  pro  z 
inveniuntur  sequentes: 

.  f  .        Sd(«V  —  «</) 

*•       Z  —  '  "r"8«»«r  +  6f.- <«»«' 

...  _  /*  I  (8 »*■•  +  «"-  _M_' e  -  <tae  +  bh) 

III.  r_f  +  4m  «o^c+-  6»)  ' 

•IV       .  _  f.  4«  C«tr»- «_  +  «<') 

IV.  .  _  /  +       , -j^~m ' 

igitur  qtiemcunque  valorem  pro  t  hoc  modo  inventum  assumere  licct,  liinc 


in  infinitum  augeri  poterit 
o  5 

m  =  h  et  n  =  2h  —  k,  ex  quibus  duobus  numeris  m  et  n  reliqiiae 


17.    Postquam  autem  pro  :  valor  quicunque  idoneus  fuerit  inventus,  qui  sit  «b 


p  =  2iwn  —  2m»+  /m,   q  =  mm  +  mn  —  nn, 

t  =  mm+  mn  —  nn,        r  =  mm  —  2mn=m(m  —  2n), 
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ubi  ootasse  juvabit 


pp  -+-  5*  =  (mm  -f-  nn)  (5m«t  —  6/w/i  -\-  2nn) 
et  qq  -f  rr  =  (mm  -+-  n/i)  (2  mm  —  2m/i  -+-  /u»)  =  (mm  +  nn)  p , 

atque  hioc  deoiquc  ambo  oostri  numeri  quacsiti  erunt 

j  («"_+  «« )*  (5  mm  -  6  «t«  -I-  2 ««) 

4m(m  —  2«)  («n«i  +  «m  —  M»)1 

^   (dm  -4-  M«)*(5m"'  —  (t«>H-f-2««)  <2«i«i  —  2m«4-««) 

(,1m  —  «)*(«  —  n)*«i«  (m  —  2«)  (2'«  -f  n) 

18.  Ut  autem  ctiam  innotcscat,  quemadmoditm  hujusmodi  valores  inveoti  satisfaciant,  ex  bii 
ris  idoneis  m  et  /i  prodeat  formula  radicalis 

•i/5m™  —  fimn  +■  8«"   P 

colligitur 

M    (mm  +  ««)  u 

jV      .m  («i  —  «)  (m  -  2«>(3«<  —  «)  («•'«  -+- —  "")' 

tum  vero  quoniam  supra  litteras  q  ct  r  permutavimus,  (|uateroac  formulae  propositae,  scquenti  modo 
ad  quadrata  redurentur 

i       i        y  vr  i  «<  (m  —  2«)  (m«i +•«<«  — ««) 

II.  VIAB  -\-  A     //,  -  -  (pr-  qs)  _  -  •  --____--_ _ n)  {mm+mn  _  nn)> 

III.  ^UB-  A  -\-  h  )  =  ^  (pq  4- r_)  =  "  •  ,  (mm+n"\ 

1  A  v'  '  '         r     ("■  — «)  («i  —  2«) 

IV.  V  (//.--/ -B)=-  (pq- rs)  =  v  •  ^---.y 

tllae  traraforniaffone*  fonnulae  resolvendae. 

19.  Quum  lota  quacstio  huc  sit  |>crducta,  ut  ista  formula  (I3j 

5nvn— 6mn  +  2«n         .         (2m  —  «)*  4- (m  — «)* 

 :_  sive  —  _'.,   . 

2«(2m-t«>      '  2«(2m-f«) 

ad  qtiadratum  revocctur,  ponamus  2m  —  n  =  t  et  m  —  n  =  «.  ita  ut  stt  m  =  t — «  et  n  =  t  —  2«, 
hincquc  2m  4-  n  =  3t —        atquc  nunc  quadratum  cssc  debcM 

« 4-   —       .  »4- ««   — 

(2/  -  4«)      —  4u)      U  '     a?*     (4.. -9i)l4--90  ~  U 
circa  quam  formulam  observo,  numcratorcm  cum  dcnominatore  alios  factores  commtines  habere  non 
posse  praetcr  2  et  5.  Ilinc  igilur  scquitur  numeratorem  tt  -+-  uu  vcl  ipsum  quadratum  esse  deberc, 
vel  duplum,  vel  quinttiplum,  vel  decupluin  quadratum.  Undc  quatuor  casus  rcsultant,  quos  singulos 
sequenli  modo  evolvamus. 

20.  Dcnotent  litterae  a  ct  6  binos  cathetos  trianguli  rcctanguli  numerici,  cujus  hypotenusa 
sil  =  c,  ita  ut  sit  ««4-66  =  cc,  nunc  igitur  pro  primo  casu  faciamus  «4-uu  — cc,  quod  fit 

t=a  et  n  =  b,  atque  hoc  casu  ncccssc  est,  ut  Gat  (.6  —  2a)  (kb  —  3«)  =  Q. 

asu  faciamus  «  +  ««_-- 2  cc,  quod  fit  sumendo  t  =  a  —  b  ct  u_«  4-  6,  atque 
est  ut  sit  («  -f  36)  (u  +  76)  =  □• 
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Pro  tertio  casu  faciamus  tl  +  uu  =  5cc,  quod  fit  suraendo  t  —  a  4-26  et  «  =  2a  —  6;  tum 
coim  ob  Ku  —  2<  =  Va  —  86  et  Vm  —  31  =  5a  —  106,  formula  ad  quadratum  reduccnda  erit 
(6a  —  86)  (a  —  26)  =  rj,  hoc  cst  (V6  —  2«)  ('+6  —  3«)  =  □ ,  quae  cum  casu  primo  pcrfccte 
congruit. 

Pro  casu  dcniquc  quarto,  faciamus  tt-\-uu~  lOcc,  quod  fit  sumendo  <=3a-f-6  et  u=a —  36, 
tum  eniui  ob  Wi  —  2<  = —  l'i6  —  2«  et  Vu —  3»  =  —  5« —  156,  formula  ad  quadratum  redu- 
ccnda  erit  (36  -+-  a)  (76  -(-«)  =  Q,  prorsiu  uti  in  casu  secundo.  Verum  hic  notandum  est,  casum 
tcrtium  et  quartum  adhuc  alio  modo  expediri  |>osse.  Si  enim  pro  terlio  ponamus  t  =  a  26  et 
«  =  6  — 2a,  ob  Va-2t  =  —  lOact  h  u  —  3t  =  —  26  —  1 1  a,  formula  ad  quadratum  redu- 
cenda  erit  2a(lta  -f  26)  =  Q. 

Pro  casn  quarto  antem,  si  ponamus  <  =  3a  -k-  6  el  m  =  36  —  a,  ob  V«  —  2t  =  106  —  lOa 
«t  Vu  — 3<  =  96  —  13«,  formula  ad  quadratum  reducenda  cst  (a  —  6)  (13a  —  96)  =  □■  Verum 
plerumquc  quolies  his  duobus  casibus  sntisfieri  potest,  toties  niimcri  t  et  u  communi  factore  5  prae- 
diti  reperiuntur,  ideoque  ad  novns  solutioncs  non  perHucunt. 

21.  His  igitur  duobus  casibus  postremis  relictis',  circa  quatuor  praccedentes  omnino  memoratu 
dignum  est,  quod  primus  ct  tertius,  tum  vero  etiant  secundus  el  quartus  ad  eandem  formulam  per- 
duxerit,  quare  pro  primo  et  tertio,  si  niimcri  a  et  6  ita  fueriul  comparali,  ut  formula 

(V6_2a)(V6  —  3a) 

fiat  quadratum,  lum  duplici  modo  inde  idonei  valores  pro  t  ct  u  obtincntur;  priori  enim  modo 
habehimus  t  =  a  et  u  =  6,  altero  vero  modo  <  =  a  T26  et  « =  2a  —  6.  Simili  modo  pro 
casibus  secundo  et  quarto,  si  fuerit  formala  (3 6  -f-  a)  (7 6  -f  a)  quadratum,  tum  etiam  duo  casus 
oriuntur,  alter  t  —  a  —  6  et  «  =  «  f  6,  alter  vero  <  =  3a -(- 6  et  u  =  a  —  36.  Operae  igitur 
pretium  erit  lias  gcmiuas  resolutiones  accuratius  Mponere. 

I .    Si  fucrit  (V  b  —  2  a)  { V  b  —  3  a)  =  □ ,  existeiUe  aa  -f  bb  =  cc. 

22.  Hinc  igitur  primo  stalim  deduciinus  fractionem  supra  (18)  introductam  =  ^^^^^^» 
deinde  pro  priori  resolulione  habebimus 

t  —  a,  m  =  a  —  6, 

u  =  6,  n  =  a  —  26, 

j>  =  oa— 2a6-f-266,  r  =  (a  —  6)  (36  —  a), 

q  =  aa  —  ab  —  66,  <  =  aa —  ab  —  bb, 

p   <iij  —  iab  -f-  ibh  q           aa—ab  —  bb 

~s  aa  —  ab-bV  T  ={a  —  b)  (36  —  a)' 

mm  +  nn  =  2aa  —  6a6  —  566; 

pro  allera  vcro  solutionc 

<  =  a-f-26,  »i  =  36  — a, 

u  =  2a  — 6,  »=V6  — 3a, 

p  =  5  (aa  —  2a6  +  266),     /•  =  —  5  (a  —  6)  (36  —  a). 

q  = —  5  faa  —  a6  —  66),     s  =  —  5  (aa  —  ab  —  66), 

p   aa  —  2ab-\-2hb  a    aa  —  ah —  bb 

~7=    aa-ab-bb   '  ~~r        (a  —  b)  {3b  —  a)' 
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ande  manifcstum  cst  has  duas  solutiones  a  sc  invicem  non  differrc. 
23.    Speciales  autem  solutiones,  quae  ex  bac  formula  primo 


« 

b 

m 

n 

Z  1  1 
»  1  r 

0 

1 

-1 

-2 

t  3 

k 

3 

1 

-2 

2  1 
t  1 

12 

5 

7 

a 

74  !  59 
59  21 

binac  priorcs  scopo 


jam  taveni,  diversam  ;  quum  enim  sit  pp  +  u  =  8957  =  53.169  et 


adeo  ab  illa , 


qq  +  rr  =  3922  =  53. 7V, 


9. «6.3. 5*. 7. 19»      16. 3. 5*. 7. 19» 

2k.  Consideremus  autem  attentius  hanc  formulam:  (kb  —  2a)  (kb  —  3«)  =  □,  ct  quia  numeri 
«  et  b  sunt  cathcti  trianguli  rectauguli,  atque  evidcns  est,  pro  a  sumi  debere  numerum  parem,  pro  b 
l,  statuamus  a  =  2de  ct  b  =  dd —  ee,  ut  sit  hvpotcnusa  c  =  dd-\-ee,  tum  vero  erit 
kb  —  2a  =  k(dd  —  de~ee)    et    hb  —  3a  =  hdd  —  &de  —  kee, 

atum  csse  debeat,  necesse  est,  ut  utriusque  quadrans  fiat  quadratum, 
hoc  est  I.    dd  —  de  —  ee  =  □ , 

II.  dd—\de  —  ee=U, 
ubi  quum  numerorum  d  et  e  altcr  debeat  esse  par,  alter  impar,  etiam  posterior  numeris  integris 
constat.  Quod  autem  ad  priorem  attinet,  quum  sit  dd  —  de  —  ee  =  (d  —  4"')* — '  4'  P°nainus 
d  —  ye  =  rr  +  5ss  et  -^e  =  2rs,  tum  enim  fiet  dd  —  de  —  ee  =  (rr  —  5*»)*;  at  vero  habebianus 
e  =  k  rs  et  d  =  rr  +  2rs  +  5w,  hincque  dd  —  ee  =  r*  +  kr*s  —  2rrss  +  20rj*  +  25*4  el 
de  =  kr*s  +  8rr«+20rjs,  unde  altera  conditio  postulat:  r* —  2r*s — ikrrss—iQrs*-\-25s*— 

25.  Statuamus  hic  —  —  ut  habeamus  hanc  formulam  :* — 2:* —  IVzz —  10:  -f  25  =  Q, 
quae  cum  formula  supra  data  (15^  comparnta  pracbet:  u=  1 ,  =  1 ,  y  =  —  14,  ^  =  5, 
f  =  rr  5,  unde  pro  :  quatuor  scquentes  expressiones  elicimus: 

,  _•  2_(<  -  5«)  2(<«-5) 

L        Z~  ~*i  +  U  ~  2«+ 15 

hinc  vel  :  =  0,  vel  t  =  —  k; 

jj  50«  +  375  _  10«  -  75 


2(5«i  —  25)       2(<u  —  5, 

vel  :  —  oo,  vel  :  =  —  — ; 

...  (2  «t  —  14—1)  (5«4U4-1)       _  li5  _  _  5 

"4(10+14+1)  —      «00~  4" 
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JV  _     100  (1350-1-70,25 +  5 -85)      _  4.25*. 185  . 

1      (50«-^r5  .i5>(5Oa<-|-15.S5)       S5*(2«-(-i5)  (2<m  — 15) 

Ex  valore  :  =  —  V  oriuntur  valorcs  r  =  V,  s  —  —  1 ,  d  =  13,  e  =  —  16,  hincque  a  =  U6  et 

6  =  87,  undc  ontur  i  =  ^  e»  f  =  toW  at  M  va,orc  s  =  ~  4    habemus  r=5' 

d  =  65,  e  =  — 80,  qui  pcr  quinarium  ad  tcrminos  minorcs  reducti  praebent  ut  ante,  d—  13  et 

e  =  —  16,  ubi  notassc  juvabit  e\  his  valoribus  a  et  6  praegrandes  numcros  pro  p,  7,  r,  *  esse 

prodiluros. 

26.  At  circa  binas  illas  formulas  notasse  juvabit,  utramque  etiam  quadrato  negaUvo  aequari 
posse,  verum  tum  solutio  eadem  exsurgit,  nisi  quod  valores  pro  a  ct  6  fiant  negativi.  Ceterum  hic 
nolari  convenit,  ultimao  aequationi  etiam  valorem  z  =  —  3  satisfaccrc,  etiamsi  eum  non  per  me- 
thodum  consuelam  detexerimus,  inde  autem  Gt  r=3ct*  =  —  1;  hincquc  porro  d  =  2  et  e=  — 3 ; 
unde  flt  «  =  —  12  et  6  =  —  5,  qucm  casum  jam  supra  evolvimus. 

II.    Si  fiterit  (3b  -j-  a)  (7b  -\-  a)  =  □. 

27.  Hic  statim  apparet  sumi  deberc  a  =  dd —  ee  ct  b  =  2de,  ut  flat  c  =  dd  \- ee,  Uim  ergo 
sequcntes  duae  formulae  quadrata  esse  debcnt 

dd-\-  6de  —  ee=  □    et   dd  +  Mde  —  ee  = 

Quum  prior  sit  =  (d~\-ie)% — 10«*,  si  ponamus  £17=10,  ac  statuamus  d  -j-  3e  =  Trr  -{-  t/ss  el 
e  =  2r*,  fiet  illa  formula  =  (£rr —  '/*»)*,  tum  autem  erit  d  =  £rr  —  6r#  -\-  ijss  et  e  =  2rj;  hinc 
ergo  pro  altera  formula,  quae  est  (d-j-7e)* — 50ee,  crit  d  7e  =  frr  -\-  Srs-\-  ijm,  idcoque 
hacc  formula  abit  in  -\-  16Tr*j — 116rrM-f  16  tjrs*  -\->p,s*  =  □,  undc  pcr  methodum  supra 
indicatam  infinitae  solutiones  inveniri  possunt;  ubi  notasse  juvabit  essc  vel  f  =  1  et  >;  =  10,  vcl 
£  =  2  et  n  =.  5. 

28.  Quum  autem  idonei  valores  pro  a  et  6  fucrint  inventi,  dupliri  modo  inde  litterae  t  et  u 

definiri  poterunt.    Priorc  modo  fit  t  =  a  —  6  ct  «  =  a-)-6,    hinc  m  =  t  —  u  =  —  2b  et 

n  =  —  a  —  36,  ideoque 
< 

p  =  mm+  (m  —  n)*=  oa  +  2a6  4-  5Wj, 
g  ^  j  =  mm  4  /1  (m  —  n)  =  —  aa  —  *a6  66 
et    r  =  m(m  —  2n)  =  —  M(a-k-26), 

ita  ut  sit 

-a  +  5.i*+_5W.  y  _  aa4-4afc-fc& 

*  —  **  r*-b-bb        C        r~    4b(a  +  U)  ' 

Posteriore  vero  modo  fit  <  =  3«-(-6  et  u  =  a—  36,  unde  m  =  2a+<V6  et  n  =  a-f-76,  hincque 
porro  ob  m  —  n  =  a  —  36,  Gt 

p  =  5  (aa-(-  2a6  -j-  566),    g  =  j  =  5  (aa -4- *a6  —  66)   et   r=  5.46  (a  +  26) 

sicquc  patet  hunc  posteriorem  casum  ad  priorem  redire. 

29.  Simpliciorcs  autem  solutiones,  quas  faciti  ncgoUo  divinando  elicere  licet,  sunt  sequentes: 
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a 

b 

m 

n 

P 

s 

y. 

r 

1 

0 

—  0 

—  1 

1 
1 

1 

0 

-  3 

-  8 

-9 

13 
11 

11 

1« 

—  35 

12 

—2* 

—  1 

1103 

599 

599 
528 

Hic  secundus  casus  praehct  illam  ipsam  solutionem,  quam  jam  olim  dederam.  Ilis  autem  duabus 
formulis  pertractatis  adjungamus  insuper  binas  postremas  supra  (20)  inventas. 

111.    Si  fuerit  2a  (1 1  a  +  2b)  =  Q. 
30.    Casus  simpliciores,  qui  statim  se  offenint,  sunt: 


a 

6 

m 

n 

r_ 
< 

0 
% 

16 

i 

3 

—  63 

1,  1 

15,  3 
—  15,-3 

0,  0 
20,  S 
80,16 

2 
1 
2 
1 

59 

3 

59 
21 

ubi  ex  datis  a  et  6  fit  <  =  «  +  26  et  u  =  6  — 2a,  hincque,  ut  antc,  m  =  l  — u  =  3a  +  6  et 
n  =  f—  2u  =  5a.    Hae  solutiones  autem  jam  in  superioribus  continentur. 

IV.    Si  fuerit  (a  —  b)  f  1 3a  —  9b)  =  Q. 
31.    Inventis  idoueis  valoribus  pro  a  et  6,  eril  J  =  3a4-6  et  «  =  36  —  a,  hinc 
TO^  i„ ._  >6  =  2;2«  —  6i    et    n  =  5{a  — 6), 
atque  ob  m  —  n  =  36  —  a,  atuue  wt  —  2n  =  2  (V6  —  3a)  habebimus 

p   17a.i  -  2Jafc  +  1.1A4  7           U<t<i  +  4a/<  —  llW. 

T— U««-f-  4jii-ll<V>  T  ~~         -  Urtfc  +  M) 

Solutiones  autem  sinipliciores  hinc  oriundae  suul 


« 

6 

m 

n 

lJ- 

0 

1 

-2 

1.1 
u 

11 

16 

s 

4-3 

10,2 

5,  1 

i 
i 

1 

0 

ubi  memoratu  diguuiu  evenit ,  quod  statim  primum  tentamen  quo  a  =  0  ct  6=1,  praebeat  solu- 
Uonem  jam  dudum  invcntam. 

32.  Quod  si  pro  ultcriorc  hnjus  formulae  evolutione  |>onamus  a  =  2de  et  6  =  dd —  ee,  liet 
a  —  6  =  ee->r  2de  —  dd,  sive  mutandis  signis,  ut  (6  —  a)  (96  —  13«)  =  □  ,  eril 

6  —  a  =  dd  —  2de  —  ee    et    96  —  13a  =  9dd  —  26de  — 9«, 
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nunc  priorem  quadratum,  quae  cum  sit  (rf— e)*—  2ee.  stataamns  d—  e = rr  +  2«  et 
e  =  2r«,  tum  enim  fiet  <W  —  2de  —  ee  =  (rr  —  2m)\  tum  vero  alter  factor  ob 

dd  —  ee  =  r* +*/•»*  +  *rr«  -f  Srs*  +  hs*, 
erit  9r4—  16/-**  —  G8rr«  —  22rtl+  36**, 

ubi  casus  primo  intuitu  se  offerentes  sunt:  1)  r=l,  *  =  0;  2)  r  =  0,  *  =  1;  3)  r=l  et 
*  =  —  1;    V)  r  =  2    et   *  =  —  I;    5)r=l    et   *  =  2. 

33.  Pro  horum  casuum  primo  habemus  d=l  et  e  =  0;  hinc  o  =  0  et6=l,  qui  jam 
occurrit;  pro  secundo  habemus  d  =  2  et  e  =  0,  hinc  a  =  0  et  6=1,  qui  a  praecedente  non 
differt.  At  pro  tertio  habemus  d  =  I  et  e  =  —  2,  hinc  a  =  —  k  et  6  =  —  3 ,  qui  supra  jam  est 
tractatus;  pro  quarto  babemus  d  =  2  cl  e  = — k,  sive  d  =  1  et  e  = —  2,  unde  fit  a  = —  et 
6  =  —  3,  ut  praecedens;  pro  quinto  denique  habemus  d  =■■  13  et  e=  V,  binc  a  =  10*»  et  6=153, 
ex  quibus  numeri  praegrandes  pro  quaesitis  A  et  Z?  resultant,  quibus  non  immoramur. 

31.  Imprimis  autem  quoque  notatu  dignus  est  casus,  quo  invenimus  ^  —  \  ct  ^  =  , 
sive  '  =^-»  — d«  deducuntur  numeri  quaesiti  ^  =  j|  «*■  B  =  ita  ut  ambo  muneri  quacsiti  boc 
casu  fiant  aequalcs,  quod  quidem  scopo  problematis  minus  convenit.  Si  enim  numeri  aequales  de- 
siderentur,  ob  eorum  differcntiam  evanesccntem  quaestio  huc  rediret,  ut  invcniatur  numerus  A,  ita 
ut  tam  AA  +  2A,  quam  AA  —  2A  fiat  quadratiun,  quod  quidem  est  facillimum,  statuatur  enim 

fiet  utique 

V(AA  +  2A)=*-±±   et    v(AA-2A)  =  a-^; 


verum  nunc  requiritur  ut  aa-t-66  sit  quadratum,  quem  in  finem  ponamus  a  =  pp—qq  et  b  =  2pq, 
ut  fiat  A  =  ^±^i  est  vero  eUam  A  =  **if^~  n\  unde  fit  n  (pp  +  qq)  =  2pq  (pp  —  qq)  et 

n=^^r^\  iu  ut  numerus  quaesitus  in  genere  sit  A  =  gffi^" «rgo  numeri  sunt 
sequentes: 

«)  '=§-    2)  '=w>    3>  A=m>    *>  '=2  «*• 

35.    Pro  soluUonibus  autcm  ad  quaostionem  propositam  accommodaUs,  duae  in  numeris  non 

nimis  magnis  notatu  dignae  vidcntur,  quarum  prior  cst  ca  ipsa,  quam  jam  dudum  inveni,  qua  erat 

.      13. 29»  D      5  29*        .         .      10933      ,     u  4-205 

^  =  T79*-     et    *  =  3»TTl*'  M»      el    *  =  3«V 

V^  +  ^-*^^ 

H^-^  +  *)  =  to 
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r_  —  _:    ,t  X—9* 

i  ~~  59     *       r  ~  81 


13*  :m* 


~~  4.21  59» 

V{AB+A  +  B)  = 
\1AB  -\-  A—B) 


et   B  = 


13^53 
8. 3.7 
13  53» 
.35.7. 19 

V{AB-A+B)  =  ££^ 
VxAB  -A-B)  =  .^gjfJ^. 
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XXX. 


(N.  Commcm.  XV.  1770.  p.  75.  E«hib.  1770  Mart.  5.) 

Probleina,  cujus  afTectiones  hic  contemplandas  suscipio,  ita  se  habet: 

Ineenire  novem  numeros  ita  in  quadratum  disponendo$: 

A,  B,  C, 
D,  E,  F, 
G,     H,  J, 


1)  AA  +  DD  +  GG=t,  \)  AB  +  DE  +  GH  =  0 

2)  BB  +  EE+HH=i,  5)   AC  +  DF  +  GJ  =  0 

3)  CC+FF+  JJ  =  i,  6)   «C+£F-fW  =  0 

7)  AA  +  BB4-CC  =  i,  10)  AD  +  BE+  CF  =  0 

8)  DD  +££+  FF=1,  11)        +  0JT+-  CJ  =  0 

9)  GG  +  HB+-  JJ=i,  12)   DG  +  EH+  FJ=0. 


Circa  hoc 

I.  Cum  numerus  conditionum  implendarum  superet  numerum  quantitatum  determi  nandarum, 
problema  hoc  plus  quam  detenninatum  vidctur.  Utcunque  enim  conditiones  praescriptae  perpendantur, 
nulla'alia  relatio,  qua  aliquae  in  reliquis  jam  contineantur,  in  iis  deprehenditur,  nisi  quod  summa 
conditionum  7),  8),  9)  conveniat  cum  summa  conditionum  I),  2),  3);  unde  unica  harum  duodecim 
conditiooum  in  reliquis  jam  contineri  videtur;  qua  remota  tamen  adhuc  undecim  conditiones  relin- 
quuntur,  quae  binario  numerum  quantitatum  incognitarum  excedunt.  Ilic  equidem  tantum  de  ejus- 
modi  relatione  loquor,  quae  has  conditiones  consideranti  occurrit,  revera  enim  aliquot  necessariae 
relationes  inter  eas  intercedunt,  quae  autem  vix  ante  animadvertuntur,  quam  problema  perfecte 


II.  Dcinde  obscrvo  hoc  problema  non  solum  non  essc  plus  quam  determinatum,  sed  adeo 
indeterminatum,  ita  ut  novem  numerorum  quaesitorum  tres  pro  lubitu  accipere  liceat,  nihiloque 
minus  omnibus  conditiouibus  praescriplis  satisfieri  queat.  Dummodo  enim  sex  prioribus  conditionibus 
fuerit  satisfactum,  reliquae  scx  sponte  implentur,  atque  omnino  fieri  non  potest,  ut  s*x  prioribus 
satisfiat  quin  simul  omnibus  satisfiat.  Quocirca  problema  propositum  ejusdem  prorsus  indolis  maneret, 
ctiamsi  sex  posteriores  conditiones  plane  omitterentur;  ac  tum  ei  insigne  theorema  istud  adjun^i 
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» 

Quodsi  noeem  numeri  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  J,  ita  fuerint  comparati,  ut  6  priorilm  eon- 
ditionibus  satisfaciant,  Utm  etiam  necessario  sex  posterioribus  satisfacient. 

Quod  tbeorema  pro  diflicillimo  dcmonstratu  venditare  non  dubito,  nequc  video  quomodo  do- 
moostratio  adoroari  queat,  nisi  solutio  prohlematis  fucrit  explorata. 

III.  Ncquc  vero  hoc  problema  pro  otiosa  speculatione  seu  mero  lusu  ingenii  est  babendum, 
sed  potius  in  doctrina  de  superficierum  natura  est  maximi  momenti.  Cum  enim  natura  superOciei 
per  aequationem  inter  ternas  coordinatas  tribus  axibus  inter  se  normalibus  parallelas  exprimi  soleat, 
talis  aequatio  mutandis  axibus  in  infinititm  variari  potest,  etiamsi  axium  communis  intersectio  in 
eodem  puncto  statuatur.  Quoniam  igitur  eadem  superfiries  infinitis  aequationibus  diversis  inter  ter- 
nas  coordinatas  dcfiniri  potest,  pluriroum  interest  carum  characterem  communem  nosse,  qui  in  eo 
consistit,  ut  si  coordinatac  ternis  quibusdam  axibus  datis  parallclac  sint  x,  y,  z;  quae  autem  aliis 
quibuscunque  axibus  constituuntur  parallolae,  fuerint  X,  Y,  Z,  corum  relatio  mutua  semper  hujus- 
modi  formulis  contineatur: 

^y/i  +  Br  +  C:,    F=J)xf£rfF:,    Z  =  Gx  f  lly  f  Jz, 
qui  novom  coefficientes  ita  comparati  sint  necesse  est,  ut  inde  fiat: 

XX  +  YY+ZZ  =  xx  +  yy+zz, 
quandoquidem  his  formulis  quadratum  intervalli,  quo  superficiei  punctum  ab  initio  coordinatanim 
distat,  cxprimitur.    Quod  fieri  ncquit,  nisi  hac  sex  aequationes  babeant  locum: 

AA  f  DD  -f  GG  =  1 ,  BB  +  EE  f  IIH  =  1 ,  CC  f  FF  -f  JJ  =  1, 
AB  f-  DE  f  Gll  =  0,    AC  +  DF  +  GJ  =  0,  BC+EF+IU=0, 

quae  sunt  ipsae  sei  priores  conditiones  nostri  problomatis. 

IV.  Quocunque  autem  modo  hoc  problema  secundum  algebrae  praecepta  tentetur,  ob  tautum 
incoguiUrum  numerum  scmper  ad  calculos  vchcmcnter  intricatos  pervenitur,  ex  quibus  neutiquam 
solulioncm  commodam  expectarc  liceat.  Theoriam  quidcm  angulorum  in  subsidium  vocando,  baud 
difficuller  solutio  satis  concinna  obtinetur,  verum  haec  methodus  vix  ad  alias  hujus  gencris  quae- 
stioncs  magis  complicatas  traduci  poterit:  veluti  si  circa  16,  25,  36,  etc.  numeros,  pariter  in  qua- 
dratum  disponendos  similis  quaestio  instituatur,  ut  summa  quadratorum,  per  singulas  columnas  tam 
verticales  quam  horizontalcs  siimtorum,  unitati  acquetur,  simul  vero  summae  productorum  secundum 
binas  columnas  itidem  tam  verticales  quam  horizontales  ad  nihilum  redigantur.  Methodum  ergo 
ctiam  ad  has  quaestiones  patentem,  quae  utique  in  analysi  inaximi  momenti  cst  putamla,  deinceps 
sum  expositurus,  poslquam  dcmonstrationem  theorematis  §  II  memorati,  alque  solutionem  proble- 
matis  initio  proposili  opc  sinuum  et  consintium  tradidcro. 

Detnomlratlo  theoreinatis  $  II  proponlti. 

V.  Assumo  ergo  novem  numeros  nostros  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  J,  ita  csse  comparetos 
ut  sit 

I;  AA  f  DD+GG  =  i,  \)  AB  +  DE  +  GII=0, 
2j    Bli  f  EE  -r-  IJII  =  1 ,  5)    AC  +  DF  +  GJ  =  0, 

3)    CC  +  FF  f  JJ  =  i,         6)    BC  +  EF  +  //7  =  0, 
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quarum  tres  posteriorcs  ita  repraesento: 

*)    AB  =  —  DE  —  GH,         5)   AC=-DF-GJ,         6)    BC  =  -EF-HJ, 
unde  concludo  fore: 

J) .  5)         AABC   (DE+GH)\DF  +  GJ) 

«i  li±—AA—  ~EF+UJ 

qui  valor  ipsius  ^  in  prima  aequatione  positus  dat: 

-  (DE  +  Gll)  (DF  +  GJ)  +  (EF  ■+-  HJ)  (DD  +  GG)  =  EF  +  HJ 
factaque  evolutione: 

-  DEGJ-  DFGII  +  DDBJ+  EFGG  =  EF+  HJ, 
cujus  acquationis  primum  membrum  manifesto  in  hos  factores  resolvitur: 

(DII-EG)  (DJ~  FG)  =  EF  +  HJ. 

VI.  Cum  igitur  sit  EF+  HJ=-  BC,  erit 

BC=(EG-DH)[DJ-FG) 

similique  modo  colligetur  fore 

AC=(FH-EJ)(EG-DII)   et   AB  =  (DJ  —  FG)  (FH  —  EJ) , 
quarum  duarum  posteriorum  productum,  per  primam  divisum,  praebet 

AA  =  (FH—EJ)X   hiocque   A=±  (FH—EJ); 
quia  autem  singulos  numeros  tam  negative  quam  positive  capere  licet,  ambiguitas  signi  nullam  varia- 
tionem  inferre  cst  censenda,  unde  sumto  superiori  habebimus: 

A=  Fll  —  EJ,   B  =  DJ —  FG,   C=EG  —  DH. 
Cum  autem  ex  rei  natura  columnas  verticales  inter  se  permutare  liceat,  hinc  pcr  analogiam  conclu- 
dimus  fore 

D-BJ-C1I,   E=CG-AJ,   F—Afl —  BG 
G  =  CE  —  BF,    H=AF-CD,   J=  BD  —  AE. 

VII.  En  ergo  novcm  novas  dcterminationes,  quae  in  sex  conditionibus  praescriptis  necessario 
involvuntur,  et  quas  insuper  ad  12  conditiones  initio  propositas  adjiccre  potuissomus.  Vcrum  hae 
ipsae  novem  detenninationes,  quas  sequenti  modo  indicabo: 

13)   A=FH  —  EJ,         16)    D=BJ  —  CH,        19)    G  =  CE  —  BF, 
tk)    B=DJ-FG,         17)    E-CG-AJ,        20)  II-AF-CD, 
15)    C  =  EG —  DH,        18)    F-AII-BG,        21)  J=BD-AE, 
facile  ad  conditioncs  sex  postcriores,  initio  propositas  deducunt  Nam  formulae  13)  per  D,  i\)  per  E 
et  15)  per  F  multiplicatae  et  in  unam  summam  collectac  dant: 

AD  +  BE+CF=  +  DFH  +  DEJ  +  EFG  —  DEJ—  EFG  —  DFH  =  0, 
quae  est  ipsa  conditio  10)  initio  proposita,  similique  modo  13). G  +  ik).H+  15).Jdabit  conditio- 
nem  11),  et  16). G     il).H+  18). J  conditionem  12),  ita  ut  sit: 
10)   AD  +  BE+CF=0,  11)    AG+BH+CJ—0,         12)    DG  +  EH  +  FJ=  0. 

VIII.  Denique  si  in  formula  13)  valores  literarum  E  et  F  ex  formulis  17)  et  18)  substi- 
tuantur,  emergit  haec  aequatio: 

A  =  AHII  -  BGH  -  CGJ  +  AJJ=  A  (HH  +JJ)-G  (BH+  CJ) 
at  ex  aequattone  11)  est  BH  f  CJ=  —  AG,  unde  colligitur: 
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A=A{GG  +  HH  +  JJ),    ideoque  vel    A  =  0,    vel    GG  +  HH  f  7/=  1. 
Cum  autem  simili  modo  cx  formulis  14),  15),  16),  17)  et  16)  eliciantur  aequaUoocs: 

B  =  B(GG  +  HH  +  JJ),      C  =  C(GG  +  HH+JJ),      D  =  D  (GG  f  HH+  JJ), 
E  =  E(GG  +  nU  +  JJ)   et   F  =  F&G  -f  HH  f  JJ) 
neque  liUerac       0,  C,  D,  £J,  F  omnes  simul  evanescant,  necesse  est  sit  GG  f  //// f  JJ=  1 , 
quae  est  conditio  9)  hocque  modo  ostenditur  cssc: 

7)   AA  +  BB  +  CC=i,       8)    DD  -\-  EE  +  FF  =  1,      9)    GG  +  HH+JJ=i, 
quae  est  demonstratio  completa  theoremaUs  proposiU. 


IX.  Statuamus  ^  =  cos:,  et  cum  conditiones  1)  et  7)  pracbeant: 

DD-f  GG  =  sin\:    et    BB  -f      =  sin*£ 

his  in  genere  satisfaciemus  ponendo: 

B  =  sin,Ccosi?;    C  =  sin:sin>,,    D  =  sin;cos#,    G  =  sin:sin#. 

Considerentur  jam  condiUones  17)  et  21),  quae  factis  his  suhstitutionibus  induent  has  formas: 

17)  E  =  sin*£  sin  v  sin  9  —  Jcos  :,    seu    E  -f  Jcos  ;  =  sin  *£  sin  t,  sin 
21)  J  =  sin*bCOS)7Cos^— i?cos;,    scu    J-f  Ecos£  =  sin*r  cosi? cos#, 

Hinc  17>  — 2l).cos£  et  21)—  17).cos£  daot: 

E  ( 1  —  cos* Z)  =  sin* ;  (sin  ?  sin  .>  —  cos  £  cos  *  cos  .») , 
J  (1  —  cos*£)  =  sin*£  (cos >;  cos  .7  —  cos  £  sin  //  sin  £), 

undc  colligitur: 

£  =  sin  >j  sin  #  —  cos  £  cos  r/  cos  #   et   J  =  cos  9  cos    —  cos  £  sin  9  sin  9. 

X.  Simili  modo  coodiUones  18)  ct  20)  modo  ante  demonstratae ,  factis  suhsUtuUonibus  sup- 
peditant  has  aequationes: 

18)    F=//cos£  — sin*£cosi?sin#,    seu   F  —  H cos £  =  —  stn»£  cos  *, sin  9 
20)    fl=Fcos£  —  sin^sin^costf,    seu    //—  Fcos£  =  —  sin»£sin  *  cos# 
undc  formac  1 8)  -f  20)  .cos  £   et    20)  -f  1 8) .  cos  £  producunt 

F(i  —  cos*£)  =  —  sin*£  (cos  rk  sin  9  +  cos  £  sin >,  cos  .9), 
0  1  —  cos*£)  =  —  sin  *  £  (sin    cos  9  -f  cos £  cos  rj  sin  ^) , 
unde  ob  1  —  cos»£=  sin*£  elicitur 

F=  —  cos?;sio#  —  cos  :  sin   cos  *   ct    //  =  —  sin  j?  cos  9  —  cos  £  cos  jy  sin  9 

«cque  noTem  numeri  conditionibus  praescriptis  satisfacientes  ita  supt  definiU,  ut  tro  anguli  £,  ,t,  9 
arbitrio  nostro  rclinquantur,  in  quo  criterium  solutioojs  completae  cernitur. 

XI.  Solutio  crgo  completa  nostri  problematis  iUi  se  habct,  ut  novem  numeri  quaesiU 
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A  =  cos ; 

D  =  sin  f  cos  & 
G=sin£sin  & 


C  =  sin^sin* 

F  =  —  cos t/  8io  *  —  cos  f  sin  ?  cos& 
J=  -4-  cos  i?  cos  *  —  cosc  sin  t)  sin  * 


B=  sinCcos,, 

£  =  sin  sin  f>  cos  £  cos  tj  cos  »7 
//  =  —  sin  t)  cos  *  —  cos  £  cos  iy  sin  9 
quibus  valoribus  noo  solum  sex  condiliones  priores,  quihus  problcma  determinatur,  sed  etiam  scx 
posteriores,  atque  adeo  ctiam  novem  novae  §  VII  exhibitae,  adimplentur.  Haccque  solutio  istum 
praestat  usum,  ut  inde  facili  negotio  solutiones  io  numeris  rationalibus,  quotcunque  libnerit,  rcpe- 
rire  liceat,  tres  scilicet  angulos  £,  i?,  ita  capi  opus  est,  ut  eorum  tam  sinus  quam  cosinus 
rationaliter  exprimantur.    Hinc  solutio  satis  simplex  prodibit  sumendo 

cos±  =  },    sin.T  =  {,    cosv  =  |,    sinij  =  J,   cos  #  =  ,*,,  sia#={}. 


XII.  Netbodus  gencralis,  quam  hic  sum  traditurus,  ex  principio  supra  §  III 
petita,  ubi  ostendi  problema  proposiUim  eo  redire,  ut  ex  ternis  variabilibus  *,  y,  z, 
X,  Y,  Z,  per  hujusmodi  formulas  ux  +  py  +  yz  ita  determinentur,  ut  fiat 

X*+  r+Z1  =  8,+r,+  :', 
haccquc  dcterminatio  maiime  sit  generalis ;  tum  enim  coeflicimtcs  trium  hamm  formulanim 
oat  -|-  fi y  +  yz  pro  novis  variabilibus  X,  Y,  Z  resultantium,  erunt  ipsi  illi  novem  numcri,  qui  in 
prolilrmate  dcsiderantur.  Hic  igitur  duae  conditiones  probe  sunt  perpendendac,  quarum  altcra  est, 
ut  valores  ipsarum  X,  Y,  Z  simpliciter  per  hujusmodi  formulas  ax  -\-  (3y  +  yz  exprimantur,  altera 
vero,  ut  tum  Cat  *»+  Y*+  Z*=  *■+  y*+ z\  INisi  enim  illa  conditio  adcsset,  quacstio  foret 
per  methodum  Diophanteam  solutu  facilis,  dum  tantum  trium  quadratorum  summa  in  tria  alia  qua- 
drata  resolvi  deberet,  id  quod  nihil  hahct 

XIII.  Quoniam  vero  rem  eo  deducer* 
complicatas  extendi  queat,  a  casu  simplicissimo  exordiar,  quo  propositis  tantum  duabus  variabilibus 
x  et  y,  ex  iis  aliae  duae  X  et  Y  per  hujusmodi  formulas  ax  +  fty  definiri  debeant,  ut  fiat 
X*  +  P  y».    Uunc  in  finem  posito 

X=ax  +  /2y    et    Y=yx  ±  or 

necesse  est  fiat: 

aa  +  yy=\,         +  M  =  |,    «^-f^  =  0. 
Statuamus  ergo  a  =  cosf    et   /S  =  cosi?,  ut  habeatur  y  =  sin£  et  J  =  sini7,  sicque  dunbus 
prioribus  conditionibus  satisfiat:  tum  vero  tertia  dabit  cos  £  cos  >?  +  sin  £  sin  t/  =  cos  (£ —  ?)  =  0, 
ex  quo  erit  £ — 17=90*,  ideoquc  »;  =  ?  —  90*,  ac  propterea  cos>j=sin£  et  sin»j  =  — cos£. 
Unde  patet  si  capiatur: 

X=  x  cos  £  -4-  y  sin  £   et    F=xsin£ —  ycos^ 
fore  X*+  F*=x*-|-r\ 

XIV.  Hoc  lemmate  praemisso,  ex  propositis  tribus  variabilibus  x,  y,  z  primo  alias  tres  x ', 
y',  z'  ita  dcfinio,  ut  sit 

x'=xeos£  +  y  sin£,   /=  x  sin  £  —  y  eos£   et  z'=z; 
boc  enim  modo  certo  erii 
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x'x'-j-r'r'-r-  z'  z'  —  xx  -\- yy -\-  zz. 
Deinde  ex  his  simili  modo  alias  tres  x",  y",  z"  deduco,  ut  sit 

x"=x',   /'=/cosjy  +  z'siaT),    z"  =  y'  sin  rt  —  z'  cos  v  / 
aUjue  hinc  tandem  quaesitas  X,  Y,  Z  ita  deGnio: 

A-=-  z"cos*+x"sin*,    K  =  r".    Z  =  z"  sin  ^  —  x"  cos  f>; 
sic  enim  utique  fiet: 

x*+  r  -~  zl  =  x"  x"   r"  r"  4-  *"  *"  =  *'  *'  +  r1  r '  +  *'  ='  = +  rr  + 

XV.  Ex  hac  autem  tripltci  positione  sequitur  fore : 

x"=  x  cos  £  +  r  *"n  £ >   r'/=i  x  sin  r  cos  i)  —  r  cos  £  cos  »;  -(-  i  sin  t), 
2"=  x  sin  £  sin  »1  —  v  cos  <T  sin  »;  —  z  cos  1; 

tum  vero 

X  =  a  (sin  C  sin  t)  cos  #  -f  cos  Z  sio  »9,i  —  v  (cos  £  sin  i)  cos —  sin  C  sin ■»)  —  2  cos »,  cos 
y  =  x  sin  £  cos  »/  —  r  cos  ?  cos  j?     2  sin  »7 

Z  =  x  (sin  r  sin  »,  sin  #  —  cos  r  cos  1»)  —  y  (cos  r  sin  t)  sin  *  +  sin  £  cos     —  2  cos sin  .9 , 
quae  formuiae  cum  ante  inventis  convcniunt, 

XVI.  Hanc  solutionem  esse  gencralem  vel  inde  patet,  quod  ea  complcctatur  tres  angulos 
arbitrarios  £,  t/,  »9,  qui  per  tres  transformatinnes  quas  instituimus,  sunt  introducti.  Vis  enim  hujus 
methodi  in  hoc  consistit,  ut  quavis  transformatione  duac  tantum  quantitates  varientur,  dum  scilicet 
in  earum  locum  duae  aliae  una  cum  angulo  arbitrario  introducuntur,  tertia  manente  immutata.  ilinc 
duae  operationes  jam  quidem  solutionem  problemalis  suppeditant,  sed  nondum  completam,  ob 
defectum  unius  quantitatis  arbitrariae.  Quam  ob  rem  tot  transformationes  institui  oportet,  donec  tot 
hujusmodi  quantitates  arbitrariae  fuerint  ingressac,  quot  ad  maximam  solutionis  extensionem  requi- 
runtur.  Supra  autcm  jam  observavi,  cum  qunestio  circa  novem  numeros  veraetur,  ac  tantum  sex 
conditiones  praescribantur ,  tres  eorum  manerc  indeterminatos,  quemadmodum  etiam  in  solutione  hic 
data  ob  angulos  £,  t),     arbitrio  nostro  rclictos,  tres  numeri  A,  B,  D  pro  lubitu  accipi  possunt. 

XVII.  Hinc  autcm  dubium  nasci  posset,  quod  cum  qualibet  IransformaUone  novus  angulus 
introducatur,  aucto  transformationum  uumero  nostri  problcmatis  solutio  multo  adhuc  generalior 
obtincri  posset.  Verum  tamen  qui  hujus  rei  periculum  facere  voluerit,  mox  animadvertet,  novum 
angulum  introductum  cum  aliquo  praecedentiura  in  unum  coalescere,  ita  ut  quotcunque  transformationes 
suscipiantur,  numcrus  angulorum  vere  arbitrarionun  non  ultra  teroarium  augeri  queat  Adjiciamus 
coim  insuper  hanc  transformatiooem  ponendo: 

X'=X,    Y'  =  YcosX  —  ZsinA   et   Z'=  Tsin  X  +  ZcosA 

fietque 

A"     x  (sin  r  sin  t)  cos  •'>  -r  cos  C  sin  ft)  -t-  y  (sio  £  sin  &  —  cos  £  cos  y  cos  d)  —  z  cos  1,  cos  9 , 
]"  =  jt  (sin  £  cos  tj  cos  X  —  sin  £  sin  it  sin  9  sin  X  -\-  cos  £  cos  *9  sin  X) 

—  *•  ( cos  £  cos  t)  cos  X  —  cos  £  sin  tj  sin  9  sin  X  —  sin  £  cos &  siaX) 

--r  z  (sin  1/  cos  X-\-cost)  sin  »  sio  X) , 
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Z'  —  x  (sin  £  oo*  y  sin  X  -\-  sin  £  sio  »7  iLm?  eos  A  —  cos  f .  cos  «9-  cos  A) 
—  y  (cos  £  cos  17  sin  A  4-  cos  £  sin  1;  stn    co«  X  -f  sin  C  cos  «9  cos  A) 
-\-  z  (sio  ^  sin  A  —  cos  jj  sio  #  cos  A.) ,  ' 
ubi  etsi  quatuor  anguli  adsunt  f,  jj,  «?  et  A,  tamen  inde  non  phires  tribus  coeflkientes  pro  lubitu 
assignare  licet:  quod  quidem  non  facile  perspicitur,  et  oonnisi  per  plures  ambages  ostendi  posse 
videtur:  cum  tamen  ex  rci  natura  res  ait  prorsus  manifesta. 

XVIII.  EUamsi  maxime  arduum  videatur  bas  quatuor  quantitates  indeterminaUs  ad  trea  revn- 
care,  haecque  investigatio  omnino  singulares  calcidi  evolutiones  postulet,  tamen  ratio  in  eo  sita  haud 
difGculter  deprehenditur,  quod  bis  inter  easdem  quanUtates  cognomines  y  et  2  transfonnatio  sit 
instituta.    ScUicet  in  secunda  quantitates  y',  z  in  y",  2"  ope  anguli  n,  et  in  qnarta  quantitates 

Y  et  Z  ope  anguli  *  in  V  et  Z'  sunt  transformatae.    Quae  duac  transformaUones  si 
se  exciperent  ponendo  exempli  gratia 

primum      y'  =  y  cos f  +  2  sin  C,    z'  =y  sin£  —  2  cos£ 
tum  vero    y"  =  y'  cos  y  -f  2'  sin  fj,    2"  =  /sin)7  —  2'cos?, 
conjunctim  prodiret: 

y"=    TCO*(Z  —  fl)  "-f"  2  8M  (£  —  v) 
et    z" = — y  sin  (£  —  ?)  +  2  cos  (£  —  ?) 

sicque  duplex  illa  transformatio  manifesto  unicae,  ope  anguli  £  —  ?  factae  aequivaleret,  Quod  eUam 
evenire  est  intelligendum,  etiamsi  hujusmodi  binae  transformaUones  inter  quanUtates  cognomines  non 
immediate  se  excipiant. 

XIX.  Hinc  cum  quaelibet  transformatio  inter  duas  tantum  quantitates  variabiles  insUtuatur, 
hanc  rcgulam  stabiliri  convenit,  ut  hae  transformationes  semper  inter  binas  variabiles  diversi  nominis 
suscipiantur;  quo  pacto  numerus  transformattonum  ita  determinatur,  ut  plures  forent  iuutiles.  Ita 
cum  in  nostro  problematc  trcs  habeantur  quantitates  variabiles,  litleris  *,  y,  z  indicatae,  plures 
quam  tres  transformationes  locum  habere  nequeunt,  dum  una  inter  x  et  y,  alia  Inter  x  ct  2.  et 
tertia  inter  y  et  2  instituitur  hoc  modo 


xr=a:cos£-j-ysin£ 
y'  =  xs\n  C  —  y  cos£ 


ubi  in  prima  quantitas 
reli 


x"=x'  coti]-\-  z'  sin  r, 
y"  =  y' 

z"=x'  sintf  —  2'cos// 


x"'=  x" 

y"'=y"  cos  9 +  z"sin  9 
-.y"  sin*-2"cos* 


XX. 
ad 


2,  in  secunda  nominis  y,  in  tertia  vero 

■ 

tanc,  per  istiusinodi  transfon 


x  invariaU 


;  simili 

scilicet  uransformacioaibus  inter  binas  tantum  instituendis  opus  erit,  ubi 
erit  cavendum,  ne  inter  binas  co^uotnines  bis  transformaUo  insUbiatur.   Quo  observato,  solutio  non 
ante  erit  complcta,  quam  inter  omnes  btnas  divcrsi  nomuiis  tales  uransformaUones  fuerint  absolutae, 
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cujusniodi  diversae  combinationes  habebuntur  set,   si  quatuor  proposiUe  sint  quantitates, 
vero,  si  quinque,  et  ita  porro.    Cujusmodi  problemaU  aikpiot  eum  soluUonibus  hic  subjuugam. 

ProMema.  Quatuor  quantiUtes  v,  x,  y,  z  ita  in  aiias  per  hujusmodi  formulas  ue+fix  -j-  yy+iz 
traasformarc ,  ut  summa  quadratorum  maneat  eadem,  vel  ponendo 

F=Av  +  Bx  +  Cy  +  Dz,       Y=  Jv  +  Kx  +  Ly  +  Mz, 
X=Ev  +  Fx  +  Gy  +  Hz,      Z=Nv  +  Ox  +  Py  +  Qz, 
hos  sedectm  coefficientes  ita  definire  ut  fiat 

FF  +  XX+  YY+ZZ  =  w  +  xx+yy  +  zz; 
quem  in  finem  sequenlibus  decem  condilionibus  satisfieri  oportet: 


XXI. 


1)  AA  +  EE+  JJ  +  NN=  i, 

2)  BB  +  FF  +  KK+00  =  t, 

3)  CC  +  GG  +  LL  +  PP=  i, 
h)  DD  +  HH+  MM+  QQ=t, 


hic  sedecim 


5)  AB+EF+  JK  +  N0  =  0, 

6)  AC+EG  +  JL  +  NP  =  Q, 

7)  AD  +  EH+  JM+NQ  =  0, 

8)  BC  +  FG  +  KL  +  OP=0, 

9)  BD  +  FH  +KM+OQ  =  0, 
10)  CD  +  GH+LM+  PQ  =  0. 

inveniendi  proponantur,  evidens  est 


i. 

x'=xcos«  +  /sin  « 
y'  =  x  sina  —  y-cosa 

z'  =  z 
v'  =  v 


II. 

x"=x'C0S/*  +  z'sbyS 
y"  =  y> 

z"  =  x'sin(*  — z'cos/9 
v"  =  v' 


III. 

x"'  =  x"co«r+  r"siny 

yjll    _  y.11 

z"'  =  z" 

v'"  =x"siny  —  v"  cosy 


IV. 


x"=x" 
/"=/"  cos^-r-r"'  sind 
z'r=y"'da8-z'"co»8 
vr  — 


V. 


'  yr = y"r  cos  t  +  v'r  sin  t 


zr=z'r 


vF  =  y'r  sin  «  —  v'r  cos  « 


VI. 

*"=*r  =X 

y"  =  f  =Y 
zr'=zrcos£+/sinr  =  Z 
^'=zrsinf~^co«f  =  V 


X,  Y,  Z,  V  iU  per 
X=Ax  +  By  +  Cz  +  Dv,  simliiterque  etiam 
x,  y,  z,  v  in  quatuor  formis  pro  X,  Y,  Z,  f 
oriundis  ipsos  eos  sedecim  numeros  praebebunt,  qui  requiruntur  pro  SoluUone  proWematis  proposiU. 
Quac  cum  per  se  sint  manifcsU,  non  opus  esse  arbitror  singulos  valores  harum  sedecim  litteranim 
evotverc.    Ccterum  cum  in  harum  sei  transfonnationum  prima  binae  litterae  x  et  y,  in  secunda  x 
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et  z,  in  tertia  x  et  v,  in  quarta  y  et  z,  in  qunta  y  et  ?  et  in  sexta  z  et  v  sint 
quae  svot  omnes  comlunationes  possibiles,  in  boc  ipso  etiam  continetor  criteriui 
XXUL  Quoniam  autcm  bJc  occurrunt  qnatuor  quaiuitatos  x,  y,  z,  9  in 
duae  transforoationes  binarum  institui  possunt,  quo  pacto  evoUrtio  valorum  quaesitoram  DOA  medio- 
criter  sublevatur,  utt  iterum  cavendum  ne  inter  easdem  binas  littcras  plus  una 
suscipiatur.    Sic  autem  totum  negotium  tribus  operationibus  absoivi  poterit  hoc  modo: 


I. 

x'  =  *  cos  a  +  y  sin  a 
y'-=  xtiaa  —  y  cos  a 
z'  =  ztosfi+9  sin  fi 
p'  — zsta/?  —  9  cos  fi 


II. 

x"=  9'  cos  y  +  *'  »ny 
y"  =  j'  cos  3  ain  5 
z"  =  x1  sin  y  —  z'  cosy 
9"  =y'  sin3-V  cos* 


111. 


*"'  =  x"  cos  «  4-  v"  sin  e  = 
y'"=y"  cos  J  -(-  z"  sin  ;  = 


K 

z"'  =  r"  sin^  —  z"cosC  =  Z 


evolutio  pro  sedecim 

 ( 4-  cos  a  cos  y  cos  *  \ 

=  [  +  sina  sina  sinej' 

c  _  |+ cos^siny  cos«) 
\  —  sin/*  cosJ  sintj 

^  =  jH-sin«cos3cos?J 
\-+-  cos  a  sin  y  sinf )' 

c==|-f-sin/3sin3sinf) 
\—  cos£  cosysin£ j' 

\—  cosa  siny  cosf  J 

f  4.  sin /9  sin  3  sin 
~~  \+  cos/Jcosyeosf ) 

l-\-cosa  cosy  am  t\ 
\  —  sin  a  sin  o*  cos  1 ; 


L 


-{ 


4-  cos  fi  sin  y  sin  t 
-\-  tiafi  cos  3  cos 


v"'  =  x"  sine  — p"eos, 

s  sequentes  praebct  valores: 

J  -|-  sin  a  cos  y  cos  1 1 
*=\_cosasin3sin«j' 
^     /  -|-  sin  /3  sin  y  cos  e \ 
—  j-f-  cos/?cos3  sin  «J 
( —  cos  a  cos <5  cos £j 
~\-f- sin  a  sin  y  sin  £)' 

B  _{—  e»fi^n9eo»S\ 
~ \  —  sin^cosysin^j' 

_  __  j —  cos  a  cosi  sinfi 
*-\~sin«sinycosd' 

(  —  cmfi  sin  S  sin  £) 
M  =  \  .    .   £  *}. 
\  -(-  sin  fi  cos  y  cos  f  J 

0     (  f  eosytint) 
\  4-  cos  a  sin  4  cos  < ) 

-f-  sin  fi  sin  y  sin  t  \ 
cos  £  cos  d  cos  e J 


XXIV.  Circa  bos  autem  sedecun  valores,  quJbos  decem  conditiones  in  problemate 
implentur,  hanc  insignem  proprietatem  locum  liabere  observo,  ut  iisdem  quoque  sequentibus 
conditioDibus  sattstiat: 


allatae 
decem 


11)  AA+BB  +  CC+DD=  i, 

12)  EE  +  FF  +  GG+  HB=i, 

13)  JJ+KK  +  LL+MM=i, 

14)  NN+00  +  PP  +  QQ=l, 


15)  AE+BF+CG  +  DH=Q, 

16)  AJ  +  BK  +  CL  +  DM=0, 

17)  AN+BO+CP  +  DQ  =  0, 

18)  EJ  +  FK+  GL  +  BM=0, 

19)  f/V-f  FO-r-GP-f  «C  =  0, 

20)  JN  +  KO  +  LP+MQ  =  Q. 
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Quod  est  thcorema  prorsns  memorabile  ac  simile  ci,  quod  ioitio  cirea  novem 
Eo  autem  modo,  quo  ibi  demonstrationem  adornavi,  bie  quidem  ob 
uti  non  Iicebit;  sed  quoniam  ad  hos  valores  generales  succcssive  pervenire  docui,  demonstratio 
ita  convenientissime  conficietur,  ut*i  haec  proprictas  irt  valoribos  quibusque  anteecdeatibuB  locum 
habuerit,  eadem  quoque  in  sequeutibus,  per  transformattonem  inde  derivatis  loctm  habere 


XXV.    Consideremus  igitur  valores  quoscunque  intcrmedios  qui  pcr  quatuor  primitivas  quan- 


titates  x,  y,  z,  e  ita  dcCniantur,  ut  sit 

a:*-»  =     +  fBtr  +  CEx  +  av. 

ubi  eoefficieotes  iU  sint  comparati,  ut  supra 

+  2353  +     +  £©  =  1, 
Gr£  +  S$  +  @@  +  £Jj  =  l, 

33  a  +«w«m=i, 
3131+00  + $9 +oo  =  i, 


■  ■ 


r<n,=e*  +  3r  +  @z  +  j>, 
^^jnx+or+^-r-Of, 

oaditionibus  satisfaciant;  scUicet  ut  sit: 
«(S  +  »8  +  C®+-5DJ6  =  0, 

33+535?+    +£>$?= o, 

2191 +930  +  +-  UO,  =  0, 
<?3  +  5it  +  ®i  +  #SR=o, 

<?3i + 30  +    +  j&a  =  o, 

331  + #0  +  i$  +  WO=0, 


quae  conditiones  utique  in  prima  positione  locum  habent,  ubi  est  x<n,  =  a?,  y{n)=yt  z{n)  =  r, 
c<n)  =  c;  siquidem  tum  habetur: 

H=l,   <J  =  0,    3  =  0,  31  =  0, 

93  =  0,    5  =  1,   jf=0,  0  =  0, 

6  =  0,   ©  =  0,   l  =  i,  9=0, 

2>  =  0,   £  =  0,  3R  =  0,  0  =  1. 

XXVI.   Ponamus  ex  illis  valoribus  per  transformationem  sequentes  ita  derivari 


ut  posito 

x(n*-,>  =  x{n>  cos  &  -+ fn)  sin  * 

r(n+i)  _  ,<»> 


prodeant  hi  valores  derivaji: 


-(»■*•!)  . 


r«-«»^€'a«  +  5'r  +  ©'*  +  4» 

^"^3'ff  +  j?'r  +  -r-9»'f 


H  cos*  +  <Jsin*, 
83'  =  33cos*+_fsin*, 
G'  =  S  cos£+@sin£, 
©'  =  ©cos.»+£sin#, 

Unde  quidem  hae 


<?'=*M  sin*-(Jcos*, 
^fcsinfr-Scos*, 
®'  =  G  sin£— ®cos#, 
J}'=£sin*— £cos.>, 


3'=  3,      31'  =  31, 

o'=o, 
i'  =  i,  y=v, 

<pi'=gR,  o'=o. 


3'3'  +  ^'+  iM'  +  S»'3R'=1,  3'3t'+jr'O'+i'9>'+„'O'  =  0, 
31' 31'+  0'0'  +  1>'9>'+  0/  O'  =  4. 
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XXVII.   Reliquis  vero  etiam  condltionibus  satisfleri  facile  ostenditur;  erit  enim: 

[  +  (M(4-S$-r-66  +  JD£)cos*.> 

vv+ ss's&'4-6'6'+©'fc'=j  4-  (e<£+s5+©©-f-J?J?)»i°1* 

(  +2(*6  +  ©5  +6®  -r-SCJS)  sin  #  cos* 
=  -|-  I  .cos1*  +  1  .sin1*  -f-  O.sin*  cos£  =  t , 

quod  simili  modo  de  summa  quadratorum  secundae  columnae  <E'C  +  5' 5'+  ©'©'  + 
ditur.   Deinde  etiam  rcs  manifesta  cs 


3'3'+  »'jF+ 6  'l'+  ©'3R'=  -  (&$  4-fc J? 4-6*  -H  5D2R)  cos*4-  (6  3 + 51?  +  ®i+JJ$N)8in*=Q 

2f  91'  +  95'  0'  4-  6'  V 4- ©'  &'  =  0 ,      6'  3'  4- 5'  *'  4-  ©'  i'  +  J>'®'=  0 
et    6'9r+$'0'4  ©'$'+#&'=  0 

+  (WT  +  ffl®  +  66  +  »©)  stnfr  cos£  , 

N  +  (7K&  +  S98  4-60  +  ©J»  sin»£ 
l.  —  (36*  +  ©5  +  6©  +5D£)  cos*# 
=  +  siu£cos£  — sin#coa&  +  0.sin*fr«—0.cosl£=0.  .    *  >( 

XXVin.  Ciim  igitur  harum  decem  conditionum  veritas  in  positione  prima,  uti  jam  ostcndi, 
sit  manifesta,  etiam  in  positione  secunda  pcr  transformationem  binarum  inde  'deducta  quoque  sub- 
sistet,  hincque  etiam  in  omnibus  sequentibus  positionibus  simili  modo  tx  praecedentibus  deductis. 
Quocirca  etiam  solutio  generalis  sex  transformationibus ,  uti  in  §  XXI,  absoluta  ita  erit  comparata, 
ut  non  solum  decem  conditionibns  in  problemate  praescriptis,  sed  etiam  alteris  illis  deccm  $  XXIV 
commcmoratis  satisfaciat:  hocque  ita  ut  decem  prioribus  conditionibus  satisfieri  nequeat,  quin  simul 
decem  posterioribus  satisfiat.  Atque  hinc  jaro  facile  colligitur  eandcm  proprietatem  etiam  in  pro- 
blematibus,  ubi  simibs  quaestio  circa  25,  36  plurcsque  numeros  instituitur,  semper  locum  babere 
debere.    Progredior  igitur  ad  sequens 

Problema.  Invenire  25  oumeros  A,  B,  C,  D,  etc.  ita  in  formam  quadrati  disponendos: 

A ,  B ,  C,  D ,  E , 
F,  G,  If,  J,  K, 
L,   M,   N,    0,  P, 

Q,  n,  s,  t,  u, 

V,    W,  X,    Y,  Z, 
ut  summae  quadratorum  ei  singulis  columnis  tam  verticalibus  quam  horizonUlibus 
unitati  aequentur,  summae  productorum  autem  ex  binis  columnis  sive  verticalibus,  sive 


XXIX.    Ex  p»ecedentibu.s  inleJligitur  hoc  problema  eo  reduci,  Ut  sumtis  iatifl  25  numeris  pro 
.,  qvinque  variabiles  «,  p,  c,  y,  x  per  hujusmodi  formuUu  in  alias  transfonnentw: 
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U=Aa  +  Bo  +  Cx  +  Dr  +  E* 
P=  Fu  +  Gv  +  Hx  +  +  JTz 
X=  Im  +  Aft-  +  ATx+  0/  +  Px 
F=  <?u  +  Jfc  +  +  7>  +  Ot 
Z  =  Fu  +  JF*  +  Xx  +  Ky  +  Zx 


ut  fut: 


OTf+fT+XX+lT+ZZ 
Quod  ergo  problema,  cum  quinque  quantitates 


t  +  w  +  asB  +  jrr  +  ^- 


I. 

b'  =  «  cos  a  +  c  sto  a 
tr'  =  u  sin  a  —  v  cos  u 

r  =r 


ii. 


u"=u'c©s/9  +  *'sto/S 
*"  =  ✓ 

<E"  =  u'sln/?  —  *'cos/9 

r"=r' 

x"=x' 


,  resolvetur,  hoc 


III. 


„"'_  n"  cos  y  +  r"  «i»  7 

9"' =9" 

x"'=x" 

r'"=u"siny-r"cosr 
z"'  =  x" 


IV. 

K""=«"'ces  3  +  2'"  sin5 
✓r  =  ?'" 

r"=.'"siii-3-?'"cos3 

■ 

VII. 

«"'=«" 

f"  =  v"  cos?  +  xr,sta>7 

r-"=r"' 

«""^^sinrj  —  sr,cos7j 


V. 

«r_«'r 

f  —  p'r COS  *  +  x"'  sine 
=  p'r  sin  e  —  x"  cost 

r"=r" 

xr=x'r 

vin. 

„""_„"'' 
/"'"  =  /" 

,cr"'=a!r"cos*+rr"sinfr 
rr"'=xr"tAu»—f"toi» 
xr"W" 


VI. 


Pr'=/cw£  +  rr«»£ 
*"=<< 

rr'=/sinf-rrcosi: 

xr'  =  zr 

IX. 

u"  =  «r,,/ 
«<"  =  /"' 

«"^^'"cosK+x^slnx 
r"=f» 

x"  =  a;r"'sio*-xr,,,cos* 


u*=«"  =  U 

r*  =  ?"  =F 
**=*"  =  * 

/^/'cosA  +  x^sinJl^r 
x'  =  r'x««nA-x"cosA  =  Z 


XXX.    His  crgo  operationibus  deccra  anguli  arbitrarii 


,  In  quo  character  solutionis 
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quadralorum  summae  praebont  quinque,  producta  veifo  tx  WoU  decem  aequationes;  ita  ut  omnino  15  con- 
ditionibus  sit  satisfaciendum ;  quare  cum  25  numcri  investigandi  proponantur,  ex  iis  decem  adhuc 
manebunt  indetenuiaati ,  in  quo  etiam  solutio  hic  data  egregie  consentit,  dum  plures  quam  decem 
transfbrmationes,  quae  quidem  circa  binas  quantitatea  diversas  instituantur,  locum  habere  nequeunt. 

XXXI.   Quo  illarum  formularum  evolutio  facilior  reddatur,  qualibet  operatione  duae  transfor- 
mationes  conjungi  possunt,  prorsus  ut  io  solutione  praecedeutis  problematis  est  factum.    Has  autem 
conjunctiones  ita  capi  convcnit,  ut  quantitas  solitaria  nullam  mutatioqem  patiens  in  omnibus  sit 
diversa:  id  quod  evenit  si  binae  praecedentium  transformationum  boc  modo  conjungantur: 
(I,  VIII),   (II,  VII),   (III,  IX),   (IV,  VI),    (V,  X) 

quinque  transforoationes  oriuntur: 


I. 

u'  =  u  eos  a  -\-  v  sin  o 
v'  =  u  sin  a  —  ?  cos  a 
x'=xco»fl  -j-  yuafi 
y'  =  xrin/?  —  y  cosfi 
z'  =  z 


II. 

u"  =  u'  cos  y  -\-  x'  ain  y 
v"  =  v*  cos  d  -f-  x'  sin  3 
x"=  u'  siny —  x'  cos  y 

z"  =  *'8ina-z'cos3 


III. 

«'"  =  ■"  cos «  +  r"sin« 

v'"  =  v" 

x"'=  «"cosS-r-z^sinf 


7 
z'" 


-u"  sioc  —  jr"cose 
■x"  m5-z"cc«r. 


rv. 

U'V  =U'"  CXMt]  4- 


_/// 


sin  r/ 


p'r  =  /"cos 
x'r=x"' 

y'r  =  v"'An&  -y"'cM& 
z'"=ii'"sin9-_'"c©s  * 


V. 


«  =  ■ 


XXXII.  Simili 


vr  =  v'r  cos  x  -|-  x'r  sin  x 
aT^v^sinx  —  t'rco»x 
f=y'rco%k  +  z'rs\nX 
zr  =  f  siol  —  z"  cos  X. 

problemata  hujus  generis  circa  36  pluresque  numeros,  quorum  quidem 
quadratus,  resolvi  possunt;  ubi  pro  catculo  contrabendo  non  solum  duas,  sed 
in  una  operatione  complecti  iioebit;  atque  hic  perpetuo 

ac  rei 

numero  =  nn,  quadratorum 
ei  binis  nihilo  aequandae 


deprehendetur.    Posito  enim  in  genere  quantitatum 
nnitati  aequandae  praebent  •  conditiones, 
,  icque  conjunctim 


■»  ac  propterea 


quanti 

HH  —  Jt 


quibus  ergo 


XXXIII.  CoronidU  loco 
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Sumantur  pro  lubitu  quaUior  numcri  p,  q,  r,  $,  ac  posita  quadratorum  eorum 

Pf  -+  «7*7  +  rr  +«  =  u 
oovem  nuroeri  quaesiti  ita  determinati  roperiuntur : 


//  = 


r_  pp-ii  -"■+$' . 


Hinc  siroplicissimi  numeri,  qui  quidem  inter  se 
dratum  dispositi: 


16 
57 

+s 

'  57 

,  52 
57 

44 

57 

+  " 
+  57 

En  adhuc  alia  fere  aeque  simplicia  cxempla 


+  2 

'  7t 

44 

71 

~  71 

18 
"71 

+- 

I  71 

,  66 
+  71 

+  - 

~  71 

'  7V 

3 
71 

hic 

53 

,  86 
'  63 

33 
—  63 

0  =  6, 

r=2, 

7  = 
i  = 

1. 

i 
63 

'63 

,  46 

~r  63 

+  63 

38 
63 

37 
—  63 

ubi  est 
/>  =  7,  «7  =  3, 
r  =  2,   .=  1. 


.  86 
~f  99 

+  2 

31 
99 

14 

99 

'  99 

.  58 
~*~  99 

+  - 
99 

46 
99 

+  - 
^99 

XXXIV.  Si  pro  Caau  sedecim  numerorum,  simili  modo  ia 
ratiooalibus  desidrretur,  onde  tacile  numeros  non  nimis  maguos  rcperire  liceat, 
ad  bunc  lioero  ilifiiculter  accommodatur,  Alio  autem  modo,  prorsus  singnlari, 


solutionero 


latis-iroe  p_tcule_u  suro  nsctus,  ubi  sumtis  pro  luhitu  octo 
uumeri  in  quadratum  dispositi  ita  se  habent 


a,  b,  c,  d,  p,  q,  r,  $, 


+  <V  +  6.+  «• +* 
+  *q-bp-c,+dr 
+  ar+-b$  —  cp-dq 
+  a$-br  +  cq-dp 
ubi  sun, 


+  aq  —  bp  +  c$  —dr 
-ap-bq^-cr+ds 
+  a$-br-cq  +  dp 
—  ar  —  bs  —  cp—dq 


+  or  —  b$  —  cp  +  dq 
_„ -br-eq  —  dp 
—  ap  +  bq  —  cr  +  ds 
+  aq  +  bp  —  cs—dr 
quadratorum  in  singulis  columnis  sm  borizontalibus  shre  verticalibus  prodit  uhique  eadem 
=  [aa  +  bb  +  cc  -f  dd)  (pp  +  qq  +  rr  +  $$}. 


+  a$  +br—cq  —  dp 
+  ar-bs-+cp-dq 

—  aq  —  bp—cs  —  dr 

—  ap  +  bq  +■  cr  —  ds 
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Quare  ut  hae  summae  unitati  aequentur,  baoc  expressionem  quadratura  reddi,  per  ejusque 

aumeros  dividi  oportet.    Tum  vero  hi  sedecim  numeri  etiam  hac  gaudent  proprietale,  ut 
ina  productorum  ex  binis  columnis  sive  horizontalibus,  sive  verticalibus  sumtorum  ubique  evanescat. 

XXXV.    Hinc  ergo  facile  plurima  exempla  in  numeris  satis  exiguis  deduci  possunt,  inter  qUae 


sequens  ideo  notatu  dignuin  videlur,  quod 

Numeri: 


siut  inter  se  iaaequaks: 
Quadrata: 


+37 

+  «|  +  * 

+ia' 

— 1 

V: 

-  6 

+33 

-IK 

+  « 

+  H 

-  7 

-36' 

-  * 

+  »fl]r3< 

'-1 

1369 

"mTi 

36 
(21 

1089 

324 

Sl 

64 

49 

1496 



9  t 

4 

161 

1156 

It530 

1530 

1530 

1530! 

Suminac : 
=*  1530 

=  1530 


ac  de  productis  binorum  res  est  manifesta: 

cum  sit  —  6.37+4.33  —  1.18  +  9.12^0 

+  4.37-6.33  +  8.11  -2.19  =  0. 
etc. 

fienerales  autem  formas  inspicienti  facile  patebit,  per  eas  omnes  illas  20  condilioues  XX  et 
XXIV  allatas  perfnctc  impleri,  siquidcm  summae  quaternorum  quadratorum  ad  unitatcm  revocentur. 

XXXVI.  Solulio  haec  eo  majorem  attentionem  mcrctur,  quod  ad  eam  nulla  certa  metbodo,  sed 
potius  quasi  divinando  sum  perductus:  et  quoniam  ea  adeo  octo  numeros  arbitrarios  implicat,  qui 
quidem  facta  reductione  ad  unitatem,  ad  septem  rediguntur,  vix  dubitare  licet,  quin  ista  solutio  sit 
universalis  ct  omnes  prorsus  solutiones  possibiles  in  se  complectatur.  Si  quis  ergo  viam  directam 
ad  hanc  solutionem  manuduccntem  investigaverit,  insignia  ccrte  subsidia  analysi  attulisse  erit  cen- 
sendus.  Utruin  autem  similcs  solutiones  pro  amplioribus  quadratis,  quae  numeris  25,  36  et  majo- 
rihus  constant,  expeclare  liceat,  vix  affirmare  ausim.  INon  solum  autem  binc  algebra  communis,  sed 
etiam  methodus  Diophantea  maxima  incrementa  adcptura  videtur. 


Invenire  sedecim  numeros  ita  in  quadratum 

A,    B,    C,  D, 

E,    F,    G,  11, 

J,    A,   L,  .W, 

N,    0,   P,  Q, 

ut  non  soluin  summae  quadraUmim  |ier  columnas  tam  horizontales  quam  verticales 
eae,  quae  per  diagonales  sumunlur,  scilicct 

A*  +  F*  +  L%  +  <?*    et    />*+-  G*+-  K*  +  JV» 

L.CalenUp». 


56 
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AB+EF  +  JK  +  N0  =  0 
AC+  EG  +  JL  +  NP  =  0 
AD  +  EH  +  JM+NQ=0 
BC  +  FG  +  KL  +  OP  =  0 
BD  +  FH+KM+OQ  =  0 
CD  +  GH+  LM+PQ  =  Q. 


AE+BF+CG  +  DH=0 
AJ  +  BK  +  CL+  DM  =  0 
AN  +  BO  +  CP+DQ=0 
EJ-\-  FK  +  GL  +  HM  =  0 
EN+FO  +  GP  +  BQ  =  0 
JN  +  K0  +  LP  +  MQ  =  0 


Solutlo. 


Hic  ergo  proponuntnr  22  conditiooes ,  quibus  satisGeri  oportet;  omissis  autem  duabus  ad  dia- 
gtmales  spectantibus,  sequens  furiua  gencralis  rcliquas  omnes  adimplet: 


+  ap  +  bq  +  cr  +  ds 
—  aq  +  bp  +  cs  —  dr 


+  ar  —  6*  —  cp  +  dq 
+  at  +br  +  cq  +  dp 


—  as  —  br  +  cq  +  dp 
+  ar  —  bs  +  cp  —  dq 
+  aq  +  bp  +  cs  +  dr 


+  aq  —  bp  +  cs  —  dr 
+  ap  +  bq  —  cr  —  ds 
+  as  —  br  —  cq  +  dp 


+  ar  +  bs  —  cp  —  dq  —  ap  +  bq  —  cr  +  ds 
—  as  +  br  —  cq  +  dp   —  aq  —  bp  +  cs  +  dr  |  —  ap  +  bq  +  cr  —  ds   +  ar  +  bs  +  cp  +  dq 
ubi  summa  quaternorum  quadratorum  ex  columnis  tam  horizontalibus  quam  verticalibus  sumtorum  est 

(aa  +  bb  +  cc  +  dd)  (pp  +  qq  +  rr  +  ss) 
cui  ut  etiam  summae  quadratorum  pcr  diagonales  sumtorum  aequentur,  sequentes 


+  abpq  +  abrs  4-  acpr  +  acqs  +  adps  +  adqr  +  bcqr  +  bcps  +  bdqs  +  bdpr  +  cdrs  +  cdpq  =  0 , 
—  abpq  —  abrs  +  acpr  +  acqs  —  adps  —  adqr  —  bcqr  —  bcps  +  bdqs  +  bdpr  —  cdrs  —  cdpq  =  0  , 
ex  quibus  deducuntur  hae  duae: 

(ac  +  bd)(pr  +  qs)  =  0 
(ab  +  cd)  (pq  +  rs)  +  (ad  +  bc)  (ps  +  qr)  =  0. 

IJmlt»  hae  duao  determinationes  eliciuntur: 
I.    pr  +  qs  =  0  et 
ita  ut  adhuc  sei  liMerae  arbitrio  nostro  relinquantur. 

Evolvamus  etemplum  sumendo  p  =  6,  q  =  3,  r  =  1 ,  s  =  — 2,  unde  cum  Gat 
sit  (/  =  0,  6=1,  a  =  9,  c  =  16,  et  quadratum  omnibus  conditionibus  satisfaciens  erit 


c  bipq+rs)  f  d(pt+r) 


-I6rf4  96 


|+73 

-  86 

+  65 

-  11 

( 

-  53 

4-  31 

4107 

+  41 



-  89 

-  67 

+  ' 

1  

-39 

-« 

-  35 

+103 
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diagonales  sumtorum,  prodeunt  ='16900, 
hae  summae  omnes  ad  unitatem  redigereotur. 

Si  qucm  hic  offendant  numeri  65  et  G7  bis 
minoribus  adeo  numeris  expressum: 


quo  si  hi  numeri 
adjungam  aliud 


per  130, 


+  68 

1 

-  39 

+  41 

-37 

-  17 

+  31 

-r*  79 

+  3? 

-t-  59 

+  » 

-  «3 

+  61 

-  11 

-  77 

+  8 

+  49 
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XXXI 

(N.  Comroc.l.  X\.  1775.  p.  48.  K.l.ib.  1771  Jul.  4.) 

Froblema  1.    Invenire  duo  quadratorum  paria  xx,  yy  et  tl,  uu,  ita  ut  tam 

(xx-^-yy)  ttxx  +  uuyy)  quain  (xx -\- yy)  (uuxx -\- ttyy)  fiat  numcrus  quadratus. 

1.  itnalynls.  Primo  patct,  quicunquc  bini  numcri  tam  pro  x,  y,  quam  pro  t,  u  fuprint 
invcnti,  eorum  aeque  multipla,  veluti  ax,  uy  ct  fit,  fi«  quacsito  aequc  satisfaccrc;  sicque  problema 
ita  restringi  conveniet,  ut  tam  x  et  y  quam  (  et  u  sint  numeri  primi  inter  sc. 

2.  Iociptaonus  a  formula  priori  (xx  -\-yy)  (Uxx  -\-  uityy) ,  quae  posita  huic  quadrato 

(xx  -\-  yy)*  xxyy  (pp  -f-  qq)1 

aequalis,  fit 

ttrx  -\-  uuyy  =  xxyy  (xx  -j-  jy)  { (pp  —  qql%  +  ^p?)1 ) 

unde  concluditur 

te  =  xy  (xtpp  —  qq)  -f  2poy) ,    tty  =  xy(y(pp  —  qq)  —  2pqx) 

sicque  erit 

I  =  xy  (pp  —  qq)  -\-  2pqyy,    u  =  xy  (pp  —  qq)  —  2pqxx. 

3.  Jam  pro  altera  formula,  cum  sit 

ty  =  xy){pp-qq)-\-  2pqys ,    ux  =  xxy  (pp  —  qq)  -2pqx* 

fiet 

ttyy+UUXX=xxy\pp— qq)1  ±kpqxy'(pp— qq)±kppqqyt+x*yy(pp—qq)*—kpqx,y<pp—qq)  +  \ppqqx'1 
quae  forma,  quia  manifesto  per  xx-\-)-y  est  divisibilis,  abil  in 

( xx  -+-  yy)  (xxyy  ipp  —  qq)1—  \pffxy  {xx  —  yy)  (pp  —  qq)  +  \ppqq  ( x*  —  xxyy  -\-  y *  i ) 

k.  Cum  nunc  haec  forma  per  xx  4-  yy  multiplicata  numcrum  quadratum  praebcre  clcbeat, 
babebimus  sequentem  expressionem  ad  qiindratum  rcduccndam: 

\ppqqx*—  \pq(pp —  qq)x*y  +  (/>'  —  ^p^q^^-q*^  x2y%  +  bpqipp  —  qq)xyim{-  ^ppqqy* 

quae  quidem  manifesto  fit  quadratum,  si  x  =  y;  vcrum  bunc  casum  utpote  facillimum  binc  mcrilo 
evrludimus;  siquidem  tota  quaestio  huc  redirct,  ut  2(tt  +  uu)  quadratum  cfficeretur. 
5.    At  ponendo  illam  formulam  aequalem  huic  quadrato 

(2p«xx  -  pp  —  qq)xy-\-  2pqyy)x 

deletis  terminis  paribus  fit 

(p* -  *ppqq  +  q*> *V 4- \pq  (pp  -  ?</)  *r*=  0* ■+  «/>m  +  ?4)  (pp  -  w"  rrs 

liincque  8pq(pp  —  qq)  y  —  \2ppqqx;  unde  colligiUir  lwec  solutio  problcmatis: 

x  =  2(pp  —  qq) ,   y  =  3p7,    hincque  porro    l  =  Gpq  (p*  +  ppqq  +■  q*)   et  «  =  —  2pq  ipp  —  qq)\ 
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6.  Kn  ergo  solutionena  primam  infinite  patentem,  quoniom  numeros  p  et  q  «d  arbitrium  capere 
licrt  ;  reduclis  scilicet  numeris  t  et  tt  ad  mioimos  terminos,  et  quia  periode  est  sive  «ut  positiri 
«ive  nogativi,  hahebimus 

x  =  2(pp  —  qq),    t  =  3  (p4  +  ppqq  4-  q",  =  *xx  +  )y 
Y  =  3pq,  tt  =  (pp-  qq?  =  i XX 

hincquc  reperitur 

xx+yy     =  kp*  \-  ppqq  +  kq' 
ttxx  +  uuyy  =  xx  yy  (xx  +■  yy)  (pp  4  w)'  =  xx  (xx  +  yy)  ( xx  +  yy) 

«u*    «rr  =  *ppw  (**  +  rr)  (p*  +  7/.m  +  o4)»=  <xx  4-  rr)  U **  +  yr)1. 

7.  Ut  alias  solutiones  inveniamus,  ponamus  superioris  formac  radiccm  quadratam: 

2ppxx  —  (pp  —  qq)  xy  —  ipqyy  +-  ^iy 
cujus  quadrato  iUi  aequali  posito  prodibit  aequatio: 

_  *^w)  yy  _  2^  (pp  —  o</)  xy  +  (V^pg  -  *  ppqq)  xx  =  0 
hic  si  A  =  hpq,  prodit  solutio  praecedens;  at  posito  A=pq  Ct 

+  3por  +  2(pp  — o</)x=0, 

8.  Ponamus  A  =  —  2pp  prodibitque  haec  aequatio 

(pp  +  2po)  ry  +  ( pp  -  qq)  xy  —  (2pq  +  qq)  XX  =  0, 
quae  per  *+  y  divisa  dat 

(pp  +  2pq)  Y  -  (2pq  +  qq)  X  =  0 
undc  fit  x  =  p(p  +  2</)    et   r  =  </(</  +  2p) 

tum  vero       t  =  ppq  (q  +  2p)  (pp  4-  2/k/  +  3</</)    et    n  =  pqq  (p  +  2<j)  (</</ + 2pq  +  3pp). 

9.  En  ergo  aliam  solutionem  a  praecedente  diversaro,  ct  infinitc  patcntem,  qua  numeris  <  et 
u  ad  minimos  tcrminos  reductis  fit 

x  =p  (p  +  27),  t  =  p  (q  +  2p)  (pp  +  2pq  +  377) 
r  =  7  (</  +  2/»),  u  =  q  (p  4  2o)  (o7  +  2p7  +  3pp) 

hincquc  reperitur: 

+    JT  =  P*  +  *P*7  +  8p/>go  +  V/>7*  f  o« 
«xx  +  uuyy  =  (p  +  27)*  (7  +  2p)»  (pp  f  77;'      4  yy) 
uuxx  -I-  Wrr  =  f>W  (5pp  +  8p7  +  577)»(x«  +  yy). 

10.  Posito  A  =  2pp  prodit  (pp —  2p7)rr — (pp  —  w)xr  +  (2po  —  t/^xx^O,  quae  pcr 
r  —  /•  divisa  dat  (pp  —  2po)y  —  (2p7  —  qq) x  =  0 ,  ideoque 

x  =p  (p  -  2q),  t  =  p(2p-  q)  (pp  —  2po  +  377) 
y^-  q  (2p  —  q),       U  =  q(p-  2q)  (qq  —  2pq  4  377) 

xx  +  rr  =p'-*p3g  +  8pp77-*p«H  9* 

ttxx  4  ««rr  =  (P  —  27)»  (2p  -  q)*  (pp  +  go)1  (««  +  jy) 

u«xx  +  «rr  =  ppw  i5pp  -  8P7  +  5o7)*  (xx  +  rr). 
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Haec  autem  sotutio  a  praccedente  non  differt;  neque  positiones  A  =  Iqq  et  A  =  —  2qq  solutiones 
diversas  praebent. 

11.  Constant  methodi,  quarum  bcncficio  ez  una  solutione  inventa  aliae  erui  possunt;  verum 
eae  ad  calculos  nimium  inlricatos  deducunt.    Ita  reperire  licet 

*  =  9  (PP  —  99)  (3PjP  —  99) 
r  =  (PP  4  99)  (P(W>  4  99)  -  9  <3W  + 
convenientes  vero  valores  pro  t  et  it  §  2  suppeditat. 

Molutfo  I.    In  bac  solutione  ratio  numerorum  x  et  y  est  —  =  4-  •  — J^— >  tum  vero  ratio 


X  = 

5, 

r  = 

2, 

91, 

u  = 

25 

2) 

x_ 

7. 

r  = 

5. 

2*7, 

«  = 

%9 

3) 

x  = 

5, 

r  = 

9, 

399, 

u  = 

25 

*) 

x  — 

3, 

r  = 

•o, 

/  = 

V27, 

u  = 

9 

5) 

as  — 

11, 

r  = 

/  = 

11*7, 

u  = 

121 

6) 

x  = 

15, 

r  = 

7, 

1  = 

871, 

u  = 

225 

7) 

x  = 

16, 

r  = 

5, 

1  = 

217, 

u  = 

tit 

8) 

X  = 

16, 

r  = 

9, 

273, 

u  = 

6* 

9) 

X  = 

7, 

r  = 

«8, 

H«, 

«  = 

19 

10) 

*  = 

•3, 

r= 

20, 

2107, 

u  = 

169. 

x       Wp  +  S?) 

Solado  II.   Hic  ratio  numerorum  x  et  y  est     —   ,    ,0\>   numororum  I  et  u  vero 

7'        }I?T  *W 


i.     /» W + V)  1«' +  »w  +  »w>, 

«  ?(/' 


x  et  y  ut  datos  spectemus,  ob 

#W  4-  2/>9r  —  99«  4-  2p", 

unde  numerorum  x  et  y  character  in  boc  consistit,  ut  xx  —  xy  +  yr  sit 
facile  inveniantur,  sit  xx  —  x/  -j-  yy  =  zz;  eritque 


_______  i  :     seu     -£  = ^ 

binc  fit 

pjfSy  _        -  *  __  *  +_         ____>  _  (s-rX* +  ■*-*_■ 

,-(-2/,      *-8,+~*       :  +  *     *l     ?(/>  +  29j      (i-irXs +_•-„> 

ut 

(x  —  y)  (s  +  *  —  2r)  =  (*  +  *  —  r)  (2z  — x— r)  li— x)  (i  +y— 2x;  =  (z+r  —  *)  (2r— x— r) 

unde    _L+ *?>-»+._-_>-. 
vi/'+8»)  »+y--«- 

Deinde  est 

\'P  I  */»/  +  :iyv  _  ( >  - >)*  +  2(i-  -.)*  _  2 -  +.r  -  * . 
W  +  *«-:  3/'/'     "-y)1  +  «(*-/)*  ~  «*  +  *-/ 
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cque        melcttur  ___(»  +  *_- rM____*+.r> 

Sicque  pro  x  et  y  ejusmodi  numeris  iuventis,  ut  sit  rationaliter  V(xx  —  xy  +  yy)  =  z,  capiatur: 

t  =  (z  +  x  —  y)  (2r—  x  +  y)  =  xx+yy  +  (x  —  y)  z 
u  =  (z  +  y  —  x)(2z  —  y  +  x)  =  xx  +  yy  —  (x  —  y)z. 

Hioc  obtinetur 

ttxx  +  myy  =  (xx  +  yy)  (xx  —  2xj-  +  _T  +     +  y>  r)1 
nuxx  +  Uyy  =  (xx  +  yy)  (xx —  2xy+yy —  (x  +  y) z)1, 

vel  etiam  lioc  modo 

ttxx  +  kmjt  =  i{xx+yy)(x  +  y+  z)*  (4x  —  x  —  j)* 
uuxx  +  ttyy  ={(xx +  yy)(x  +  y-z)*  (4z  +  x  +  y)\ 
Num  autem  quo  (acilius  valores  pro  x  et  y  idoneos  reperiamus,  spectemus  x  ut  datum,  ac  pona- 
mus  z=y  —  v  eritque 

xx-xy^-lyv  +  w   et   r  =  £^_  =  ^i 

ubi  pro  quovis  valore  ipsius  x  assumto  casus  integri  pro  y  sunt  eruendi:  notandum  vero  eat,  pro 
x  numerum  impariter  parem  assumi  non  posse,  quia  y  quoque  fieret  par: 


X 

"  1 

z 

t 

K 

3 

-    5  | 

7 

15 

11 

3 

+  8 

7 

19 

54 

5 

+  8 

7 

31 

55 

5 

-  16 

19 

3*0 

59 

5 

+  2» 

19 

81 

385 

7 

-  8 

13 

15* 

VI 

7 

13 

85 

189 

7 

-  33 

37 

1309 

171 

7 

+   40  j 

37 

214 

1435 

8 

+  (5 

13 

99 

190 

9 

-  56 

61 

3591 

374 

9 

-f-  65 

61 

445 

3861 

tl 

—  24 

31 

891 

194 

:: 

+  35 

31 

301 

10« 

-  85 

91 

80*1 

695 

■4-  96 

91 

801 

8536 

13 

—  35 

43 

1729 

335 

13 

+  48 

13 

484 

1989 

13 

—  120 

127 

15730 

1161 

13 

+  133 

127 

1309 

1G5W 
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».   Invcnire  dno  quadratorum  paria  xx,  yy  et  tt,  uu,  ut 
(ttxx  4  uuyy)  (uuxx  4  ttyy) 

sit  numerus  quadratus. 

Solutio.  IIoc  problema  eandem  sortitur  soluUonem,  quod  praecedens,  idemque  quaterni 
numeri  pro  x,  y,  t,  u  invenU  satisfaciunt.    Inde  ergo  solutio  simplicissima  est 

x  =  3,   r  =  5,   i=il,   «  =  V5, 

ex  qua  fit 

ttxx  4  u«jr  =  3V.9.!69,    uuxx  +  Uyy  =  3*. 625 


est 


(«xx  -|-  tt«ry)  (uuxx  4  ttrr)  =  3V».  39*.  25\ 
Ceterum  haec  solutio  non  solum  ob  eam  causam  tantum  cst  partkuiaris,  ob  quam  talis  erat,  sed 
etiam  hoc  problema  infinitas  solutiones  admittcrc  vidctur,  quae  praccedenti  non  conveniant.  Fieri 
enim  potest,  ut  haec  formula 

(ttxx  4  uuyy)  (uuxx  -j-  Uyy) 
fit  quadratum,  etiamsi  ncutra  pracccdcntium 

(xx  4-  yy)  (ttxx  f  uuyy)    et    Ixx  4-  yy)  {uuxx  -f  ttyy) 

,  cujus  rei  unicum  cxemplum  dedisse  sulTiciat: 

x  =  973,    r  =  263,    <  =  973,    «  =  I8VI 

uuxx  4  ttyy  =  2.25.263*.  973*  quadratum  dtiplicatum 
ttxx4uurj=  2.25. 1V1793'     quadratum  duplicatum. 

Ea  adhuc  aliam  solutionem  latius  pateutem 

(t  =  3n'-f  Smmnn  —  m',    t  =  mx 
y  =  3m*4  Qmmnn  —  n' ,    u  =  ny, 
cujus  inventionis  ratio  facile  intelligitur,  posito  enim  I  =  mx  et  u  =  ny  fit 

«J-x  -+-  «urr  =  inmx'  -+-  luir'    et   imixx  +-  ttyy  =  xxrr  («wi  4  nn) 
sicque  ad  quadratum  reducenda  est  haec  formula 

(mm  +  nn)(mmx'+nny*), 

quae  fecto  x  =  ?4:-ct   y  =  v  —  z  ad  istam  solutionem  perducit:  hinc  autem 


8.  Invenire  duo  quadratortim  paria  xx,  yy  et  tt,  uu,  ut  tam  hic  nu- 
merus  ttxx  -\-  uuyy,  quam  isle  ttyy-^-uuxx  fiat  quadratus. 

Sohido.  Ex  modo  tradita  solutione  problematis  praccedcntis  solutio  hujus  facile  adornatur, 
pro  m  et  n  ejusmodi  numeris  sumendis,  ut  mm  4  quadratum.    Sic  si  fiat  m  =  V  et  n  =  3 

reperitiir 

x=  851,  l  =  3V0-V 
r=i:»5l,     «  =  3653. 

At  ex  problematc  primo  multo  concinniores  soluUoucs  im|>etrantur,  quibus  adeo  praeter  binas 
pracscripUs  conditiones  et  haoc  tertia  adimpletur,  ut  xx  4-  yy  fiat  eliam  qua«lratum.    Al  solulio 
primi  problematis  unum  praebet  casum,  quo  xx  4-  yy  iil  quadratum,  scilicet 
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*  =  8,   r=«5,    «=99,  «=190 

(il 

xx  -\-  yy  =  17* 

Uxx  +  u«rr  =  2*.  3*.  17».  29* 

ttyy  +  uuxx  =  5*.  5*.  5*.  17*. 
Si  insupcr  addita  fuisset  bacc  conditio,   ut  ctiam  xx  —  xy  -\-yy  foret  quadratum,  eadem  solutio 
negotium  conficerel.    Ilujusmodi  autem  solutiones  cticeotur  quaerendis  numeris  sc  ct  y,  ut  haec 


x* — x*y4-2xxyy  —  xy*-\-y*  fiat  quadratum, 
ad  quos  porro  ut  ante  nunteros  t  et  u  investigari  oporteL 

Occasionem  boc  problema  Diophanteum  tractandi  praebuit  problema  geometricum  a  Schotenio 
propositum,  quo  datis  in  triangulo  basi,  perpendiculo  et  ratione  laterum,  ipsa  latera  quaeruntur. 
Problema  hoc  geminam  admittit  solutionem,  quarum  utraque  ut  praebeat  latcra  rationaliter  exprcssa, 
negotium  ad  problema  istud  Dio|»banteum  perducitur.  Si  eoim  basis  trianguli  ponatur  =  a,  per- 
pendtculum  =  6,  ct  laterum  ratio  m:n,  vocatis  ipsis  lateribus  mz  et  nz,  primo  necesse  est  a  et  6 
ita  exprimi 

a  =  (mm  —  nn)  (xx  ■+■  yy)   et   b  =  2mnxy, 
tum  vero  pro  z  haec  duplex  expressio  reperitur: 

z  =  V(xx  +  yy)((m- nfxx  +  m  +  n)'rr) 

ct    »  =  v(a» +  jy)((» +      4- (-»-»)*jy). 

quae  ut  ambae  fiant  rationales  fecto  m  +  n  =  t,  m  — n  =  «,  nascitur 

*=3,   r  =  5,    t  =  45    ct  u=ti, 


ratio  latcrum  m  :  n  =  28 ;  1 7 , 

basis  triangidi     a  =  33,  et  perpendiculum  6  =  28, 
undc  reperiuntur  ipsa  latera: 


sive  in  integris  sumta 


,  140  85 

vel    mz  =  -y    et    nz  =  -  > 

vel    mz  =  3^    et    nz  =  ^\ 


basis    a  =  435    et  perpendiculum    6  =  V20 
!8:  17  tenentia 

vcl  mz=  700  ct  nz  =  425 
vel    mz  =  !092   ct   «2  =  663- 


L-.fc.ll.li  0|«.  5? 
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XXXII 

Problcmatte  cttjiisdaiii  Diophantel  evolutlo. 

(W.  Comment.  XVII.  1774.  p.  «4.  Exbih.  t7W  J«n.  13.) 

1.  Cum  olim  istud  problema  Diophanteum  tractassem,  quo  quacrebantar  tres  numeri,  quo 
I)  summa  2)  summa  productorum  cx  binis  et  3)  productum  omnium  sint  numeri  quadrati(*),  solutio 
tantis  difiicultatibus  implicata  videbatur,  ut  bujus  gencris  problcmata  adhuc  difficiliora  vix  aggredi 
cssem  ausos.  Multo  autcm  difficilius  esse  problcma.  cujus  enodationem  hic  suspicio,  nemo  dubitabit, 
qui  ejus  solutioncm  tentare  voluerit.    Problema  autem  hoc  ita  se  habet: 

fnvenirc  quatuor  muneros  ejus  indolis,  ut  1)  summa  singulorum,  2)  summa  farlorum  ex  binis, 
3)  summa  factorum  ex  ternis  et  fc)  productum  omnium  sint  numeri  quadratL 
Vel  quod  eodem  redit 

inienii-e  aequationem  biquadraticam  hujus  formae:  i*  —  Ax*+  Bx*—  Cx  -f  D  =  0,  quae  omnts 
suas  radices  habeat  rationales,  et  cujus  insaper  tinguli  coeffickntes  A,  B,  C,  D  sint 

munftri  nuadroii 

2.  Non  dubito  fore  plerosque,  qui  mirabuntur,  me  in  hujusmodi  quaestionibus  evolvendis, 
quas  nunc  quidcni  sununi  (leometrae  aversari  videntur,  operam  consumere;  verum  equidcm  fateri 
cogor,  me  ex  hujusmodi  investigationibus  tantundem  fere  voluptatis  capere,  quam  ex  profundissimis 
Geometriae  sublimioris  speculationibus.  Ac  si  plurimum  studii  et  laboris  impendi  in  quaestionibus 
gravioribus  evolvendis,  hujusmodi  variatio  argumenti  quandam  mihi  haud  ingrnUim  recreatioDem 
alforre  soleL  Ceteruro  analysis  sublimior  tantum  debet  methodo  Diophanteae,  ut  nefas  videatur  eam 
penitus  repudiare. 

3.  Problema  igitur  propositum  aggressurus,  primum  observo,  solutionem  ejus  generalem  frustra 
tentari;  postquam  cnim  pluribus  modis  calculum  instituissem ,  ac  semper  in  formulas  nullo  paclo 
extricabilcs  incidissem,  agnovi  vix  qnicquam  praestari  posse,  nisi  vircs  nostras  in  solutionem  quan- 
dam  particularem  intendamus.    Sequenti  ergo  modo  quatuor  numeros  quaesitos  constiUio: 

Mub,  Mbc,  Mcd,  Mda, 
nbi  etsi  quinque  litterae  sunt  inductae,  tamen  liaec  positio  ista  limitatione  restringitur,  ut  productum 
primi  in  tertium  aequale  sit  producto  secundi  in  quartum:  quae  restrictio  utiquc  in  se  non  est 
necessaria,  vixque  dubitare  licet,  quin  etiam  ejusmodi  quaterni  numeri  quaesito  satisfaciant,  in  quibus 
haec  conditio  locum  non  habcat;  verum  equidem  nullam  adhuc  viam  detegerp  valui,  qua  huju&modi 
solutiones  elicere  liceret 

Ilac  igitur  numeronun  quaesitorum  forma  constituta,  quatuor  conditiones  praescriptao 
sequentes  aequationes  suppeditant: 
(*)    \tie  nupra  pag.  239  nq<j. 
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I.    Jf  (a6  +  6e-f«l  4- <*«)  =  □, 
IL   M\abU  +  bccd  +  cdda  +  daab  +  2*bc4l)=0, 

III.  M\abbecd  +  abecdd  +  aabcdd  +  aabbcd)  =  Q , 

IV.  M*  aabbccdd  = 

jam  sponte  impletur,  neqoe  vero  hioc  concludere  licet,  timitationem  supra 
esse  necessariam;  eum  eadem  conditio  aeqne  obtineretur,  si  quis  qoatuor  nnmerorum 
insuper  per  numerum  quadratum  quemconque  multiplicaretur,  quo  pacto  solutio  ab  omoi  restrictione 
liberaretur,  sed  tum  reliquae  aequationes  nullo  modo  resolvt  possent. 

5.    Restrictio  autem  adhibita  hoc  commodi  nobis  largitur,  ut  tertia  aequatio  hanc  fonnam  induat 

M*abcd  (ab  +  bc  +  cd  +  da)  =  □ 
undo  cum  ob  primam  jam  quadratum  esse  debeat  haec  forma 

M(ab  +  be  +  cd  +  da), 

nccesse  est,  ut  hoc  productum  abcd  quadrato  acquetur.  Praeterea  autem  ut  tam  primae  quam  tcrtiae 
conditioni  satisfiat,  capi  oporlet 

M=ab  +  bc+  cd  +  da, 
vel  si  haec  summa  factorem  habeat  quadratum  puta  ff,  sufllciet  sumi 

„      ab  J-  bc  +  cd  +  da 

M  =  j  , 


per  se  manifestum  est,  solutionem  semper  ad  numeros  integros  reduci  posse. 

6.  Hinc  jam  ratio  est  perspicua,  cur  initio  quatuor  quaesitis  numeris  factorem  communem  M 
;  eo  igitur  rite  definito,  ut  sit 

M  =  ab  +  bc  +  cd+  da,   vel    M  =  '±±±-±?±±d' 

[iias  implcri  oportet;  alteram  sciltcet  modo  elicui,  qua  esse  debet 
a6cd  =  □; 

suppeditat,  quae  postulat  ob  factorem  Wl  jam  quadratum,  ut  sit 

o66c  +  bccd  +  acdd  +  aabd  +  2abcd  =  □ , 

quae  in  hanc  formam  redigitur: 

[aa  +  cc)  bd  +  ac  (66  4-  dd)  +  2abcd  =  □  , 
seu  bd  (aa  f  cc)  -|-  (6  +  d)*ac  =  □• 

7.  Tota  ergo  quaestio  ad  invcntionem  hujusmodi  quatuor  numerorum  a,  b,  c,  d  est  pcrducta, 
ut  binis  modo  memoratis  conditionibus  satisfiat;  ubi  notari  convcnit,  inter  binos  numeros  a  et  c 
similem  rationem  intercedere  atque  inter  binos  6  et  d;  atque  totum  ncgotium  a  sola  ratione  tam 
inter  a  et  c  quam  inter  6  et  d  pendere.   Quarc  ut  pro  quavis  solutione  minimos  uumeros  obti- 


8.  Quia  evolutio  posterioris 
arbitror,  ac  primo  quidem 
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nostro  relinqui;  undc  imprimis  inquircodum  cst,  cujusmodi  rationes  pro 
accipi  dcbeant,  ut  forroa  nostra  quadratum  reddi  possit.  Quod  quo  facilius  perspiciatur,  conside- 
rcmus  casum,  quo  loco  alterius  rationis  ratio  dupla  poneretur,  sit  ergo  6:  <f  =  2:  I,  et  haec  fonna 
2aa  -+-  2cc  -|-  9ac  quadratum  reddi  deberet;  quod  autem  nunquam  fieri  posse  facile  intclligitur. 
Posito  enim  a  —  p  -\-  q  et  c  —  p  —  q,  prodit  haec  forma  12 pp  —  5qq,  quae  nullo  modo  unquam 
quadratum  exhibere  potest:  idcm  cvcnit  si  poneretur  6 :  d  =  3  :  i ;  unde  patet  nonnisi  ccrtas  ratio- 
num  species  pro  alterutra  rationum  a:c  et  6:o*  assumi  posse;  reliquas  vero  omnes  ab  hac 
investigationc  cxcludi. 

9.  Statim  autem  patet  inter  rationes  huic  scopo  accommodatas  primum  locum  obtinere  rationcs 
quadraticas;  sit  igitur  b:d  =  pp:qq,  ct  formula  nostra 

ppqq  (aa  +  cc)  +  ac  (pp  +  qq)* 

aequetur  huic  quadrato  ppqqaa -+-     pqac -+'"«?,  unde  fit 

»»> (PP  +  99)*«  -I-  nnppqqc  —  2mnpqa  +  mmc 

ideoque 


c        nn{pp+tpi)x  —  imnpq' 

vel  sit  m=  ±  kpq,  ut  habeamus  has  formulas  satisfacientes 

-=*?    ct    -= -      <**— «>JWf  .    «istente  *>n 

10.  Evolvamus  casus  simpliciores  numcrorum  k  et  n,  et ! 

si  fuerit    4  =  -'  «rit 

i    "  _       %mi  .         II    ±  8/tw 

« -"(jv  +  ft^i^w'              -  ~(n»  +  «),±«wff' 
Ijj  'otj  ?       iv.  —  —      "/'W  ^ 

e       *  («>  +  ff?)*  ±  t3/>/>ffff  "     *       (flp  +  f?)*±*Wffff 

v  ±   7/;m  ,       vi   a  —      84wf 7  

*  r —»(«»+ ff^wmf'  *  -(«'-Mff^ibm/ 

V,L  f  =  4l^^?5ao^'        vm  f  =  «toV«^»«V 
IX.  _  =   -^m  ,  otc 

c  t6(^/»+-ffff)1+-<0/»^ffff 

tl.  Si  jam  pro  litteris  fr,  n,  p,  q  ejusmodi  valores  inveniri  possent,  ul  productum  ac  seu 
haec  expressio 

n(kk-nn)  {n(pp  +  qq)*±  2kppqq) 

Heret  numerus  quadratus,  haberetur  solutio  problematis  propositi,  siquidem  tum  ob  bd  —  ppqq  etiam 
formula  a6co*  foret  quadratum.  Verum  haec  investigatio  nimis  est  molesta,  quam  ut  eam  suscipi 
conveuiat;  ac  si  forte  succederet,  ad  maximos  numeros  certc  perduceret.  Quare  consultum  erit 
alias  raliones  pro  ±  contemptari,  quae  quidem  alteri  condiUoni  scilicct 

6d(„  +  cc)  +  «c(6  +  rf)'=D 
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convenire  queant.  At  ob  similcm  rationem  fractionum  rt  omncs  valores  nic  pro  —  ernti 
etiam  vicissim  pro  T  assumi  potcnint,  unde  cleriuo  novae  hujus  generis  fractiones  elicientur. 


12.    In  gcnerc  quidem  hic  labor  nimis  forct  taediosus,  unde  casns  primo  sirapliciores 

.    i        t  ..  «        3  445  15  778. 

si  rf=f>  ent  7  =  ?»  — T»         —  4>  m> 

.6       4  ..  «       3  12     32     32      5      5  60  9». 

8,  7  =  T,  ent  T  =  7»  4l.  T.  -,.  ,9> 

.  ^        9  .  a  _  27  27      36     36      45  «0». 

"  "7 —  7 '  Cn  t  —  64  '  136  '  23  '  77  '  298  '     «"  '  •      .  < 

A        9  .,  <t       108  45     28     64     64  . 

si  T  =  T>  ent  T  =  ~ .  T,, 


En  ergo  hic  praeter  cxpcctationem  duos  casus,  quibus  pro  a  ct  c  numeri  quadrati  prodierunt;  undc 
cum  etiam  6  et  d  sint  numeri  quadrati,  duas  jam  sumus  adepti  problematis  nostri  solutiones. 

13.  En  ergo  duas  problematis  nostri  solutiones;  quarum  prima  ob  «  =  6V,  6  =  9,  c  =  k9 
et  d  =  V  pracbet: 

IH=  576  +  VM  4  19B  +  256  =  IV69 


■ 


I.  U69.196,    II.  1V69.256,    III.  1V69.VV1,    IV.  1V69.576. 
Altera  ob  a  =  6V,  6  =  9,  c  =  289,  d  =  V,  dat 

M=  576  4-  2601  +  1156  4-  256  =  «89 


onde  alii  quatuor  numcri  problemati  satisfacientcs  sunt 

I.  «89  .  256,    II.  «89.576,    III.  «89.1156,    IV.  «89.2601. 
Has  autem  solutiones  haud  facile  ex  fonnula  §  11  data  derivare  licuisset,  ctiamsi  in  ea 


IV.   Cum  autem  singulae  {ractiones  pro  T  iovcntac  etiam  pro  T  usurpari 
unt: 

1      —       —      —  <3      20      28      32      M  . 

3  '     4  '      3  '     7  '  5  '    19  '     5  '     1  '  8 


Sit  igitur  primo  T  =  T  et 

I2a«4  12ce  +  V9ac=D, 

cui  satisCacit  T  =  V,  ponatur  ergo  T  =  V  -|-  x 

192  4  96*  +  12aac 
+  12 

196+  V9x 


V00  +  1«*  +  I2ast=  □  =  (20  4  ay)\ 

ergo 

t«+  i2x  =  vor4^  ct  x  = 
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hincque    ±  =  ^-^  +  OT,   seu  posito  y_i 

«_  4":  —  40nm  4-97"" 

c  mra  —  19«* 

simpliciores  colligunlur 

a       94      37  191 

-  =  -r>  t^» 


c 


T '    13'  94- 


b  5 

15.  Statuatur  simili  modo  j-  =  —  fietquc 

20«o  4  20  cc  -j-  81  ac  =□ , 
cui  satis&dt  f  =  l,  slt  ergo  -f  =  1  +x 

20  4-  M)x4  20xx 
20 

81  4-  8!  x 

121  +  121x  +  20xx  —  □  =  (1 1  4-  xyy», 

^121 -f  20 x  =  22^4-^   et  x  =  l^f  et  ±=ZL^^ 
uode  elicitur  f  =  "»  ita  ut  sit  abcd  quadratum. 

16.  Haec  solutio  nobis  largitur  quatuor  numeros  multo  minores  problemati 


o=  16,   6  =  5,   e  =  5,   d  =  \, 

erit  factor  commuuis 

M  _  80  4-98 -f  90  4- 64  _  189 

m  -ff-       —  ff* 

unde  sumto  f  =3,  erit  .W  =  2 1 ,  et  quatuor  numeri  problema  solventes  erunt 

I.  21.20,     n.  21.25,     III.  21.6%    et   IV.  21.80. 
quorum  summa  singulorum  est  =  9 . 21*, 

fumn»  productorum  ex  binis    =  110».  21  \ 
surama  productorum  tx  ternis    =  V800' .  21*. 
productorum  omnium    =  16Q0a.  214, 
ita  ut  hujus  aequationis  biquadraUcae 

x*—  9.21».x*4- 110*.  21».  xx  —  %800\  21*.x4- 1600».  21*=  0, 
ndices  sint   21 . 20,   21 . 25,   21 . 6%,   21  .  80. 

17.    Ex  cognita  autem  una  solutionc,  certa  methodo  aliae  imo  iufinitae  elici  possuot;  quod 
facilius  ostendi 
■  _J7-«r4i<n 


qoo  facilius  ostendam,  hac  postrema  solutione  utar,  qua  posito  b,=  '  invenimus  in  genere 


unde  ut  abcd  Cat  quadratum,  reddi  oportct  hanc  formam: 
5  (jy  —  20)  (jt  —  22r  +  101)  =  □ 
id  quod  evenit  sumto  y  =  5.    Statuatur  ergo  y  =  z-\-  5  et  habebitur : 

5(zx4-  10z4-5)(_  —  12x4  16)  =  □, 
seu   W0  4-500x  — *95tz  — 10z*4-5s«=n, 
cui  etiam  satisfacit  z  =  1  et  y  =  6,  unde  autera  cadem  solutio 
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m  solutionem  cliciami 

cujus  quadratum 


•  25  5_i 

18.  Ut  aliam  solutionem  eliciamus,  Gngamus  radicem  quadratam  hujus  formae  20         —  *$izz* 


iiii 


WO  +  500  r  -  m  tz  -        z»  +  ^  z • 

(g._5)t=^_„. 

 32J5705  33.1155  3S.105 

WU  Z—  S6633I  ~~  *4xll  ~~  »61' 

«>  14365 

ideoque  *  =  ^  et  r  =  ^p'  unde  pro  a  et  c  numeri  enonnes  resultant,  qnos 
non  est  preUum. 

19.  Ut  autem  plures  solutione*  derirare  liceat,  ob  casum  coRTiitum  x  =  1 ,  ponamus  x  =  — » 
et  prodibH  baec  foraa  ad  quadratum  redigenda 

»00  +  1600?  +  2*00?»+  1600?*  +  WM>?* 
+  500  +  1500?  +  1500**+  500 
•—  W5  —  900?  +  *95?* 
—  10—  10? 

+-  5  

sen     *00+- 2100? +  3*05?»+  2100?*+ *O0?*= 

105 

cujus  radix  posita  =  20  +  -|-? —  20??  dat 

*205— ^p+»200?  =  0, 

P  =  -  *S    el   •+*  =  !_£  ul  ant«- 


Ob  formam  reciprocam  erit 
3360 

1159'     '  1  115»   "*  WM'  J  ~  «_M 


3360       .    .  2-201      ,  1159      ..   9846 

p  =  —  Y7Vq'    1+?=  —        et   z  =  —  —~,    hincque  y. 


20.   Quanquam  autem  hoc  modo  ex  qualibet  solutione  aliae  innumerae  deduci  possunt;  tamcn 
quia  in  primas  casu  quasi  fortuito  incidimus,  methodus  adhuc  certa  desideratur,  quae  ad  hujus 
blematis  solutionem  perducat;  cujus  inventio  in  analysi  Diophantea  utique  maximi  foret 
Verum  antequam  talem  methodum  expectare  Jiceat,  necesse  videtur,  ut  natura  hujus  formae 

«c(xx  +  yr)  +  («  +  c)*_r 

ad  quadratum  reducendae  accuraUus  investigetur,  et  raUones  pro  a:e  assumendae,  quibus  resoluUo 

«. 

pro  ratione  a  :  c 
:(xx  +  yy)+xy(aa  +  cc)  +  2acxy 


21.  Ex  superioribus  jam  saUs  liquet,  raUonem  a :  c  neuUquam  pro  lubitu  accipi  posse,  sed 
ccrtis  condiUonibus  essc  adstrictam,  quas  poUssimum  determinari  oportet 
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Ad  luu  /:oodiUooes  explorandas  sUtuamus: 

ac  (xx  +  yy)  +  xy  (ao  +  cc)  +  2acxy  =  zz, 
quain  aequalionem  in  sequentes  formas  transfundere  licet: 

I.     (oo  +  cc)  (xx  +  yr)  =  (o  +  c)1  (x  +  v- )* —  2zz , 

U.     (oo  +  Vac  +  cc)  (xx  -}-  %xjr  +  yy)  =  6zz  +  (o  —  c)*  (x  —  y)\ 

III.  (oo  +  cc)  (xx  +  Vx/  +  jy)  =  2rz  +  (a  —  c)*  (x  +  y)\ 

IV.  (oo  -(-  Vac  +  cc)  (xx  +  yy)  =  2zz  +  (o  +  c)*  (x  —  y)\ 

22.  Cuin  jam  ex  prima  forma  intelligarous ,  formulam  00+ cc  factorem  esse  numeri  hujus 
formae  «—  2zz,  qui,  uti  consUt,  alios  non  admiltit  divisores,  nisi  qui  ipsi  sint  vel  hujus  formae 
AA  —  2BB,  vel  hujus  2A'A—BB,  sequitur  numerum  aa-\-cc  in  alterutra  harum  formarum  con- 
tineri  debere.  Ex  tertia  autem  forma  intelligitur,  eundem  numeruro  aa  +  cc,  cum  sit  divisor  fonnae 
2«+«,  etiam  in  forma  2AA  +  BB  contineri  debcre.  Jam  vero  numeri  formae  2AA  —  BB,  vel 
AA  —  2BB  praeter  binarium  alios  non  habent  divisores  primos,  nisi  qui  in  forma  8n  zL  1  cooti-- 
neantur,  et  numeri  formae  2AA  +  BB  alios  non  habent  divisores  primos  praeter  binarium,  nisi  qui 
vel  in  hac  forma  8n+  i,  vel  8n  +  3  contineantur.  Ex  quo  concluditur  baec  conditio,  ut  nume- 
rus  oo  +  cc  alios  praeter  binarium  non  habcat  divisorcs  primos,  nisi  qui  sint  formae  8/1  +  1. 

23.  Simili  modo  cum  altera  formula  «o  +  Voc  +  cc  sit  divisor  formae  6zz  +  «,  quae  alios 
divisores  praetcr  2  ct  3  non  admittit  primos,  nisi  qui  in  aliqua  harum  formularum: 

2Vn+l,  2Vn+5,  2Vn  +  7,  2Vn+ll 
contioeantur;  tum  vero  quia  eadem  formula  aa-{-\ac  -\-  cc  ctiam  est  divisor  formae  2zz  +  «,  ea 
practcr  2  alios  non  admitUt  divisores  primos,  nisi  qui  in  alterutra  harum  formarum  8/t  +  I ,  vel 
8n+3  contineantur.  Ex  quibus  conjunctis  sequitur  numerum  aa  -f-  \ac-\-cc  praeter  2  et  3  alios 
divisores  priroos  habcrc  non  possc,  nisi  qui  contineantur  vcl  in  hac  formula  2Vn+  1,  vel  hac 
2Vn  +  11. 

2V.  Hinc  e  valoribus  rationis  a :  c  primum  omncs  ii  cxcluduutur,  quibus  numcrus  oo  +  ec 
habcret  divisorem  primum  formae  8n+5,  siquidem  rcliquae  formae  ineptae  8n  +  3  et  8n  +  7 
sponte  excluduntur,  proptcrea  quod  summa  duorum  quadratonim  aa  +  cc  pcr  tales  numeros  nun- 
quam  divisibilis  existiL  Deindc  etiam  ii  valores  rationis  a:c  excludunlur,  qmbus  numerus  aa-\-kac-\-cc 
qui  pcr  se  praetcr  2  et  3  alios  hahcre  ocquit  divisorcs,  nisi  qui  sint  hujus  formac  12n  +  1 ,  vel 
hujus  formae  I2n  +  ll,  habcret  divisorem  vcl  hujus  formae  2Vn+13,  vcl  hujus2Vn  +  23. 
Quocirca  ex  rationibus  pro  a:c  adhibcndis  primo  cxpungi  dcbent  omncs  cac,  quibus  numcrus  aa  +  cc, 
dividi  potest  per  numcrum  primum  formac  8n+5,  dcindc  ctiam  eac,  quibus  numerus  aa-\-kac-\-cc 
admitteret  divisorcm  formae  2Vn  4  13,  vel  2Vn  +23. 

25.  Quando  autem  ratio  a:c  ita  est  comparata,  ut  numcrus  aa  +  cc  ntdlum  haheat  divisorcm 
formac  8n  +  5;  tum  vicissim  certuin  est,  cundem  numcrum  tam  in  hac  forma  2A4  —  BB  quam 
hac  2AA  -\-BB  contineri.  Ac  si  quoque  numerus  aa  +  Voc  +  cc  nullum  habcat  divisorem  formae 
2V/i  +  13,  vcl  2Vn  +  23,  tum  pcrindc  ccrtum  est,  cundcm  numerum  Um  in  hac  forma  2AA-\-BB 
quam  ista  dAA  -f-  BB  contincri.  llac  duplici  regula  obscrvaU  facili  negoUo  omncs  rationcs,  quas 
loco  o:c  assumi  non  licet,  cxcluduntur. 
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96.    Facta  autem  hac  exclusione,  pro  tractione  *    sequcntes  valores  sunt  relirti: 


t 

4 

4 

5 

8 

8 

9 

9 

11 

12 

12 

13 

13 

 » 

1 

T" 

3' 

4' 

3  ' 

7  ' 

T' 

T' 

T ' 

T' 

y, 

T' 

12' 

is 

15 

16 

16 

16 

16 

17 

19 

19 

iO 

20 

20 

20 

y* 

8  ' 

T' 

T' 

9  ' 

13' 

12' 

8' 

M' 

T' 

T ' 

—  > 
i 

11  ' 

80 

20 

91 

21 

23 

24 

24 

24 

24 

24 

25 

25 

25 

13' 

19' 

T' 

§5' 

T' 

T' 

T' 

T* 

n* 

19* 

T' 

T' 

9' 

35 

25 

25 

27 

27 

28 

28 

28 

28 

29 

Ti* 

16' 

17' 

fi' 

§5' 

T' 

13' 

15' 

25' 

y 

ubi  observari  coovenit,  rcliquas  rationcs  omncs  fmstra  ailhibitum  iri:  num  aulcm  hae  omnes  post 
exclusiones  expositas  relictac  succedant,  quaestio  esl  maximi  momenti,  quac  vix  decidi  posse  videtur. 

27.  llic  prima  ratio,  in  praecedentibus  nondum  inventa  est  y>  quac  igitur  an  solutionem 
quaestionis  admittat,  videamus.    Fieri  nempe  oporlet: 

56(x*4-ry)  +  225*7  =  □• 

Ponatur  x  =  p  -\-  q  et  y  =  p —  q,  ut  prodeat  haec  fornu: 

337 pp—  ll3gy  =  Q, 

quod  an  fieri  possit,  fadlius  exploratur,  quam  ex  forma  praecedente;  satisfadunt  autem  hi  valores 
ininimi  p  =  2  et  q  —  l,  unde  colligitur  x  =  7  et  v  =  —  I,  seu  *  =  —  7 ,  statuatur  ergo 

^=Z1±.%  rtprodit: 

1225  —  559v  +  56w  =  Q, 

unde  colligitur 

 70 1-  559  x  _  -  7«4-70<  -  167  x  _7»-70<+167       7«u» -  14««  -  <ui 

"~~  «-56  r  ~         «-56        '    MU    ~J—       56-«      ~  20/W+12" -m*' 

28.  Cum  deinde  etiam  alios  plures  casus  examinassem,  invcni  negotium  semper  succedere;  cx 
quo  asseverare  vix  dubito,  omnes  islas  fractiones,  post  binas  exclusiones  ante  memoratas  relictas, 
semper  ita  esse  comparatas,  ut  loco  rationis  a :  c  positae  aequationem 

«(«+3T)-M« + 

resolubikm  reddant.   Nunc  igitur  omnino  operae  foret  pretium  in  indolem  harum  fractionum  accu- 

distinguuntur.   Primo  quidem  patet,  in  iis  omnes  fractiones  bujus  formae  ^  occurrerc,  quomodo 
autem  reliquarum  indoles  sit  coinparata,  altioris  videtur  indaginis. 

29.  Videamus  autem,  quomodo  in  genere  numeri  a  et  c  comparati  esse  debeant,  ut  aa  +-  cc 
obtineat  formam  AA  —  2BB.   Posito  autem 

aa+  cc=  AA -2BB,   erit   AA  -  aa  =  cc+2BB, 
ideoque  tam  A-\-a  quam  A  —  a,  utpote  divisores  formae  cc-\-2BB,  cjusdem  fonnae  numeri  esse 
debent;  unde  posito 

A  +  a=pp  -{-2qq    ct    A  —  a  =  rr+-2«, 

L.  Kulm  Ofa.  tjg 
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fit  4ss*  +  m  +  »  +  *"    et  +20^.7?-" 

et  ob  cc  +  2  BB  —  (pp  +  2qq)  (rr  +  2ss),  orit 

c  =  2qs  +  pr    et    B  =  ps  —  qr. 
Quocirca  conditio  praescripta  impletur  sumeodo 

a  =  pp  —  rr  \-2qq  —  2ss   et   c  =  2pr  +  kqs, 


fit 

aa  +  cc  =  (pp  +  rr)1  +  k  (qq  +  «)*+  *  (pp  -  rr)  (qq  -  „)  +  Kpqrs, 
quae  forma  non  solum  est 

=  (W>  +  rr  +  27o  +  2«)»-  2  (2ps  -  2qr)\ 

sed  eliam 

=  (M>  -h  rr  -  8 W  -  2 «)«+  2  (2p,  +  2«)». 
Unde  tam  in  hac  forma  AA  —  2BB  quam  ista  AA  +  2BB  continetur. 


30.  Evolvamus  simili  modo  alteram  conditionem,  quae  postulat 

aa  +  Kac  -\-cc  =  AA  +  2BB, 

um  fiat 

(a  +  2c)*—  3cc  =  AA  +  2BB,   seu    («  +  2«)*—  AA  =  2BB  -»-  3cc 

sse: 

«  +  8e  +  /*  =  2«  +  3««   et   a  +  2c—    =  xx  +  rr, 

a  +  2c  =  2  

Tum  voro  ob  2ffB  +  3cc  =  (2«  +  3im)  (a»  +  yy)  fit 

8  —  tr  —  3  try    et    c  =  tfx+2fy, 

ideoquc 

a  =  2(1  —  8ty  +  fiyr  +  3««  —  4ux  +  xr, 
seu  «  =  2(t-y)(t  —  3y)  +  (u  —  x)(3«-x) 

et  c  =  2«.r-t-  kty. 

Velsitt  =  r  +  r    et    x  =  u  —  z,    ut  fiat 

a  =  2?  (y  —  2?)  +  r  (i  +  2«) , 

c=*r<r  +  ,)  +  2«(«-x), 

hocque  modo  simul  alteri  conditioni,  qua  esse  debet  aa  -+-  Kac  +  cc=  6>f*  +  Bft,  satisfil. 

31.  Quo  igitur  utrique  conditioni  satisfiat,  necesse  est,  ut  ambo  numeri  a  et  r  simul  in 


a  =  [p  —  r)  (p  +  r)  +  2  (9  —  *)  (9  +  .»),  c  =  2pr  +  Voj; 
a  =  («— x)(3u  —  x)  +  2ft  —  y)<J— 3y),    r  =  2«x  -f-  %fy. 

Nuva  ergo  hinc  nascitur  quacstio:  quomodo  hae  binae  getninae  fonnoiae  ad  cundem  valorem 
reducendae;  ad  quod  necesse  est,  ut  buic  aequalitati  satisfiat: 

(«x  +  2ty)  (pp  —  rr  +  299  —  2«)  =  (pr  +  29*)  (3uu  —  V«x  +  xx  +  2«  —  8ty  +  6yy) 

a:c 
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Imtnire  quotcunque  numeros,  quorwn  quilibet  in 


32.  Sint  Dumcri  quaesiti  p,  q,  r,  s  etc.  corumque  summa  =S:  requiritur  eqjo,  ut  omnes 
hae  formulac: 

p(S—p),    q(S-q),    r(S-r),    s(S  —  s)cUr.. 

sint  quadrata,  quae  cum  sint  similes,  sufficit  pro  una  posuisse  p(S  —  p)  =  ffpp,  unde  lkp  =  j-^- 
Quare  numeri  quaesiti  erunt 

s  s  s_  s 

l-HT'      «+W      •  +  **'  «+.** 
dummodo  eorum  summa  Hat  =5;  sicquc  problema  huc  redit,  ut  quaerantur  numeri  quotcunque 
f,  g,  h,  k  ctc.  ita  comparati,  ut  fiat 

+-  rrn  +-etc.  =  I. 


1  +#  ^  1  +g*  1  1  +  AA  '  l+M 

33.    Staluamus.  quoniam  hi  numeri  plerumque  sunt  fracti, 

ct  quaestio  huc  redit,  ut  aliquot  fracUones  hujusmodi 

««  ft»  _  rt  . 

inveniantur,  quorum  summa  unitati  aequetur;  ubi  observo,  qucmlibet  denominatorem  esse  summam 
duorum  quadratorum.  Quodsi  ergo  talis  denominator  sit  nomerus  prinms,  ex  eo  duae  tantum  ejus- 
roodi  nascuntur  fractiones,  srilicct 


et 


aa  |  aa  aa  +  aa 

quarum  sumina  cum  unitaU  aequetur,  evidens  est,  ambas  simul  capi  non  possc,  nisi  quacstio  de 
duobus  numeris  instituatur,  quorum  alter  in  altcrum  ductus  praebeat  quadratum.    Tum  enim  ob 


aii  aa 


S  pro  lubitu,  numeri  saUsfccJeuU-s  erunt  «m  et  Maa,  qui 


3V.   Quando  autem  plures  duobus  numeri  sunt  invcstigandi ,  qui  problemati 
est,  ut  etiam  casus,  quibus  denominatores  sunt  numeri  compositi,  evolvantur,  siquidcm  indc  plures 
fractiones  hujus  indolis  formari  possunt;  quarum  cum  binae 
eas  repraescntabo: 

D  =  (aa  +  imu)  (66  + 


I) 

(a,i  —  ab)* 


\ab  -f-  a.i)1 
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35.  Circa 


D  =  (««  +  ««)  (66 +  ^(cc  +  yy) 


(afij  +  ahj  +  ahc 

-afic)* 

n 

V 

(afl7  +  aby 

-  abc  +  aflc)* 

(aflc  +  abc  +  abj 

—pT\* 

D 

D 

(«!<  +  <& 

-ajlj  +  abj)* 

(ab  +  afy  +  afic 

-abc)* 

D 

D 

(aby  +  aft 

—  «j3e  +  abc)* 

iabc  +  afic  +  atpy 

-abj)* 

D 

juvabit,  esse 

{ab  -  afS)*       (aji  -  ab)*  _     _  iabafl 
li        '         »'  "n 


D 


(ab-ap)*    .   (ab  +  a?)*  aabb  +  aafi? -aafi?  -  aa 

— -g—  ■+■-  D     =  -n  -6  


l.h 


Deinde  in 


tertio,  si 


2  — 


8(au —  aa)b,icr 


erit 


(aa  +  aa)  (bb  +  flJ)  (cc  +  jj) 

Hinc  non  contemnenda  subsidia  peti  poterunt  pro  quavis  numerorum  quaesitorum  mullitwlinc ,  dum, 
si  solutio  in  gcnere  tentaretur,  insignes  diflicultates  occurrercnt.  Quoniam  igitur  casus  duorum 
numcrorum  per  se  est  perspicuus,  a  casu  trium  cxordiar,  inde  ad  quatuor  progrcssurus. 


36.    Ponamus  pro  tribus  numeris  quaesitis  has  fractiones: 

aa  (ab  —  aji)*  (afl  —  ab)* 

aa  +  aa'        (aa  +  aa)  (bb  +  &)'       <<"  +  <*0  (**  +  jW  ' 


=?=+•-* 


aa  +  aa);bb+jS,1) 


**(bb  +  0fl)  =  kaabfl  hincque 


a_  4bp 

a  —  »  + 


a  =  kb,d  et  a  =  66  +•/?£,  numeri  qusesiti  ad  integros  perducti 
«(bb+M,    (ab  —  00)«,    (a,<i -«!>)*. 

Jam  wo  est 

ab  -  */i  =  366.*  -  Js=  /i  ( 3  66  —  ti,<i) 
aj  —  ab  =3W-^=  f>  (3     —  66). 
Consequenter  habebimus  has  formulas 

1666^(66-»-^»,    fi.i(3bb  —  m\  bb(2,i/3-bb)\ 
quaelibet  in  summam  reliquarum  ducta  producit  quadratum. 

37.    Evolvamus  hinc  solutiones  simpliciores,  ponendo  nume 
ratio  spectatur,  ac  si  ambo  sint  impares,  numeri  quacsiti  per  «V 


minores  loco  6  et  /i, 
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Numeri  quaesiti 


■  - 

b  1 

n  —  8 

o=  1 

r  —  1- 

II 

b  3 

J-T' 

r  — 

tt  —  191 
9  —  *«'» 

r  — 

ni 

b  3 

J-T' 

n  —  IfiO 

r  —  oi , 

IV. 

b  3 

J  =  T' 

9  =  2116, 

r  =  81; 

V. 

b  4 

J  =  T' 

p  =  *352, 

o  =  2209, 

r  =  270*; 

VI. 

1,  4 

7=T' 

p=  57600, 

7=  13689, 

r  =  1936; 

VIL 

b  5 

J=V 

j>  =  2600, 

9=1369, 

r  =  12100. 

38.   Aliae  solutiones  reperientor  ez  his  fonnulis: 

aa  (ab—  afi)*  _J"*_+  *(*)*_ 

«  +  ««'        (««+««)  (W  +  fl,)'         («.  +  ,W)(»  +  #), 

__ff  i    |    .   —bb  +  aafifi-aafifi-  aabb 

aa  +  aa^r'^-        (aa  +  aa)(bb  +  fifi)  ' 

2aaWr-j-a«/9/9-aaW)  =  0,   hinc    "  = 
seu        ^~=_^L_,  unde  6  =  a  et  £  =  y(aa  —  2aa). 

Gapiatur  ergo: 

a  =  2mn,   a  =  mn  -(-  2/ut,    6  =  mm+2nn,   /?  =  mm  —  2 
eruntque  tres  numrri  quacsiti 

p  =  8w»nn  (m'  +  *>n*), 
9  =  (mm  -f  2mn  —  2nn)*  (mm  4-  2nn)*, 
r  =  (mm  —  2mn  —  2nn)*  (mm  +-  2nn)*, 
unde  sequentes  solutiones  deducantur 


I. 

p  = 

kO, 

9  =  9» 

r  =  8l; 

II. 

p  = 

8.9.85, 

9=  121.169, 

r=  121; 

III. 

p  = 

8.*. 65, 

9  =  81.121, 

r  =  81.9; 

IV. 

p  = 

8.36. 1V5, 

9  =  289.169, 

r  =  289.121; 

V. 

p  = 

8.9.325, 

9  =  361.529, 

r  =  361. 121; 

vr. 

p  = 

8.100.689, 

7  =  1089.1369, 

r=  1089.9; 

vu. 

l>  = 

8.16.1025, 

9=  1089.1521, 

r=  1089.529; 

VIII. 

p  = 

8.1U.H05, 

9  =  1681.2209, 

r=  1681.1; 

IX. 

p= 

8.225.9W, 

9  =  18*9.1369, 

r=  18*9.529; 
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39.  Neque  vi>ro  baec  solutio  geneialu  est  putaftda,  sed  potius  innumerabilcs  aliae  locum 
habent,  quae  in  his  geminis  formulis  non  contiocntur.  Pro  gelerali  cnim  solutione  hanc  aequatio- 
nem  resolvi  oporteret: 

unde  oritur 

xxyyzz  —  xx  —  yy  —  zz  —  2  _  0 

bincque  zz  =  " * xx \* ,  tta  bt  haec  formula 

(xryy  —  l)(xx+yy-\-  *)  | 
in  genere  ad  quadratum  reduci  debeat,  quod  quomodo  sit  efliciendum,  non  patet 

%0.  Interim  ex  solutione  jam  aliunde  cognita,  ope  hujus  formuiac  intinitae  aliae  elici  possunL 
Dividantur  enim  terni  numeri  tnventi,  veluti  VO,  9,  81,  per  eorum  summam  130,  ut  bac  fractiones 

13*      130'  1»' 


3  11  7 


quarum  una  tantum  «  =  y  P>*o  cognita  sumatur,  pro  binis  reliquis  vero  haec  aequatio  resolvatur: 

9  17      ,  4ry  +  !7 

unde  fit 

Vyy-K)z=\pyy-k)(kyy+n). 
Quia  autem  novimus  satisfacere  valoremy  =  y,  statuamus  y  =  *-~t"  fitque 

3(9rr  —  t)t  =  V(9.l3  +  22a  +  _)(W.I3  +  88«  +  *_), 
ita  ut  haeo  formula  ad  quadratum  sit  reducenda 

273»+  22.1105«  +  30U««  -|-  176«*  +  *««, 
cujus  radix  si  statuatur  273  +  ^  u  ±  2««,  fit 

(_!^:^.l3.2l)_  +  H(^y_0 

"  11.21(84  +  85)  MC1Ut 

.    .  -13.283  -  1138 

pro  signo  supenon    «=-—_-   ct   y  =  -^, 

....  -  1403  .  1138 

pro  sigoo  infenon    u  =  — —        et   r  =  +  693  » 
qui  duo  valores  conveniunt,  et  ob  r=  6» 

_  ./4 . H38_-  17 . «03*  _  _3633    _  281 
2  —  K9~.M„*  --  4.C931   —  8.13  30  ~~  240* 

unde  tcrnae  fracttones  nrodeunt 

_4  4H0249  57WKI 

13  '       13.136861 '       136561 ' 


Digitized  by  Google 


Problena  Diophanfeum.  463 

in  integria  dant  bos  Humeros: 

J.  p  =    136561  =s=  V.  17,29.277  =  5W21V 

9=  *802*9  =  G93*  =V802^ 
r  =  1 3 . 57600  =  2*0*  =  7*8800 

P-Hfl  +  r=  13.17.29.277  =  1775293. 
Hac  ergo  methodo  solutiones  partJculares  daUe  ad  majoreln  generaliutom  evehufttar. 


Kt. 


aa  bb  (o6  — cj})*  (o/?  —  aA)* 

•aa  +  uot'       iJ+^i'        (oa  +  +  ft<)  '        («<»  +  aa)(M>  +  /J/j)  ' 


quarum  summa.  est 


aa  bb  4aabfl 

aV+aa-^bb  +  ^-^     ~  ^'aanbb  +  M 


uniUti  aequanda;  unde  fit; 

2oa66  -f  aa^  -f  aa66  =  kaabtf, 


ideoque 


6   iaa  +  V(4aaaa  —  2a*  —  aaaa)  b       2aa±a/(3a«  —  2aa) 

7 _  '  J~  2-«+«-  


I    '  -  -I. 


Quare  litteras  a  et  a  ita  accipi  oportet,  ut  formula  3au  —  2aa  quadratum  evadat. 
K2.    Hunc  in  finem  ponamus: 

V(3oa —  2aa)  =  n+-^(«  —  a)    fietque    2  nna  +-  2  nna  =  2  fcna  +•  mma  —  n 

Ergo  a  =  mm -f  2mn  —  2nn  et  a  =  iwmf  2nn,  hinc 

'j     »  , ' ! 

a  —  a  =  —  2mn  -I-  Inn    et    V(3aa  —  2aa)  =  —  mm  -f  %mn  +  2nn. 

.  *  ■  •  ■  •  *  "i 

Quocirca  liabebimus 

i  •.  .  • .  v-  . ,  i .  ^ 

.       b        (mm  ■+■  %m*  —  *n«)  (.1  mm  —  4  mn  +  2m)       m/u  -4-  2 «i/i  —  2  nn 

vet    —  _  ~    .  -    —  - —   — .  — ■ —  —  — «_  — .  ■  - .     .  ^ 

2  (ron  +  2"iit  —  «/«)*  +  (««i  +-  2«n ) 1  /uih  +  4mn  +  6'in 

C.ll!                 .  ••    -                                .i        ,._•»-  t      i  ' 
•       'i   (min  +  2mn  —  2nn)  (mm  -f  4mn  +  6n/i)   mm  +  2/nn  —  inn 

W       7"        * '(w«  +  2m/i~2~n«)*  +  (nun  +  innV*    —  8  miK- 4m/l  +  2nn' 

Tand<»m  numeri  quaesiti  habebuntur 

p  =  aa(bb +■$&),    q  =  66  (aa  +  aa) ,    r=(ab  —  aj)*,    $  =  (a/i  —  «6;*. 

%3.  Cum  sit  a  —  mm  -\-  2nn,  loco  a  alii  oumcri  assumi  nequeunt,  nisi  qui  sint  vel  primi 
hujns  formae  8m  +  1,  seu  8m  f  3,  vcl  ex  hujusmodi  primis  compositi.  Simpliciores  cum  oumeris 
a  et  V'(3aa  — 2aa)  ipsis  respondentibus  in  sequcnti  tabclla  exhibeo: 
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vel 


«  =  1 

3 

9 

11 

11 

17 

17 

19 

19 

a  =  l 

■ 
■ 

1  1 

i 

ii 
lo 

•  i 

4  1 

1 1 

•*1 
s  J 

y  =  l 

5 

1 

19 

5 

25 

23 

29 

5 

//  =  3 

11 

323 

123 

V59 

531 

627 

603 

UI9 

6  =  3 

1 

187 

3 

221 

99 

1*3 

99 

759 

6=1 

11 

209 

VI 

351 

619 

7U 

737 

989 

1 

19 

3 

17 

9 

II 

<> 

33 

6  =  1 

1 

11 

1 

13 

U 

13 

II 

23 

0  =  3 

11 

17 

11 

27 

59 

57 

67 

13 

6  =  1 

1 

11 

1 

13 

11 

13 

11 

23 

erit 


a  =  mm  +  2mn—  2nn, 
a  =  mm-\-2nn, 

vel 

a6  —  a/S  =  —  8nn  (m  4-  n)*, 


6=  mm4-2*n-2nn, 
/3  =   mm  -j-  Vmn  4-  6nn, 
=  3mm  —  i»mn  -(-  2nn, 
vel    =  —  2mm  (m  —  2n)\ 


n/?  —  <f6  =  Vn(m-)-n)  (mm  4/  2mn  —  2nn) , 
vel   =2m(m — 2n)(mm-|-2mn  —  2nn). 
Item  aa  -(-  aa  =  2mm  (m  4  n)x  4-  2nn  (m  —  2n)* 

et     66         =  2(m  -f  n)*  (m  -+-  2n)*  4  2nn  (m  +  k  n)*, 
▼el    =2mm(2m  —  n)*  +  2(m  —  n)*(m  —  2n)*, 
unde  in  numeris  sequentes  nanciscimur  solutiones: 


I. 

/>=«. 

9=«. 

r  =  0, 

'  =  0, 

II. 

B  =  5, 

9=1. 

r  =  2, 

«=2, 

m. 

p  =  61, 

7=5, 

r=512, 

«=32, 

IV. 

/>  =  8M, 

9  =  61, 

r  =  225.*50 

«  =  *50; 

V. 

n  =  121.205, 

9=12I.10I, 

r=  16.32, 

t  =  121.32; 

VI. 

»  =  121.289, 

9=  121.101, 

r  =  25.50, 

#  =  121.50; 

VII. 

p  =  121.2305, 

9=  121.211, 

r=  576. 1152, 

«=121.1152; 

VIII. 

j>  =  169.229, 

9=  169.1*5, 

r  =  9.18, 

«=169.18; 

IX. 

p  =  169. M9, 

9=  169. H5, 

r  =  6*.128, 

«=  169.128. 

*5. 


Fonnulac  generalcs  autem  ita  se  babebunt 

yel 

p  =  (mm(m  -f-  n)*-(-  nn(m  —  2n)*)  (mm  4-  2mn  —  3nn)*, 
9  =  ((m  +  n)*  (m -)- 2n)* -(- nn  (m *n)*)  (mm  4  2mn  —  2nn)\ 
r  =  8nn  (m  4-  n)*  (mm  4-  2mn  —  2iwi)*, 
«  =  8nn  (m  4  n)xknn  (m  4  n)' 


v\ 
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vel 

p  =  (imn  (m  -|-  n)*4  nn{m  —  2n)»)  (mm  4-  2mn  —  2nn)*, 

0  =  (mm  (2m  -  n)*+  (m  -  nj*(m  -  2n)*)  (mm  -(-  2mn  -  2nn)\ 
r  =  2mm  (m  —  2n)*  (mm-}- 2mn  —  2nn)*, 

1  =  2mm (m  —  2n)*  mm  (m  —  2n)*. 

Utroque  casu  quatuor  numcri  p,  q,  r,  s  ita  sunt  comparati,  ul  quilibet  in  sununam  trium  reliquo- 
nim  ductus  producat  numerum  quadratum.  Quanquam  autem  hic  innumerabiles  soiutiones  derivare 
licet,  haec  solutio  nonnisi  pro  maxime  particulari  est  habenda. 

M>.   Solutio  autem  generaliter  instruitur,  ponendo  in  genere  pro  quaternis  fractionibus: 

i  1  1  1 

«  +  «'      i+xr*      1  +  «'      i  + 


unitati  esse  debeat  aequalis,  orietur  haec  aequatio 
.  _  iiVXX +        +  w"  +  2w  + 2asE  +  3 

l + rr«  +  ««*  +  **rr  4-  2  ry  -f-  2  zz , 


cujus  autcm  resolutlo  maximis  diflicultatibus  cst  implicata.    Verum  si  ex  jam  inventis  solutionibus, 
pro  binis  litteris  x  et  v  idonei  valores  accipiantur,  praeter  valores  reliquarum  y  ct  i 
alii 


»7.    Ut  hoc  exemplo 

indeque  statuo  v  =  2  et  x  =  3,  reliquas 
ut  incognitas  specto.  Habebii 

36 yysz  =  yyzz  +  15yy  +  15sz  -f  65, 
seu         Tyyzz  =  3yy  +  3sz  +  13, 

ex  qua  prodit  s»  =  ^^">  ita  ut  haec  formula  y^^j3  quadrato  aequari  debeat,  quod 
casibus  y  =  1  et  y  =  2  evenire  novimus.    Jam  7yy  —  3  in  genere  flt  quadratum  ponendo 

r=~T+tm-3'  1™  ia  3>7"-r-<3  substitutus  dat 

16m*4-  1<W-|-  IVBmm  —  312m  +  ikk  =  □, 

cujus  radix  posita  kmm  +  13m  +  12,    dat   m  =  — ^ 

at  radix  posita  kmm  —  13m  -|-  12,    dat    m  =  ^ 


y=^    et  s=|g. 


16 


hoc  modo  ex  inventa  quavis  solutione 

praegrandes  pervenitur;  quod  eo  majus  est  incommodum,  cum  aliunde 
obtincri  queant;  id  quod  quidem  nulla  certa  methodo,  sed  mero  ten- 
Considerantur  scilicet  plures  fractiones  hujus  formae  — .   ex  quibos  quippe 


eligi  oportet,  quarum  summa  unitati  aequetur:    Ita   u>, 

in  130  continentur: 

UCtUriOpn.  59 
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1,  JL,  1    —    1    1    -l     9  49 

2'     5  '    I0'    13'    Hi'    65*    «5'    130'  130' 
4       9       9      25      64      49      131  81 
5'    10'    13'    26'    65'    65'    130 '  130* 

binanun  ^  ct  ~  summa  est  ~>  huic  addatur  ^j»  proditque  ^=-^,  quae  cum  ~  producit 
unitatcm.   Ita  quatuor  fractioncs 

4  16  _9_  49 

13  *        65  *  130 '  130 

praebcnt  hos  numcros 

p  =  M),    7  =  32,  r  =  9,  j»=V9. 

Alio  modo  fit 

130  +  5  =T30  =  W    P0™    26 +26=13' 

quae  quum       dat  unitatcm,  unde  ex  fraclionibus 


9  119 

1 

hi 


130  '         5  '        *3  *  13 

/>  =  9,    7  =  2G,    r=5,    a  =  90, 
qui  utique  multo  sunt  minores,  quam  superiorcs  certa  ratione  inventi,  primis  quidem  ibi  exceptis, 
qui  ob  ao(|uaIes  numeros  excludendi  Tidentur. 

49.    Simili  modo  posita  summa  p  -\-  q  +  r     *—  M)  repcriuntur  duae  solutiones: 

I.  /#=l,    7=10,     r  =  34,    s  =  125; 

II.  />=10,     7=17,     r=45,    *=  98; 

/>  =  1,    7=V0,    r=l2l,  «=128. 
Uinc  itaque  patet,  casu  quasi  fortuito  multo  simpliciorcs  numeros  problemati  satisfacicntes  reperiri, 
atque  adeo  hac  ratione  nou  difficulter  quinque  numeri  assignari  possunt,  ut  quilibet  per  reliquorum 
summam  multiplicatus  praebeat  numcrum  quadratum,  cujusmodi  sunt: 

2,    40,    45,      58,  145 
et     32,    f.l,    98,    169,  250. 

Ilocque  modo  etiam  plures  numeros  hujus  indolis  detegcre  licet,  ad  quos  inveniendos  uulla  certa 
methodus  adliuc  est  explorata. 


50.  Si  problemali  modo  tractalo  haec  couditio  adjungatur,  ut.  singuli  numeri  esso  debeant 
quadrati,  quaestionis  quasi  natura  immutatur,  quae  ita  enunciabitur: 

Invenire  qnotcunque  numeros  quadratos,  ut  stimina  nmnium  quolibet  imminuta  fiat  numerus 
qtutdratns. 
Sint  iiutneri  qundrali  quaesili 

,P,    />'\    C\    D\  etc, 
quorum  summa  ponalur  =5,  (ieriquc  dcbet 
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S-A*  =  P\   S-B*  =  Q\   S-C  =  V  etc. 
unde  patet,  S  esse  «unm.im  ejusmodi  binorum  qwdratoniBi,  quae  ploribiu  modis  in  bina  quadrata 
se  dislribui  patiatur;  scu  posito  S  =  xx-\-ry,  hanc  duorum  quadratoruro  summam  indefiaite  in 
alia  bina  quadrata  secari  oportct,  quod  in  genere  ita  praestatur: 

51.  Pro  casti  crgo  trium  quadratorum  poni  debet: 

M  +  *  se  +  i 

ct  summa  quadratorum  tum  ipsi  xx-*-yy  aeqnari.  Quod  cum  in  geoere  difficulter  pracstetur,  in 
solutionem  particularem  ioquiramus  ponendo  g  ~j_\>  "ndc  fit 

r_ur-i)*-z/r 
jr+i  ' 

et  haec  oritur  aequatio: 

xx  +  a*+yy-»M^xy=xx  +  yy, 

ex  qua  sequitur 

*  =  T^+tAv'         *  =  *M-i)       r  =  (*+•;» 
hincque  quadratorum  quaesitorum  radices  in  integris 
^  =  8Af-l)(jf+l), 

0=  2f(Zr-  10/f  +  3)  =  2/-(3/f-  1)  (/f- 3), 
(.  =  (jf  _  1)  (f-  l*/f  +  1)  =  (/f-  1)  (f  +  */+  1)  f/f  _  */+  I), 
unde  si  /  =  2,  sequuntur  hi  oumcri 

^=1G.3.5,    0  =  1.11.1,    C  =  3.13.3, 
seu    A  —  2W,        B  =  \k,  C=U7. 

52.  Ad  casum  autem  quatuor  quadratorum  progrediamur,  quandoquidem  tum  problema  (it 
difficillimum,  ut  solutio  adco  simplicissima  jam  ad  maximos  numeros  exsurgat.    Faciamus  ergo 

i-v^ffito,  c-«£=^».'  a-!=3fput, 

et  cum  sit 

fifl  4-  CC=  «  +  ?T  -  ¥'{?^> 
posko  brcvitatis  ergo  W^-fl.,.-j7t  prodit  haec  aequatio: 

seu  (pp  -  |)»rr  =  2g  (pp  +  I)»  *r  —  *pp*«  +  *p  <>p  -  1)  xy  -  (pp  +  l)lxx 

hincquc 

<W^,)V-j(W  +  nl+2p(Pp-i; 

-  V(39(i>p+  i>4+typ</>p— »>(/>/>  +  ij*+typ<pp— i)*—  (pp—  i)»(PP+t)»_ 4pp(pp—  na) 
=  *(PP  +  1  )•-+  2p (pp-  1)  ±  (pp-+i)V(gg(pp  +  l )»  +  *op(pp-l ) - (pp- 1 )»). 
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53.   Haec  fonnula  rationalis  reddenda  insigni  molestia  preini  videtur 

1- 
undc  fit 


p  —  l±*   tollere  Ucet.    Facilior   vero  redditur  solutio,  si   pro  primo  numero  sumatur  A  =  y, 


kppsz  =  29  (pp  4-  0**r  -  (pp-  i)%rr  +  *p  (h>  - 0  *r  -  (h>  +  0*  rr 

*J^  =  g(pp  -h't)m-h  2p  pp  -  I)  ±  (pp  +  1)  Vto  <H»  +  «>*+  *SJ>  (H»  -  0  -  *Pi»). 
ubi  quantitas  rationalis  reddenda  est 

SSP*  +  *SP*+  (2SS  -  *)  H»  ~  *SP  +  SS. 
cujus  radix  posita  jmp  -f  2P  +  S  dat  p  =  — jr,  ita  ut  sit 

^X  =  9<99+  •)*-  2s  (SS  -  0  ±  (S?  +  0  (J»-S). 
seu    ^«(fjr+O^-ato-O^tW  +  Oto-O. 

Er6° 

vel    ^  =  2(0*4-0.  vel 

5».  Evolvamus  primo  posteriorcm  solutionem  utpote  simpliciorem ,  et  ob  ^  =  ^  tt  p  =  —g 
habebitur: 

A=g,  B-.—y^ — C-    #+1    ,    »-  w+| 

geu  B  =  —g;  forent  ergo  duo  quadrata  A*  et  D*  inter  sc  acqualia  scilicet 

j  —  n_  a  _____>, 
A-D-g-  ^.+  1)t  . 

et  pro  reliqms  »/(/'-«#+«>     .    r  _  ( Jf-  0  (/« -  6/R- 1) 


quae  radiccs  per  (ff+  1)*  multiplicaudo  ad  numeros  integros  revocatae  fient 

^  =  D  =  *n/f-0(/f+0,    B  =  2f(f*-%ff+i),  C=n(f-i)(T-«f+0. 
unde  sumto  f=  2  oritur  haec  solutio: 

^  =  8.3.5,    D  =  8.3.5,    ff  =  *.7,  C=3.7, 
seu    ^=120,       D=120,       »  =  28,  C=21. 

*  K*-H 

55.  Si  acqualitas  duorum  numcrorum  minus  placet,  evolvamus  alteram  soluttonem  -  =  ~~§jjr~' 
unde  fit  x  —  g*-\-i,  y  =  2g,   et  ob  p=—  g  erit 

A  =  2g, 

R_  W  +  ty-u  (JT-  I) 

*-      ff+i  --» 

r  _  <JT-  <)(g4+»)-V?r 

*   D  =  -*«*'+£-*<*'-»'  =  2g; 
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seu     /  =  2o(ff+l), 

B=2/v4-i)-2?(/r-t), 

C  =  (ff-l)(o« +!)-*#, 
0  =  2y»(ff+  I), 

ubi  y^^"^.  seu  ponalur  «7  =  ^-  et  omuibus  ad  integros  reductis  fiet 

A  =  2mns(ff+i), 

=  2f(m*  +  n*)  -  2mn»  (/f-  1), 
C  =  (f-l)(i»«  +  n«)-4/mn», 
D  =  2m»n(/f+  1). 

Hinc  sumto  f=2,  ut  sit  o=|^  =  ^?  erunt  quatuor  quadratorum  radkes: 

^  =  2*. 3.  5'  =3750000, 

B  =  2».  7  .228*3  =  63060* , 

C  =  3».  7 .  13219  =  832797, 

D  =  2'°.3».5».  =3*56000. 
5G.    Ob  hos  numeros  tam  graodes  problema  eo  magis  est  attentione  liignum,  quamobrem 
operae  pretium  videtur,  adhuc  aliam  ejus  solutionem  etsi  particularan  proponere.    Positis  igitur 
quatuor  quadratis  quaesitis  w,  asr,  yy,  zx,  primo  has  duas  tantum  conditiones  considero: 

w  +  JT  +  "  =  □    et   xx  ~\~  77  +  iZ  —  O  > 
quibus  ut  satisfaciam,  assumo  binos  numeros  a  et  «  ut  sit  aa  +  ««  =        ac  statuo 

«•+jr  +  zi=— — 
=«-r-JT  +  k  — — — 

:  (yy  +  «)  =  oa  (w  +  axe)  +  2aAvx; 


1       1  ^r  -  »* 

jy  +  w  +  are=— — 

S2  +  »r  +  axe  =     — — 
ua  («/  +  aw)  =  aa  (yy  +  is)  —  2Aayz, 


uvx  =  «j-z ,   hincque    z  =  — — » 


qui  valor  in  priori 


a&yy  +  ?"rjj:  —  aaw  —  «ozar  —  laAvx  =  0, 
seu      uojbx  (w  —  yy)  =  2aAvxyy  +  auwyy  —  <wy* 

et  «x  =  ^7  —7  ^i^-^yr  +      -  <"»»yy  —  <wyf  +  "/')  f 

»*  —  yy 
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quac  ob  AA  =  <m  +  aa  abit  in 

ax        Avy  ±  V{aav*  +  aajr*) 

57    Ponatur  v  =  y(i  4-*),  et  cum  Gat 

aay')  =  yyV(AA  +  fc««j  —  6«««  +-  *««J*-t-  «'«*) 

statuatur  haec  radix  =  A  +  ~j-*-\-  u«  critque 


6«««  +  kaat*  =  lj£  -+-  2«v_)  «  -+-  i£  t» 
*  iaA(A-a)  _«_ 


Quare  ^_^=^Lfl  et  radh  illa 

_    .       a^AA  —  iaA-iaa)   ,   (AA  -  iaA  -  2««)* 
— /*  +-  ^  4«^> 

—  A  +  -        -         "    4«-U  ~ 

_  „f«+- 4  ««//„  —  4«« 
— "  4aAA 

_  (J_+8--f-2-«)(-Uf-2!«/--2--)  .  . 

Porro  «st  w  —  yy  = — - —  ~a~~\TA —    —      vj.  niocque 

(.-/// -+2i//  -2<ui)  (^  — 2«_r  -2«o)    _*  AA  —  iaa       (A*  +  4aaAA  -  4««) 

~ ~  AaAA  ~  '  y  ~  '    2«     "  ~  4aAA  ~ 

.  A*  —  HaaAA  +  4a*       (AA  4-ZaA  —  iaa)(AA  —  iaA  -  iaa)  ,    HA*  —  4a* 

=  Vel  AaAA  =  —  AaAA  >  -~~~- 


vcl    ^  —  I ,    trel    -  _  _  ina)1  _  AaaA/f 

.     .                   z         AA  —  iaa     x  ,        v         AA  —  iaa 

demquc  est  _  = —^-^- .  _  ob    _  =  —--_. 

58.    Duas  igitur  adepti  sumus  solutiooes,  quaruio  prior  iU  se  habet:  sumto  y  =  2«o./ 


v  =  a(AA  —  2uu), 
x  =  2  uaA , 
y  =  2uaA, 
z  =  «  (////  —  2««) , 
uode  sumendo  u  =  3,  a  =  %  ct  A=5  prodit  solutio  simplicissima 

t  =  28,    a:=i20,    y=120,  2=21. 
Altera  autem  solutio  in  numcris  intogris  dat 

e  =  a  (AA  -  2««)  (AA  +-  2«//  -  2««)  (//,/  —  2«A  -  2««), 
.r  =  2_«//(3//*-i«*), 

y  =  2W  (////  4-  2aA  -  2««)  (////  -  2«//  -  2««) , 
i  =  «  (_/.</  —  2««)  (3  A<—  *«•). 
(Inde  sumtis  «  =  3,  o  =  4,  //=5  soluUo  simplicissima  emergit 
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<  -  V.  7.  37.  23  =  23828, 
x  =  8.  3.  5.  1551  =186120, 
r  =  8.3.  5.37.  23  =  102120, 
:  =  3.7.155l        =  32571, 

quorum  numerurum  t|uadraUi  sunt 

vv  =  56777358*, 
xa?  =  3V6>iO65ttO0, 
yy  =  10*28*9^00, 

zz  =  10608700M, 

reperiturque 

xx  +  yy-t  iz  =  21*779»,    w  +yy  +>  «  =  1098051, 

w  +  xx+\z  =  I90WS',  «  —  ««-Kvr— aiwftH1, 

et     n-  +  «t  f  vy  -+-  zz  =  25.  1201.  1555297. 

59.    Quo  ratio  harum  formularum  clarius  perspiciatur,  notari  convcnit  osse: 
3A*-  *«*  =  -  (AA  +  2«^  -  2«a)       -  2a^  -  2««) 

unde  crit 

v  =  a  (AA  —  2aa)  (AA  +  2«//  —  2««)  (^/  —  2«^  —  2««), 

z  =  u{AA  —  2uu)  (AA  +  2aA  —  2aa)  (AA  —  2aA  —  2«a) , 

x  =  2auA  (AA  +  2«//  —  2««)  (////  —  2«//  —  2uu), 

y  =  2a«^  (////  +  2aA  —  2aa)  (AA  —  2aA  —  2aa), 
sicque  patet,  numcros  a  et  «  inter  sc  pcrmutari,  ut  natura  rci  postulat.    Quod  facilius  ex  his  for- 
mulis  perspicietur: 

v  =  a  (aa  —  ««)  (3«*  -j-  6«a««  —  a«) , 
z  =  «  {aa-au)  (3«*+6«*w-«*)> 
x  =  2auA  (3a*  4-  6«a««  —  «*), 
y  =  2a«^  (3  «*+  6aa««  —  a*). 

Ilinc  est  in  gcnerc 

vv  +  xx  +  yy  =  «»  (ae-|-  13a'««  +  11  «««*  +  7«6)*, 
™  +  >T  +  11  =  «' («'  +  i3na«4  +  1  la'««  +  7a«)*, 
«*  -i-  yy  +     =  //*  (as—  «'««  +  15aa«*  +  ««)*, 
w  +  xx+zz  =A*  (««  —  aa«*  +  15«*««  +  a*)*, 

et  summa  omnium 

+  vy  -t-  «  +  «•  -  Al(a"-r  3*«l0«*  +  175«"«*  +  92a6««4-  175«*«»+  3*«*«,0  +  «'*), 
quae  in  hos  factores  rcsolvitur: 

41  (««^6«*«»  +  «*)  («'  +  28a'«»  4  6a*«*  +  28«»««  -  .«•), 

60.  Neque  tamcn  hae  formulae  minimos  numeroa  suppedilmit ;  sequenti  enim  modo  minorcs 
reperiuntur.    Ut,  formula 

««<•*  +  «rtv* 
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6  et  /3,  ut  sit 
66 +  #*=**, 

avv  =  f3M   et    ayy  =  bM, 


SPU  —  =  -7  >    ut  lial 

ry  «* 


V(««.'*  4-  a«r*)  =  BM="*)T> 
est,  at  sit  qoadratum.    Sit  ergo 

a     d       nvn  v  m 

—  •  -t-  =  — »   entuue    —  =  - 

«     t       *n  ■        j  n 

*  _  ~  _  T  _  Abm  ±  aBn     ^      :  _um    i  (Abm  ±  afln) 


J      «(g— l)  — 


un  r 


fcm  {aj3  —  ab) 


a  =  21,   «  =  20,    //  =  29,    6  =  35,   /?=  12   et    J?  =  37, 

mm       21    12  9 


ut  sit  m  — 


nn       90  35  25 


__3        *  _  29.35 .3  ± 37 .21.5  _  3  (-29+:  37)  i  _3_-____) 

~~  5  '     y—      -5.4  7.16      —         64  7~~  ~    i6  7 


Pro  sig— o 


3  et  n  =  5,  unde  colligftur 

v_  _  3  _ 
r  ~~  5  '  r 

inferiori  ergo  erit 


unde  in  integris 


3       *      3      .     »  3 


*  =  8.3. 7  =168 
ar=3.5.7  =  105 
=  8.5.7  =  280 
s  =  V.3.5=  60 

vv  -\-  xx  -\~ ; 


vK«D4-rr  +  «)  =  305 

V(w  +  xx +  zz)  =  201 
V{  *v  4.  xx  -frr)  =  3  *3 


yjr  +  tt  —  1212W  =  29.37.113. 
autem  formulae  generales  sunt: 

v^lfgif+S)  (*f-9)  (3/T+„7), 
r  =  *>f9(f—9)(Sf+9)  (*ff+99)> 
x  =  (ff-99)  (W-99)  (Zff+99)  > 
z=2f9(ff-99)(*ff~99)- 
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Obscrrationcs  circa  bina  biquadrata,  quoruin  suiiimaiu  in  duo  alia 
biquadrata  resolvcrc  Uceat. 


<>.  Commml.  XVII.  1771.  p.  »4.  Exhib.  1778  Jat.  13.) 

1.  Quum  demonstratum  sit,  oeque  summam  nequc  differcntiam  duorum  biquadratorum  qua- 
dratum  esse  posse(#),  multo  miuus  biquadratum  esse  poterit;  baud  minori  autem  Oducia  negari  solet, 

stratum  rcperiaUir.  Utrum  autem  quatuor  hiquadrata  rcperire  liceat,  quorum  summa  sil  biquadratum, 
merito  dubitamus,  quum  a  nemine  adbuc  talia  biquadrata  sint  exhibita. 

2  Quamvis  autem  demonstrari  posset,  non  dari  terna  biquadrata,  quoruin  summa  quoquc  sit 
biquadratum,  id  tamen  neutiquam  ad  differentias  extendere  liceret,  neque  enim  propterea  affirmari 
possct,  talcm  aequationem  A*-\-B*  —  C*=D*  esse  impossibilem ;  observavi  enim  hanc  aequationem 
adeo  infinitis  modis  rcsolvi  possc.  Ncque  tamen  asscverare  ausim,  hoc  *  nemine  adhuc  esse 
praestitum,  et  nunc  quidem  minitne  vacat,  omnia  monumenta  in  hoc  analvsis  genere  evolvere; 
quicquid  autem  sit,  spero,  mclhodum,  qua  sum  usunis,  non  omni  attentionc  forw  indignam. 
Mauifcstum  autem  est,  hanc  quaestionem  versari  circa  bina  biquadratoram  paria,  qoorum  sive 
summac  sive  differenliae  inter  se  sint  acquales;  si  enim  fuerit  A*  -j-  B*  =  C*  +■  D* ,  utique  etiam 
erit  A*—  D*  =  C* —  B*;  unde  hoc  problema  nobls  sit  propositum. 

3.  Problema.  Invenire  bina  biquadrata  A*  et  B* ,  quorum  summam  in  alia  duo 
biquadrata  rcsolvcre  liceat,  it  ut  habeatur  talis  aequalitas  A*-\-  B*=C*-\-  D*.  . 

Holutio.  Quum  igitur  hinc  esse  debeat  A* — D*—C* — B*,  ponamus 

A  =  p  -\-  q,    D  =  p  —  q,    C  =  r~\-r  et    B  =  r  —  * 
ut  prodeat  ista  aequatio  concinnior 

P9  (PP  -r  *N)  =  rt  (rr  +  *»)» 
cui  quidem  satisficri  liquet,  sumcndo  r=p  et  s  =  q;  verum  inde  nibil  plane  lucraremur,  quum 
oriatur  casus  per  sc  obvius  C=A  ct  B  =  D\  interim  tamen  hic  ipse  casus  ad  alias  solutiones 
manuducere  valet. 

p~ax,    q  =  bv,    r  =  kx    et    $  =  v 
ut  obtineatur  ista  aequatio  resolvenda 

(*)  Vide  tupra  pag.  S4  io  ComiiietiUtioue  V 
L.  EuUrl  Opn. 
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ab  iaaxx  +  bbyr)  =  k  (kkxx  +  yy) 


undc  statim  deducimus 

yr        **  —  a*b 

quam  ergo  fractionem  quadratum  reddi  oportet.    Ilic  autem  statim  in  oculos  iocurrit 
hoc  usu  venit,  scilicet  sumcndo  k  =  ab,  tum  enim  fit 

xi~  ab(bb-\) 

unde  fieret  y  =  a,  x=i,  hincque/>  =  a,  q  =ab,  r  =  ab,  s  =  a,  qui  valores 

5.  Hunc  igitur  casum  prosequentes,  statuamus  k  =  ab(i  +  z),  ct  acquatio  nostra 
detur  in  nanc  formam 

XX  _ a*b(jbb  -  i)+ibbs  +  3bb:*  +  bbz*)  _      (bb  -  l  +  3bb,  +  3bln*  +  M-J) 
%  xx  ab(bb  —  I      z)  bb-\-z 

atque  ex  hac  aequatione  elicimus 

X   aV(lbb-i\*+\3bb-  l)(bb- i\i+3bb(bb-z\  i*  +  bl.(bb-i\>* -bh-.*\ 

~x  —  "  W.-I  -i 

Qoo  igitur 


(66  -  1)»  +  (66-  I)  (366  -  1)  t  +  366  (66  -  2)  zz  +  66  (66  —  *)  s»-  66i« 

ad  quadratum  perducamus,  statuamus  cjus  radiccm  =bb—  l  + /s  +  gzz,  et  Jitteras  f  et  g  ita 
assumamus,  ut  terni  termini  priores  dcstruantur;  quare  quum  hujus  formae  quadralum  sit: 

(66  -  I)*  +  2  (66  —  i)fz  +  2  (66  -  1),«  +  /f:z  +  2fgz>^ggz\ 

primi  quidem  termini  se  sponte  destnront;  ut  autem  idem  in  secundis  «veniat,  sumi  dehet 

-     3ft*—  I 

atque  pro  tertiis  habcbimus 

3 66 (66 -  2)  =  2  , 66 -  I ) g  +  * ? ■^+? - 

unde  colligitur 

_  3fc«-|gftft  -  t 
5  ~     8(46-«)  ' 

quibus  valoribus  definitis,  aequatio  resolvenda  fit 

(gg  +  66)  i  =  bb(bb  —  y  —  Ifg 

unde  colligimus 

^_bi,(bb-A)-ifft 
~~        bb  +  gg 

6.    Hinc  igHur  littera  6  adhuc  arbitrio  nostro  permittitur;  ea  igitur  pro  lubitu  assumla,  simul 

i  =  66—  1— z    ct   y  =  a(bb—  l  +  fz  +  gzz) 

p=  a  (66-  1  — s),  r  =  «6i| +s)(66— I -s), 

«  =  «6(66- I  -f-  fz-+gzz),     s  =  a(bb  -  I  +  fz  +  gzz), 
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quae  formulae  quum  omnes  sint  per  a  divlsibiles,  eam  divisione  tollere  licebit,  ita  ut  sit  • 

p  =  66— 1  — x,  r  =  6(l  f  z)(bb  —  1  —  z), 

q  =  b(bb  —  1     fz  -f  gzz),     $  =  bb—  I  -f /_  +  £__, 

ubi  notandum,  si  numeri  x  et  jr  communem  habuerint  factoretn,  eum  divisione  ante  tolli  posse, 
quam  litterae  p,  q,  r,  $  inde  deGniuntur.  Operae  igitur  pretium  erit,  solutiones  quasdam  specialcs 
evolvere;  at  vero  statim  apparct,  sumi  non  posse  6=1,  quia  fierety  =  oo;  multo  vero  minus 
ponere  licet.  6  =  0 ,  quia  Geret  q  =  i);  ex  quo  casus  expediamus  duos  tantum,  primo  scilicet  6  =  2, 
tum  vero  6  =  3. 

Prima  aolatlo  spectall». 

7.    Sit  6  =  2  ac  superiores  valores  colliguntur,  ut  sequitur: 

11  25 


/.11  w» 

deinde  quia  litlera  a  planc  non  in  computum  ingreditur,  ejus  loco  unitas  scribatur,  tum  vero  erit 

.      6600      »87  „   .  11  6600      25  6600*       ,  .  55407.1100  3.28894941 

*  =  3-_9_9  =  29-9'     y=3+T  '*m-*i'<lS>&=  3  +     8949»-   =  — 


totum  autem  negotium  redit  ad  rationem  inter  x  et  y,  quae  quum  sit 


habeWmus 
tum  igitur  ob 

fore 


jr  _  3.98894941  _  -8894941  _  -210549  _  1070183 
x  —  2187.29_9  —  2929.7*9  —  2929.81  —  27 .2929' 

jc=  79083    et   y  =  1070183, 

*-2n  +  -W^-^8, 
—  ■  V*   ■  */       39j9        39j9  ' 

/,  =  79083,  r  =  27. 19058  =  5H566, 

7  =  2.1070183  =  21*0366,     4  =  1070.183. 
Consequenter  pro  ipsis  radicibus  biquadratorum  nanciscimur 

4  =p-\-  q  =  2219U9,      C=  158*7*-, 
B  =  r  —  $  =  —  555617,    D  =  2061283, 
eritque  propterea  __•+  B*  =  C*+  D\ 


5  200 

8.    Sit  6  =  3  eritque  f=  13,  g  =  4  binc  _  =  — ,  ideoque 

._  3^369  _  1107  _  JM23  _  27^41  8  144  _  128  9 

*  —  169  —  169  ~  169  ~  169  '     ^  •  16»  169 

„  ,  200/,-   .    5    200\      _      200  2447      8. 150911 
V  =  8  +  169  (, 1 3  +  4  *  m)  =  8  '+  169 '  169  =  ~i^r- 
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■ 


x:y  =  8.  1VV.  169:8.  150911  =  1W.  169:  150911 
x  =  IVV.  169  =  2V336   et   y  =  150911, 


idcoque 

tx  quibus  valoribus 

p  =  2V335,  r=159V08=lVV.I107, 
7  =  V52733,     *=  150911. 
Atque  hinc  ipsac  litterac  A,  U,  C,  l)  colliguntur 

,/  =  477069,  £=310319, 
8=     8V97,     /)  =  V28397, 
eritque  iterum  A*  -f  B*  =  C*  + />• ,  atque  hi  numeri  viuYntur  minimi  quaestioni  nostrae  satis- 


Digitized  by  Google 


De  residuis  ex  dwmtme  iquadratnrum  ortis.  477 


(Op.  a»a|.  I.  p.  64.  Exbib.  1779?) 

"  *  •  i 

§  1.  Il> poiheals.  Si  numcrorum  a,  b,  c,  d,  etc.  quadrata  a*,  6*,  c*,  d*,  etc.  per  numerum 
quempiam  primum  P  dividantur,  residua  iu  divisione  relicta  litteris  cognominibus  graecis  a,  ti,  y, 

8,  etc.  indicemus. 

§  2.  Coroll.  I.  Cum  ergo  quadratum  aa  per  numerum  P  divisum  relinquat  residuum  u; 
posito  quoto  =  A,  erit  aa  =  AP  4  u,  ideoque  aa  —  u  divisibilc  crit  per  P;  similique  modo  hae 
expressiones:  bh  —  fi,  cc—y,  dd  —  S,  etc.  divisibilcs  cnint  pcr  eundcm  divisorem  P. 

§  3.  Coroll.  «.  Quadrata  («-»-/»)*,  («4-2P>*,  («  4-3/»;»,  ct  in  gencre  (a  +  nP)*  idem 
residuum  «  relinquent,  si  per  numerum  propositum  P  dividantur.  Unde  patet,  numerorum,  divisore 
P  majorum,  quadrata  eadem  praebere  residua,  quae  ex  quadratis  numerorum,  divisore  P  minorum, 
nascuntur. 

§  fc.  Coroll»  3.  Cum  deinde  quadratum  (P  —  a)*  per  P  divisum  idem  praebeat  residuum, 
quod  quadratum  a*,  patct  si  fuerit  a>jP,  fore  P  —  a  <  { P.  Undc  manifestum  cst,  omnia 
residua  diversa  ex  quadralis  numerorum,  qui  semisse  divisoris  P  sint  minores,  resultarc. 

§  5.  Coroll.  4.  Quare  si  omnia  residua  desidcrcntur ,  quae  ex  divisione  quadratorum  per 
datum  divisorem  P  proveniunt,  sufficiet  ea  tantum  quadrala  considerasse ,  quonun  radices  semisscm 
ipsius  P  non  supcrent. 

§  6.    Coroll.  .%  Ilinc  si  divtsor  sit  P  =  2p  4  I ,  si  per  eum  omnes  numeri  quadrati  1 ,  l, 

9,  16,  25,  etc.  dividantur,  plura  residua  diversa  inde  prodire  nequeunt,  quam  unitates  in 
p  contincntur;  eaque  resultant  ex  quadratis  numernrum  I,  2,  3,  p:  scquentium  cnim 
rorum  p-\-  l,  p-\-2,  p  -f  3,  etc.  quadrata  cadem  residua  ordine  retrogrado  rcproducunt. 

§  7.  Schollon.  Manifestum  hoc  inde  est,  quod  haec  duo  quadrata:  p*  et  (p-i-l)*,  per 
numerum  2p-\-  1  divisa,  idem  praebent  residuum;  siquidcm  corum  differentia  per  2p-\-  I  est  divi- 
GcoeraUm  enim,  quorumcunque  numerorum  diffcrentia  M—  .V  per  2p4-t  «t  divisibilis, 
■  est,  ut  uterque  jtf  et  N,  seorsim  divisus,  idem  rcsiduum  rclinquat.  Hinc  etiam  cum  sit 
(p-i-2)*—  (p—  t)*  =  3(2p4-  I),  utrumque  quadratum  seorsim,  (p-»-2)*  et  (p—  1)*,  idem 
residuum  praebere  debet,  et  in  gcnere  quadratum  (p-l-n  -M)*  idem  residuum  dabit,  quod  qua- 
dralum  (p — «)*.  Hoc  igitur  oslenso  perspicuum  est  plura  rcsidua  rcsultarc  non  posse,  quam  in 
numero  p  unitates  continentur:  utrum  autcm  haec  rcsidua  omnia  sint  diversa,  an  quacpiam  inter  se 
conveniant?  Itinc  non  definitur;  atquc  adeo,  si  divisofes  quicunque  admittantur,  utrumque  evcnire 
potest.  Sin  autem  divisor  2p  4  *  fuerit  nuinerus  primus,  omnia  illa  residua  erunt  inter  se  diversa, 
qtidd  scqucnti  modo  demonstro. 
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§  8.   Theorema  I.   Si  divisor  P  =  2p-\-l  fuerit  numerus  primus,  per  eumque 

omnia  quadrata  1,  h,  9,  16,  usque  ad  p*  dividantur,  omnia  residua  hinc  resul- 

tantia  inter  se  erunt  diversa,  eorumque  adeo  multitudo  =  p. 

Demonttratlo.  Sint  a  ct  6  duo  numeri  quicunqite  ipso  p  minores,  vel  saltem  non  majores; 
ac  demoustraodum  est,  si  eorum  quadrata  a*  et  6*  per  numerum  primum  2p  1  dividantur,  residua 
certc  diversa  esse  proditura.  Si  enim  idem  praebcnt  residuum,  corum  diflerentia  aa —  66  jvr 
2p-\-i  foret  divisibilis,  ideoque  ob  2p  — f- 1  numcrutn  primum  ct  aa —  66  =  (a -)-  b)  (a  —  6),  alter 
horum  factorum  per  2p-\-i  divisibilis  esse  deberet.  Cum  autem  sit  tam  a<p  quam  6<p, 
saltem  non  a>p,  summa  a  -\-  b,  multoque  magis  diflerentia  o  — 6  divisore  2p-{-1  estminor;  indeque 
neutra  per  2p  -\-  1  divisU)ilis  esse  potcst.  Ei  quo  manifesto  sequitur:  omnia  quadrata,  quorum  radices 
non  sint  ipso  p  majores,  pcr  numerum  primum  2p  -f  I  divisa,  ccrlc  divcrsa  residua  esse  rclictura. 

§  9.  CorolL  I.  Quodsi  ergo  omnia  quadrata  I,  k,  9,  16,  etc.  pcr  numerum  primum  2p  -f  1 
dividantur,  omniaque  residua  diversa  notentur,  eorum  numerus  ncque  major  erit,  nequc  minor  quam 
p,  sed  huic  numero  p  praecisc  acqualis. 

§  10.  CorolL  9.  Omnia  vcro  hacc  residua  divcrsa  numcro  p,  oriuntur  ex  totidem  quadratis 
in  serie  naturali  primum  occurrenlibus,  scilicet  I,  k,  9,  16,.... pp;  neque  ex  sequentibus  majo- 
ribus  ulla  nova  rcsidua  cliciuntur. 

§  II.  CoroIL  3.  Non  omnes  crgo  numeri  ipso  divisorc  2p  +  i  minorcs  inter  residua 
occurrent,  sed  tantum  tot  corum,  quot  unitates  continentur  in  divisoris  minori  semisse  p.  Quare 

ordine  residuorum  rcperictur,  alter  vero  inde  pcnitus  cxcluditur. 

§  12.  Schotion.  Numeros  hos  divisorc  primo  2p  +  1  minores,  qui  ex  ordine  residuorum 
excluduntur,  nomine  non - rtsiduorum  iiidicabo,  quorum  ergo  multitudo  semper  numcro  residuorum 
est  acqualis.  lioc  discrimen  inter  rcsidua  ct  non-residua  probe  perpendisse  juvabit,  quare  pro  divi- 
soribus  aliquot  primis  minoribus  tam  residua  quam  non-residua  hic  exhibebo. 


Diviso 

r  3;  p  =  1 

divisor  5;    p  =  2 

divisor  7;  p=3 

divisor  11;  p  =  5 

quadr 

1 

quadr.          1 ,  K 

i 

quadr.          1 ,  4,9 

quadr.        1,  V,  9, 

16,  25 

resid. 

1 

resid.           1 ,  k 

resid.           1,   k,  2 

resid.          1,  *,  9, 

5,  3 

■sid.  2 

non-resid.      2,  3 

i 
i 

non-resid.     3,   5,  6 

non-roid.  2,6,7, 

8,10 

divisor  13; 

p  =  6 

i 

divisor    17;    p  =  8 

quadr. 

»,  %,  9,  16,  25,  36 

J_ 

quadmta          1,  kt  9, 

16,  25,  3«,  %9,  6* 

resid. 

1,  k,  9,    3,  12,  10 

resid.              1 ,  \ ,  9 , 

16,    8,    2,  15,  13 

non-resid. 

2,  5,  6,    7,    8,  11 

1 

i 

non-resid.        3,  5,.  6, 

7,  10,  11,  12,  U 

divisor    19;      p  = 

=  9 

quadrata           1 , 

v, 

9,  16,  25,  36,  *9,  6*, 

81 

resid.  I, 

9,  1«,    6,  17,  11,  7, 

5 

non-rcsid.  2, 

3, 

8,  10,  12,  13,  IV,  15, 

18 

Circa  haec  residua  et  non-residua  pro  quovis  divisorc  primo  tam  memorabiles  proprietates  oWr- 
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quas  eo  nwjori  studio  pcrpendisM  operae  est  pretiuiu,  quod  ind 


§  13.  Theorema  II.  Si  ip  ordine  residuorum  ei  divisore  P  ortorum  occurrant 
numeri  «  et  /i,  ibidcm  quoque  occurret  eorum  productum  «/>',  siquidem  minus  fuerit 
divisore  P;  sin  autem  sit  majos,  ejus  loco  capi  convenit  uti — P,  vel  u,d  —  2P,  vel 
geocratim  a<i —  «P,  donec  infra  P  deprimatur. 

Demointratlo.  Oriantur  residua  u  ct  /i  ex  divisione  quadratorum  aa  et  66  per  divisorem 
P  facta,  ita  ut  sit 

aa  =  4P  +  a   et   bb=BP  +  ti. 

Ilinc  crit 

afl66  =  ABP*  +  {4-i  +  Bu)  P  +  uti. 
Quare  si  qnadratum  aabb  per  divisorcm  P  dividatur,  rcsiduum  relinquetur  u/3,  vel  si  a$  superet 
divisorem  P,  ejus  loco  sumi  debet  rcsiduum,  quod  ex  divisione  ipsius  ati  per  P  facta  relinquetur, 
quod  proinde  erit  vel  utf  —  P,  vcl  uji  —  2P,  vcl  «i  — 3P,  vel  generatim  «/*  —  nP,  iU  ut  sit 
«/*  — nP<P. 

§  H.  CorolL  L  Si  ergo  inter  rcsidua  occurrat  numcrus  «,  ibidcm  quoqnc  occurret  au, 
ttcm  «*,  «*,  etc.  oinnesque  adeo  ejus  potcstatcs,  siqutdcm  a  singulis  ejusmodi  muHiplum  divisoris 
P  subtrahatur,  ut  rcsiduum  minus  fiat  divisore  P. 

§15.   CoroIL  %,   Cuin   igitur  e.tistente  dtvisorc  P  numcro  primo  2p  -f-  1,  residuorum 
nomerus  sit  —  p;  si  unius  cujuspiam  residui  u  omnes  potestatcs  a°,       «*,  «*,  «*,  etc.  per  eundem 
P  dividantur,  inde  non  plura  quam  p  residua  diversa  resultare  possunt. 
§  16.   Coroll.  8.  Hinc  sequitur,  potesUtem  uT,  per  P  =  2p  +  I  divisam,  idem  praebere 
quod  «°=1,  seu  residuum  fore  unitatcm,  uti  alibi  ostcndi,  siquidem  divisor  2p  -+  1 


§  17.  Scholion,  Rximiis  proprieUtibus ,  quac  hinc  deduci  possunt,  hic  uberius  evolvendis 
non  immoror,  cum  hoc  jam  olim  a  me  sit  factumi'*;.  Ea  hic  tantum  principia  breviter  repetcre  con- 
stitui,  quibus  indigco  ad  novas  quasdain  rcsiduorum  aflecliones  explicandas,  unde  insignes  nonnullas 
numerorum  proprietates  multo  expcditius  dcmonstrarc  liccat.  Ilunc  in  Gnem  animadvcrto,  quod 
quidem  per  se  est  perspicoum,  quemadmodum  residno  «,?  acquivalent  numcri  a:i —  P,  ati —  2P, 
et  in  genere  a/3  —  nP,  existeote  P  divisore,  ita  etiam  omnes  numeros  per  P  diviso»,  idei 
relinqucntcs,  in  hoc  negoUo  Unquam  hoc  ipsum  residuum  specUri  posse.  IU  in  ordine 
rum,  pro  quocunqne  divisore  P,  omnes  planc  numcri  qtiadraU  ipsi  occurrere  sunt  censendi,  cum 
quilibct  aa  hujusmodi  forma  AP  -+-  «  cxhibcri  queat ,  ideoquc  vcro  rcsidito  «  acquivalcrc  sit  cxisti- 
mandus.  Hinc  cUam  inter  residaa  numeri  ncgativi  admitti  potcrunt,  cum  residuo  «  acquivaleat 
« —  P,  hocque  pacto  omnia  residua  ad  numcros  semissi  divisoris  P  minorcs  revocare  liccbit. 

§  18.  Tbeorema  III.  Si  in  ordinc  rcsiduorum,  ex  divisore  P  ortorum,  occurrant 
bina  residua  «  et  ti,  in  eo  quoque  occurrct  rcsiduum  — ^ — >  numero  n  ita  assumto,  ut 
a~^"P  fiat  numerus  intcger,  id  quod  semper  ficri  licct. 


(•)  Vidc  mpra  p«g.  215  et  »e«jq  iu  Comment.  XV. 
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Sint  aa  et  66  ea  quadraU,  quae  per  P  divisa  relinqminl  residua  «  et  /*, 

ut  sit  aa  =  AP  -\-u  et  bb  =  BP-\-i3.  Jam  quaeratur  c,  ut  sitf  =  "±W"  numeros  roteger, 
critque  ff  =  ~  +  *___^+  __^  „umero  integro.    Cum  nunc  numerator 

tanquam  ipsum  residuum  «,  denominator  vero  tanquam  residuum  /.  spectari  possit,  patet,  si  cc 
per  P  dividatur,  residuum  ad  formam  propositam  reductum  iri.    Posito  enim   hrcvitatis  gratia 

4  \  Xam+mmP  =  D,  ut  sit  cc  =  '  tum  vcro  =  "A  os,*n,,i  ^P01™'  fore  ^  =  CP-\-y, 

ut  residuum  ex  divisione  quadrati  cc  per  numerum  P  natum  prodeat  =  y.  Cum  autem  sit 
a  =  ,iy  —  nP,  ulique  fieri  poterit: 

ee—J+Bp—  —  U  +  ^ 

quoniam  indc  sequitur: 

( T)  —  n)  P  =  (fiC  +  yB  +  BfP)  P , 
seu       />  —  n  =  tiC  -  y#  +  tfCP, 
cujusmodi  relatio  inter  cocfficientes  ipsius  P  omnino  necessaria  est,  ut  numeri  integri  prodeant 

lIKer.  Loco  residui  «  aliud  aequivalcns  accipiatur  «  +  nP,  ut  sit  « -t- n_F  = /_y ;  et  cum 
omnia  quadrata  bujus  formae  (a  +  ;«P)1  idem  pracbeant  residuum  «,  quod  ex  quadrato  aa  nasci 
assumitur,  sumatur  m  ita,  ut  fiat  a  -\-  mP  =  bc,  et  quia  quadratum  66cc  per  P  divioum  relmquit 
residuum  «,  vel  /_>,  quadratum  vero  66  residuum  /3:  necesse  est  ut  quadratum  cc  relioquat  residuum 


Y__YnP,    gjt  enim  bbcc  =  EP-hfly  et  66=_?P  +  /?;  tum  vcro  si  neges  quadratum  cc  prae- 


jum  y,  praebeat  diversum  *,  ut  sit  cc=  CP  +  *;  crit  ergo 
66«  =  EP  +  ,_>  =  (fi*P  +   )  {CP  +  i)  =  /fcr  -f-  (ffC  +  B*  +  B{7P)  P. 
Jam  multiplis  divisoris  P  utrinque  omissis,  quemadmodum  in  aestimatione  residuorum  fieri  solel, 
siquidem  in  minima  forma  desiderentur,  babebitur  ;ix  =  jy,  idcoque  x  =  y. 

§  19.  CoroD.  I.  Cum  igitur  unitas  semper  sit  residuum,  si  pro  divisore  P  fuerit  aliquod 
residuum  «,  tum  etiara  L±J__  inter  residua  occurret,  quod  si  vocetur  ,S,  erit  atf—  1  -f  nP,  seu 
intcr  residua  productum  «/.  unitali  acquivalebit. 

§  20.  CorolL  9.  Pro  quolibet  ergo  residuo  «  aliud  quasi  ejus  reciprocum  assignari 
potest,  ut  «,_*  unitati  aequivaleat,  sumendo  scilicet  /?=  g  >  atque  llaec  duo  residua  reciproca 
«  et  ti  inter  sc  crunt  divcrsa,  nisi  ambo  fuerint  vcl  4  1,  vcl  —  t.    Si  enim  sit  /?  =  u  ct 

««  =  1  +  nP  =  I  4-  2»iP  4-  //wmPP, 
erit  «=  ±  (1  -j-  iwP)  et  multiplum  divisoris  mP  omitteudo,  «  =  ±  1. 

§  21.  CoroKL  3.  Dum  igitur  in  ordinc  residuorum  cuilibet  residuo  suum  reciprocum  adjun- 
gitur,  hoc  modo  bina  copulabuntur;  semper  autem  unitas  solitaria  relinquetur,  tum  vero  etiam 
rcsiduum  —  1 ,  seu  P  —  I ,  quoties  quidem  iotcr  residua  occurrit. 

§  22.   Schollon.    Idea  haec  binorum  residuorum  rcciprocorum  inaximi  est  momenti,  et  ad 
facilem  tbeorematis  pulcherrimi  nos  manuducct,  quod  alias  per  satis  multas  am- 
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quadratorum.  Ceterum  hic  meminisse  juvabit,  si  pro  quopiam  divisore  P  residua  sint  a,  /3,  y,  9,  etc. 
non-residua  vero  H,  25,  @,  35,  etc.,  tum  residuorum  omnia  producta  mutua  ufi,  ay,  etc.  etiam 
inter  rcsidua  reperiri,  eorum  autem  producta  per  quodpiam  non-residuum ,  veluti  ttX,  inter  non- 
residua  esse  referenda.  At  producta  ex  binis  non-residuis,  uti  B©,  in  ordinem  residuorum  transeunt. 
$  23.    Thooroma  IV.  Si  divisor  P  fuerit  numerus  primus  formae  ±q  4-  3,  tum 

—  i,  seu  P  —  t  ccrte  in  ordine  non-residuorum  reperitur. 

nrmonsfratlo.  Cum  posito  divisore  P  =  2p-\-  1,  hic  sit  p  =  2g  1 ,  ideoque  numerus 
impar,  numerus  omnium  residuorum  erit  impar.  At  si  —  1  in  ordipc  residuorum  occurreret,  cui- 
libet  residuo  «  responderet  atiud  residuum  —  «,  unde  ordo  rcsiduorum  ita  se  esset  habiturus: 

+  1,    4-«,    +        +  y,    4-3  etc. 

—  I,    —  a,    —  /3,    —  y,    —S  etc. 
foretque  ergo  numerus  residuorum  par.    Cum  igitur  numerus  residuonun  certo  sit  impar,  Ceri 
nequit,  ut  in  ordine  residuorum  occurrat  —  1,  seu  P—  1,  consequenter  in  ordine  non-residuorum 
necessario  reperiri  debeL 

§  2V.  CoroU.  1.  Quodsi  crgo  pro  divisore  primo  P  =  kq  4-3  inter  residua  occurrat  nu- 
merus  «,  tum  numerus  —  u,  seu  P  — a  certe  intcr  non-residua  reperietur;  similique  modo,  si 

—  ,*?  fuerit  rcsiduum,  tum  -\- (i  erit  non-residuum. 

§  2$.  Coroll.  9.  Si  quadratum  aa  per  divisorem  P  =  hq  4-  3  divisum  relinquat  residuum 
«,  quia  nullum  datur  quadratum  xx,  quod  praebeat  residuum  —  «,  fleri  omnino  nequit,  ut  ulla 
iumma  duorutn  quadratorum  aa  -{-  xx,  per  numerum  illum  \q  -j-  3  divisibilis,  existat. 

§  26.  CorolL  3.  Oriatur  praeterea  residuum  ex  quadrato  66,  et  quia  forma  {3aa  resi- 
duum  dat  a(i,  forma  vero  «66  residuum  u,3,  haec  forma  ,3aa —  «66  per  divisorein  P=kq  +  3 
erit  divisibilis. 

$  27.  CoroU.  4.  Cum  autem  nullum  detur  quadratum  xx,  quod  residuum  praebeat  —  ,d, 
nulla  datur  forma  uxx  rcsiduum  praebens  —  a-3,  nulla  hujusmodi  fonna  /3aa  4  uxx  per 
numerum  P=%?4-3  erit  divisibilis,  siquidem  «  et  /*  sint  residua,  et  «  residuum  quadrato  aa 
responueus. 

§  28.  CoroU.  5.  Cum  autem  neque  haec  forma  , 3aacc  4-  accxx  per  divisorem  P=kqA-Z 
sit  divisibilis,'  nisi  quadratum  cc  divisionem  admittat,  qui  casus  sponte  cxcluditur,  quadrato  aaec 
quodcunque  aliud  rcsiduum  praeter  a  respondere  potest;  unde,  loco  aacc  et  ccaxr  scribendo  dd  et 
yy,  nulla  bujusmodi  forma  t3dd-\-uyr  exhiberi  potest  per  nuracrum  P=Vq  +  3  divisibilis,  dum 
u  et  /3  sint  residua. 

§  29.  SchoUon.  Quo  haec  clarius  perspiciantur,  percurramus  quosdam  numeros  primos 
formae  Vg  -+-  3,  ac  residua  ejus  semissc  majora,  subtrahendo  inde  kq  4-  3,  ncgative  repraescntemus, 
ut  infra  semissem  revocentur,  indequc  pateat,  nullius  residui  «  negativura  — «  simul  in  ordinc 
resiuuorum  occurrerc. 

(*)    Vide  .opra  png  163  in  CommcnU  XII. 
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Divisor 
3 
7 
ll 

19 

23 


i 

I,  —3,  +2 

1,  4  *,  -2,  +  5,  +  3 

I,  +  h,  49,  —  3,  +6,  —  2,  -  8,  47,  4  5 

1,  4-*,  -+-9,  -  7,  42,  —10,  4  3,  -5,  —II,  4-8,  4  6 


31    !  1,  4*.  4-9,  —15,  —6,  4  5,  -13,  4-2,  -12,  47,  -3,  -11,  -+•!*,  +1«.  4«- 


Hic  evidens  est,  inter  residua  ooincs  numeros  scmisse  divisoris  non  majores  occurrere  vel  signo  -4-, 
vel  —  affectos,  nullum  autem'  bis  utroque  signo  affcctum  occurrere.  Hinc  si  sinfulorum  horum 
rrsiduorum  signa  mutentur,  ordo  non-residuorum  complebitur.  Hinc  pro  divisore  31  sequentes 
formac  cxbiberi  possunt  nunquam  pcr  31  divisibiles:  aa-\-bb,  aa — 1566,  aa  —  666,  aa  4  566, 
aa —  1366,  aa  4  266,  aaj-Tbb,  aa  —  366,  ad — 1166,  aa  4  H66,  aa  4- 1066.  Atquc  in 
gencrc,  si  «  et  /9  sint  duo  quaecunque  residua,  nulla  hujusmodi  forma:  aaa  +  ,9bb,  per  numorum 
31  divisionem  admittct. 

§  30.  Theorema  V.  Si  divisor  P  fuerit  numerus  primus  formae  *?4*>  tam 
numcrus  —  1,  seu  P —  1  certe  in  ordine  residuorum  repcritur. 

nenion»tratlo.  Sit  a  residuum  quodcunque,  eritque  eliam  ejus  redprocam  —  *  seu  — ~  — 
residuum  (19),  quod,  uisi  sit  vel  u  =  4  •»  vel  «  = —  1,  ab  «  erit  diversum,  ita  ut  exeeptis  his 
duobus  casibus  cuilibet  rcsiduo  «  respondeat  suum  reciprocum,  quod  sit  «',  ab  a  diversum;  ubi 
notetur  ipsius  «'  reciprocum  vicissim  esse  a.  Quare  si  —  I  inter  residua  non  reperiretur,  omnia 
residua  ita  repraesentari  posscnt,  biois  reciprocis  conjungendis: 

■ 

1,   «,       y,  <*,  ctc. 
f,  y,  *\  etc 

sicque  cum  omnia  sint  diversa,  numcrus  omnium  residuorum  forct  impar.  Cura  autem  divisor  sit 
•umcrus  primus  formae  hq  -(-  1,  numerus  omnium  residuorum  est  2q,  ideoque  par;  unde  necessario 
scquitur,  intcr  rcsidua  quoque  numerum  —  1,  seu  P —  1  occurrere,  quia  alioquin  numerus  resi- 
duorum  foret  impar. 

§31.  CorolL  I»  Cum  ergo  pro  divisore  primo  P=*o4  I  numerus  —I  certc  inter 
residua  reperiatur,  si  aliud  residuum  quodcunquc  fuerit  u,  inter  rcsidua  etiam  occurret  — «. 

§  32.   CorolJ.  ».    STHgitur  quadratum  aa  pcr  divisorcm  primum  kq-^i  divisum  relinquat 
a,  ajiud  dabitur  quadratum  66,  quod  residuum  praebebit  — a, 
aa  4  66  cerlc  crit  per  numerum  primum  Vq  4  1  divisibilis. 

S  33.    Coroll.  S.    Quoniam  omnia  residua  ex  quadratis,  quorum 

su|ierant,  nascuntur,  quadrato  quocunque  proposito  aa,  aiiud  semper  66  non  majus  quam  V77 
cshiberi  potest,  ut  summa  aa  4  66  prodcat  divisibilis  pcr  hq  4  1. 
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$  34.  GoroU.  4.  Si  l  +  «a  divisioiiem  per  ♦«  +  !  admittat,  tam  etiam  66 +  «»66,  ac 
proiode  quoque  66  +  (a6  -  (Vq+- 1)  n)«  divisionem  admittet,  sicque  altero  quadrato  66  pro  lobito 
assumto  alterum  (ab  —  (\q  +  1)  »)•  facile  reperitur. 

§  35.  CoroU.  5.  Si  baec  duorum  quadratorum  summa  oa  +  66  per  divisoran  *a+l 
fuerit  divisibilis,  tum  etiam  aaxx  -f  bbxx,  ac  proinde  quoque  haec  forma: 

(ax—  (»q  +  l)*)*-f  (bx  —  (\q  +  l)n)* 
divisionem  admitlet.    Semper  autem  x  ita  assumere  licet,  ut  alterius  radix  ax  —  (Vg-f-  l)m  dato 
numero  c  aequetur,  sumendo  x  =  c~^~ >  quod  scmper  in  integris  fieri  potest. 

§  36.  Scliollon  I.  Pro  quovis  divisore  primo,  sive  sit  formae  »q+l,  sive  Vq-j-3, 
numerorum  reciprocorum  eonsideratio  omnem  attentionem  meretur,  cum  inde  tam  facile  hanc  insig- 
nem  veritatem  elicuerimus,  quod,  proposito  numero  pruno  quocunque  formae  \q~\-  I,  semper  summae 
binorum  quadratorum  cxhibcri  queant  per  illum  divisibiles.  Cum  igitur  demonstrari  praeterea  possit, 
summam  duorum  quadratorum  alios  non  admittere  divisores,  nisi  qui  ipsi  sint  siunmae  duorum  qua- 
dratorum,  hoc  inodo  theorematis  Fermatiani,  quod  omnes  numeri  primi  formae  \q-\-i  sint  duo- 
rum  quadratorum  aggregata,  demonstratio  multo  expeditius  absolvitur,  quam  quidem  olim  a  me  est 
factum.  ,  Quemadmodum  autem  numeri  reeiproci  pro  quovis  divisore  P  se  habeant,  dnm  cujusvis 
numeri  a  reciprocus  est  — ^ — »  cx  subjunctis  excmplis  clarius  intelligetur: 


Divisor 
3 

Reciprocorum  paria 

•  •  ■ 

5 

2 

3 

_ 

2/~3 
\,  5 

11 

2,    3,    5,  7 
6,    \,    9,  8 

13 

2,    3,    \,    5,  6 
7,    9,  10,    8,  11 

17 

2,    3,    \,    5,    8,  10,  11 
9,    6,  13,    7,  15,  12,  IV 

19 

2,    3,    \,    6,    7,    8,    9,  tt 
10,  13,    5,  16,  11,  12,  17,  15 

23 

2,    3,    \,    5,    7,    9,  11,  13,  15,  17 
12,    8,    6,  U,  10,  18,  21,  16,  20,  19 

29 

2,    3,    V,    5,    7,    8,    9,  12,  lfc,  16,  18,  19,  23 
15,  10,  22,    6,  25,  11,  13,  17,  27,  20,  21,  26,  2V. 

Singula  haec  paria  reciproca  ita  inter  se  sunt  connexa,  ut  quilibet  numerus  unicum  tantum  recipiat 
reciprocum,  divisore  scilicet  minorem,  prorsus  uti  in  theorcmate  assumsimus. 
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$  37.  Schollon  «.  Quodsi  ergo  divisor  primus  fuerit  formae  hq+i,  videamus  quomodo 
nuhiua  secondum  hanc  legem  reciprocorum  dispostta  se  sint  habitura: 


Divisor 
5 

Rcsidua 
1,  * 
1,  (-0 

13 

1,    k,    9,    3,  12,  10 

1,    *,    9,  12 
10,    3,  (-  1) 

17 

1,    k,    9,  16,    8,  .2,  15,  13 

1,    K,    9,    8,  16 
13,    2,  15,  (-1) 

29 

1,    k,    9,  16,  25,    7,  20,    6,  23,  13,    5,  28,  2K,  22 
1,    k,    9,  16,  25,    6,  23,  28 
22,  13,  20,    7,    5,  2t,  (-1) 

37 

1,    k,    9,  16,  25,  36,  12,  27,    7,  26,  10,  33,  21,  11,    3,  3*,  30,  28 

1,    k,    9,  16,  25,  12,  27,  26,  21,  36 
28,  33,    7,    3,  3*.  11,  10,  30,  (—  1) 

Ex  his  exemplis  perspicuum  est,  cum  unitas  sit  solitaria,  ct  reliquorum  residuorum  quodque  suum 
reciprocum  habeat  adjunctum,  numerum  residuorum  futurum  esse  imparem,  nisi  praeter  unitatem 
aliud  residuum  solitarium  acccderet,  quod  sibi  ipsi  esset  reciprocum.  Quouiam  igitur  his  casibu.% 
quibus  divisor  est  numerus  primus  formae  bq~\-  i,  numerus  residuorum  certo  est  par  =  2q,  necesse 
cst  ut  practer  unitatcm,  rcsiduum  kq,  vel  —  1  occorrat,  cujus  quippe  reciprocum  ipsi  est  aequale. 
Unde  veritas  insignis  istius  theorematis,  cujus  demonstratio  alioquin  maiime  erat  difOdlis,  admodum 
fit  perspicua:  quod  scilicet,  quoties  divisor  sit  numerus  primus  formae  kq  +  1,  inter  residua  semper 
occurrat  numerus  kq,  vel  —  1. 

§  38.  Scholion  3.  Quemadmodum  binc  patct  numerum  —  1  inter  residua  reperiri,  quoties 
divisor  fucrit  numerus  primus  formae  kq-j-  I,  ita  pro  quovis  alio  numero  primo  s,  divisorum  pri- 
morum  forma  assignari,  at  nondum  dcmonstrari  potest,  ut  iste  numerus  s  in  residuis  reperiatur. 
Cujusmodi  est  hoc  theorema: 

Si  divisor  primus  futrit  fbrmae  kia  +  (2x  ■+-  1)*,  exislente  s  numero  primo,  tum  in  residuis 
occurrenl  nameri  -f  s  et  —  s. 

alterumque  huic  simile: 

Si  divisor  primus  fiierit  format  kns  —  [2x  4-  1)*  estistente  s  numero  primo,   tum  in  residuis 
occurret  numerus  +s;  at  — s  erit  in  non-residuis. 

Quando  autem  vicissim  —  *  occurrat  in  residuis,  at  -f  *  in  non-residuis,  ita  in  geoere  definiri 
nequit.    Pro  casibus  autcm  particularibus  res  ita  se  habere  deprehenditur: 
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ut  sit  dfvisor  prtmus  debet  esse 


—  5  residuum  \ 

—  7  rpsiduum  ) 

}  P=28»+ll,  15,  23 
+   7  non-residuum  / 

(  —  11  residuum  ) 

{+.,  «™*—}  '"•»■+  3'  ".«.«.3. 

(  —  13  residuum  } 

1+13  non-rcsiduum)  P=52"-»-7.  1!»  19«  15»  31»  « 

{  +  17  nTn^duum)  P  =  G8b  +  3'  7'  "»  ^3'  27'  3,«  39'  63 
i  —  19  residuum  \ 

{  +  10  non-residuum}  P  =  76n  +  7'       19'  23'  35'  39'  *3'  "'  55'  63 
i  —  23  residuum  \ 

\  +  2J  p  =  *>»  +  ».  «*-  «•  «.  »•  *  «.  «• 

Quorum  casuum  contemplatio  hoc  suppcditat  theorema: 

5«  divisor  primus  fuerit  formae  km—  Vz—  1,  exdadendo  omnes  valores  in  fitrma 

%ns  —  (8x+  1)» 

contentos,  existente  s  numero  primo,  tum  in  residuis  occurret  —  s,  <il  +  s  «rd  «w 
residuum. 

Quibus  theorematibus  insupcr  hoc  adjungi  potest: 

S/  diVtwr  priiniu  /writ  /ormae  las  +  lz+l,  excludendo  omnes  valores  in  forma 

tns  +  (2x  +  1)» 

•   contentos ,  existente  s  numero  primo ,  Uun  lam  +  s  g uom  — s  in  non-residuis  occurret. 

Thcoremata  haec  ideo  subjungo,  ut  qui  hujusmodi  speculationibus  delectantur,  in  corum 

sit  dubium,  quin  inde 


■      •  • 


Qualuor  haec  theoremata  posurema,  quorum  demonstratio  adhuc  deside- 
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quadrala  imparia  I,  9,  25,  W,  etc. 
per  dwisorem  ks,  notenturque  residua,  quac  omnia  erunt  fbrmae  *q+  1,  quorum  quodvis 
Uttera  a  indieetur,  rdiqmrum  autem  nutnerorum,  formae  kq-\-t,  qui  inter  residua  non 
occurrunt,  quilibet  littera  H  indicetur,  quo  facto  si  fuerit 


divisor 


*ns-f-« 
*ns  —  « 

kns-H 


+  ■ 

+  s 

+  ■ 

+  S 


et  —  s 
ef  —  s 


i 
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•  .  ... 

xxxv.  ...... 

Disquisitio   accuratior  clrca   rcsidua  cx  divisione  quadratorum 


(0P.  «nal.  I.  151.  Exhih.  1771  Maji  18.) 


indicetur;  similique  modo  litterae       y,  5,  etc.  mihi  denotabunt  residua  in  divurione 
66,  cc,  dd,  etc.  reUcta. 

§  2.  Erit  ergo  a  —  aa  —  np,  quia  residuum  a  prodit,  si  a  quadrato  aa  multiplum  numeri  p 
aufcratur,  idque  maximum',  ut  readuum  a  ipso  divisore  p  mious  reddatur.  INibil  autem  impcdit, 
quominus  multiplum  np  majus  accipiatur  quadrato  aa,  unde  residuum  o  prodit  negativum,  sicque 
ejus  valor  infra  {p  deprimi  potest 

§  3.    Idem  igitur  residuum  a  multis  modis  exhiberi  potest,  quoniam  cunctae  hae  formae 
a  ±  mp  candem  naturam  continent.  Perinde  scilicet  est,  sive  residuum  ex  divisione  quadrati  aa  per 
p  ortum  dicatur  essc  a,  sive  a  ±  p,  sive  a±mp,  denotante  littera  m 


§  k.  Innumera  autem  quadrata  aa,  per  numerum  p  divisa,  idem 
ex  cognito  uno  aa  facile  inveniuntur.  Guncta  baec  quadrata  ista  forma  (a  ±  mp)*t  vel 
(mp  ±  a)1  contineri  evidens  est;  sicque  auffkit  residuum  ex  barum  forroa  minima,  cujus  radix  non 
excedet  {p,  notasse:  omnia  scilicet  hae  quadrata  (mp  ±  a)*  respectu  numeri  p  ejusdem  indolis  sunt 
cenaenda. 

§  5.    Quadratis  secundum  ordinem  naturalem  dispositis,  residua  per  divisorem  p  orta  ita  sc 


Quadrata:    1 ,  2»,  3%  (p ->>)*,    (p  -  3)\    (/>  -  2)\  (»-!)« 

Residua:      1,       9,   16,  . . .     16,  9,  t,  1. 

Quadratis  ergo  ad  (p  —  1)*  continuatis,  singida  residua  bis  occurnint;  et  quia  p  est 
primus,  eorum  numerus  est  par,  et  bina  quadrata  media  (^^)*  et  (^j^f»  idem  dabunt  resi- 
duum  »-}f±}.. 

§  6.   Omnia  ergo  residua,  quae  quidem  ex  divisione  numerorum  quadratorum  pcr 
primum  p  resultare  possunt,  nascuntur  ex  his  quadratis: 

Quadrata:    1,  2\  3\    V  (£=i)" 

i:     1,  »,  9,  16,....fy-^"M, 
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est  =P~y-'    Neque  ergo  omncs  numeri  dirisore  p 
est  p  —  1 ,  inter  residua  occarrunt,  sed  eorum  semissis  inde  certe  excluditur. 

§  7.  Continuatis  autem  quadratis  ad  (^~-?)\  residua  inde  orta  omnia  sunt  divcrsa:  neque  enim 
ujluro  usque  ad  hunc  tcrminum  bis  occurrere  potest,  siquidem  divisor  p  sit  numerus  primus.  Namque 
si  bina  quadrata  aa  et  bb,  ncutro  quadratum  (~  - )  excedente,  idem  darent  rcsiduom  r,  diffe- 
rentia  eorum  aa —  bb,  idcoque  vel  a  —  bt  vel  a  -\-  b ,  per  p  dividi  posset.  Cum  autem  neque  a 
ncque  6  supcret  p  ^  *>  etiam  summa  a  -\-  b  minor  erit  quam  p,  ideoque  ficri  omnino  nequit,  ut  ea 
summa,  ac  multo  minus  differentia  a  —  6,  divisionem  pcr  numerum  p  admittat 

§  8.  Proposito  ergo  numcro  primo  p  omnia  residua  ex  his  quadratis 

3\%*  (^1)1 

quorum  numerus  cum  sit  =; ct  residua  omnia  inter  se  differant,  numerorum  ipso 


p  minorum,  quonun  multitudo  est  p  —  i,  semissis  certe  intcr  residua  occurrit;  semissis  vero  inde 
excluditur,  et  classem  non  residuorum  constituit.  Pro  quolibet  ergo  numero  primo  p  residua  a 
non-residuis  probe  sunt  disccrnenda. 

J  9.  Si  enim  «  inter  residua  occurrat,  pronunciare  possumus,  innumcrabilia  quadrata  dari, 
quae  in  hac  forma  np  -\-u  contincantur,  ac  minimi  eorum  radicem  non  excedcre  numerum  p  ~  *• 
Sin  autem  numerus  %  inter  residua  non  reperiatur,  pronunciabimus  nulJum  numerum  quadratum  in 
forma  np  +  H  contineri.  Quovis  autem  casu  tam  residuorum  a  quam  non-residuorum  "H  multitudo 
est=^- 


§  10.    Qnodsi  residua,  ex  divisione  quadratorum  per  numcrum  primum  p 
hunc  ordinem  naturalem  disponantnr,  primo  oocurrent  numeri  quadrati  1,  \,  9,  16,  etc.  donec  dtvisic 
per  niunerum  p  ad  minorcs  numcros  redigi  possunt:  postremum  vero  eorum  erit  pp  ~  , 
numerum  p,  quotics  fieri  potest,  aufferri  oportet. 

§11.  Ad  hoc  postremum  rcsiduum  agnosccndum  duos  casus  contemplari  convcnit,  prout  nu- 
merus  primus  p  fuerit  formae  vel  Vq-f  1,  vel  Vq  +  3.  Sit  primo  p  =  \q  +  1,  ideoque  =  2q, 
ct  ultimum  residuum  \qq,  quod  subtractione  multipli  qp  =  kqq-\-  q  reducitur  ad  —  q,  scu  ad 
Zq  +  I.  Altero  vcro  casu  p  =  \q  -+-  3,  seu  ~~^=  2q  +  I ,  ultimum  residuum  \qq  +  \q+i 
ablatione  nKilupli  qp  =  \qq  +  3?  reducitur  ad  q  H-  1. 

§  12.    Simili  modo  pcnultimum  rcsiduum,  ex  quadrato  C  ^  ')*  ortum,  reperitur. 

pro  casu     p  =  \q-\-\,    \qq  —  hq  -\-  1,    scu  —  5q-fl,    scu  —  0  +  2: 
prb  casu     p  =  \q-\-3,    Voo  +  ll,    scu  —  3q,    seu  q  +  3. 

At  antepenultimum,  ex  ('-^5)*  ortum,  ita  prodil: 

pro  casu     p  =  \q  j-  l,    \qq-Sq-\-\,    seu— 9q+V,    scu— q-G: 
pro  cnsu     p  =  \q-\~3,    \qq  —  \q-\-i,    seu  —  7q      1 ,    seu  9  -r  7. 
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Quod  vero  antepenulUmum  praecedit,  hoc  modo:  •»  d>..n 

pro  casu     p  =  *g-M,    *gg-12g  +  9,   seu  —  13g  +  9,    seu— g  +  lg; 
pro  casu     p  =  Vg4-3,    *gg-8g  +  *.    seu-llg— *,    seu  9+«?. 

§  13.    Hos  igitur  binos  casus  disUoguendo,  residua  sequenU  modo  se  habebunt: 

Casup=*g  +  I.  , 
Quadrata:    1 ,  2»,  3*,  ** . . .  (2g  -  3)»,    (2q  -  2)»,    (2g  -  I)*,  <2g)\ 
Residua:     1 ,  *,  9,  16  . . .  -  q  +  12,    —  g+6,     -  q  +  2,    -  g, 

seu   3g  +  13,     3g  +  7,      3g  +  3,  3g-|-l. 

Casup=*,4-3.  "     ■**     'l"'  1 

Quadrata:    1,  2*.  3»,  **.. .  (2g-2)\    (2g  -  1)\   (2g)\   (2,+  l)\ 
Residua:     1 ,  *,  9,  16  . . .  g  +  13,       g  +  7,      g+3,  ,4-1. 

Priori  scilicet  casu  in  genere  occurrit  residuum  —  g  +  nn  +  n,  seu  3,  +  *ut  +  1,-posteriOri  vero 
,  +  „„  +  „  + i. 

§  1*.  Quo  bic  residuorum  ordo  clarius  perspiciatur,  exempla  spectanda  proponam,  et  primo 
quidem  pro  nnmeris  primis  formae  p  =  *g+l.  .  T  :    <  .! 


p  =  511, 

g=  Oi, 


J 


seu  1,  —  1  .         '  \\ 

13)  1,  2»,    3«,  *»,     5\     6»  V 


p=13jl,  2»,  3»,  *», 
g=  3)1,   *,     9,  3, 


12,  10 


seu  1,  V,—*,  3,-1,-3 

=  I7W,  2*. 
=  *Jl,  *, 


p=17W,    2»,     3*,     **,  5*.  6*.     7*,  8* 
,=  *Jl,    *,      9,    16,   8,   2,     15,  13 
seu  1,    *,  — 8,  — 1,    8,    2,  —2,—i» 


»  =  29)1,2*3*,     **,    5*,  6»,   7»,  8*.    9*,  10*,  11»,  12»,  13*,  I** 
g=  7/1,  *,  9,     16,  25,  7,  20,  6,   23,  13,    5,   28,   9*,  22 
seu  1,  »»,  9,-13,—*,  7,-9,  6,-6,  13,  5,-1,-5,-7 

p=37H,  2*.  3»,  **,  5»,  6»,  7»,  8*,  9*.  10*,  11*.  12*,  13*,  I**,  15*.  16*,  17*,  18* 
q—  9U,  *,    9,  16,    25,  36,  12,    27,  7,    26,   10,   33,    21,   11,     3,  3*.   30,  28 


seu  1,  V,   9,  16,-12,-1,12,-10,  7,-11,   10,  —  *,-16,   11,  3,-3,-7,-9 

/i=Kjl,  2»,  3»,  **,    5*,  6»,  7*.     8*.   9»,  10*.  11*,  12*.  13*.  1**,  15*.  16*.  17»,  18*,  19*,  20* 
,=  10M,  *,  9,  16,    25  ,  36,  8  ,    23,  10,  18,  39,    21,    5,  32,  20.  10,   2,  37,  33,  31 
seu  I,  *,  9,  16,-16,-5,  8,-18,  -1,  18,-2,-20,    5,-9,  20,  10,    2,-*, -8,-10 
ubi  observare  licet,  in  residuis  per  negaUva  ad  minimam  foraiam  reductis,  singulos  numeros  bis, 
posiUve  scilicet  et  negative  occurrere. 
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§  15.   Sequentia  ezempUi  pertinent  ad  numeroa  primoa  formae  p  =  \q+S. 
p  =  3/1  p=7  Jl,      2*.  3» 

««1.-3,  2 

p=lljl,    2*,    3»,  5' 
9=  2ll,  9,     5,  3 

seu  1,    \,  —2,     5,  3 

p=l9jl,    2»,    3»,    -V»,    5»,    6»,    7»,    8»,  9» 
q  =   k\i,    k,     9,     16,     6,    17,    II,    7,  5 
aeu  1,   -V,    9,-3,    6,-2,-8,    7,  5 

p=23|l,   2»,   3\     »»,    5\      6\    7\     8\      9\    10»,  11* 
q  =   5U,    k,     9,    16,    '2,      13,    3,     18,      12,      8,  6 
seu  1,    h,     9,-7,     2,-10,     3,  -5,  —11,      8,  6 

p-      <  |..  .    *  ".  '  i 

p=3IJl,2»,3\  5\    6\     7\    8\     9»,    10»,    ll\     12*'   13»    1»»  15» 

q  =   7\l,  »,  9,     16,    25,    5,     18,    2,     19,     7,     28,     20,     H,     10,  8 
seu  1,  *,  9,-15,—  6,    5,-13,     2,-12,      7,-3,-11,     tk,     10,  8 

p=WM,2»,3\  *»,    5»,  6»,  7»,  8»,  9»,  10»,  11»,  12\  13»,  IV»,  15»,  16»,  17»,  18»,  19», 20»,  21» 
,=  10\l,  k,  9,  16,  25,  36,  6,  21,  38,  Ik,  35,  15,  40,  2*.   10,  »1,  31,  23,  17,  ,13,  11 
scu  1,  k,  9,  16,-18,  -7,  6,  21,  -5,  ik,  -8,  15,  -3,-19,    10,  -2,-12,-20,  17,  13,  11 

In  istJs  residuis  ad  miuimam  formam  reductis  omncs  plane  numcri  ab  unitate  usquc  ad  2q  +  f 
occurrunt,  alii  signo  positionis,  alii  negationis  affccti.  Verum  has  proprietates  observatas  demon- 
strari  oportct 

•  §  16.  Jam  supra,  p.  V79  demonstravi ,  si  inter  residuL,  ex  divisione  quadratorqm  per  numerum 
p  orta,  occurrant  numeri  a  et  /3,  ibidcm  quoque  reperiri  productum  uj3,  ac  proinde  quoque  hanc 
fonnam  latius  patentem  Oriantur  enim  haec  rcsidua  ex  quadratis  aa  et  66,  ita  ut  sit 

aa  =  mp  -\-  a  et  66  =  np  -f      atque  manifestum  est  ex  borum  quadratorum  producto 

aabb  =  mnpp  -\-  (m/3  +  nu)p-\-  a/3, 
cujus  forma  est  Mp  -\-aj3,  nasci  residuum  u/3;  simili(|ue  modo  ex  quadrato  a***  6*"  provenirc  resi- 
duum  am  /3",  scu  0™/?" —  Mp,  ut  ad  minimam  formam  rcducatur.  Quin  ctiam  notari  convenit,  hoc 
ipsum  residuum  um  /3"  nasci  ex  omnibus  his  quadratis:  (om6"±  Np)%,  seu  (Ap  ±  am  6")*,  ideoque 
ex  quadrato,  eujus  latns  am6"— Ap,  scu  Ap —  am6"  minus  crit  quam  |p. 

j. 

$  17.    Denotent  littcrae  a,  6,  c,  o!  i  omnes  numeros  divisoris  p  scmisse  Jp  minores, 

quorum  ergo  niullitudo  est  =— — »    sintque  a,  (3,  y,  8  X  residua  ex  corum  quadratorum 

«»,  6»,  c»,  d»v...i»  per  numerum  p  divisione  relicta,  quorum  multitudo  iUdcm  est  —  •»* 


Digitized  by  Googl 


Residfta  ei  dhtsume  potestatum  iper-  numtros  prinws  relicta.  49 1 


p  minoribus,  quorum  multitudo  est  pr—  I , 

jon-residuoruin  complexos  litteris  7i,       G,  3), . . .  .1 

Notatu  ergo  maxime  dignum  «st,  in  ordine  residuorum  «,  /?,  y,  S,  X,  etiamsi  eorum 

est  = -^i  taracn  omnia  eorumdem  producU  ex  binis  plnribusque,  atque  etiam 
i  omnes  occurrcre;  siquidem  auferendo  inde,  quotiea  fieri  potest,  mvMorem  py  ad 


§  18.  Quo  magis  haec  illustrentur,  animadverti  oportet,  ratione  cujusque  divlsoris  p 
in  tolidem  species  distribui;  scilicet  ratione  divisoris  2  duae  habentur  species 
parium  et  imparium  formuJis  2*  et  2 «+  l  contentorum.  Divisor  autem  3  tres  praebet  numerorum 
species  3x,  3x  -4-  1  ct  3x  -j-  2,  et  divisor  k  has  quatuor  kx,  \x  -f-  1,  Vx  -j-  2  et  -f  3,  quae 
diversae  species  in  numerorum  doctrina  sollicite  distingui  solent.  Simili  ergo  modo  ratione  divi- 
soris  cujusque  p,  bae  diversae  numerorum  species  constituuntur : 

px,   px+i,   px-^2,   px-f,3,  p*-ip  —  1, 

quanun  multitudo  est  p.  Omissa  crgo  prima  specie  px  multipla  divisoris  p  continente,  reliquarum 
multitudo  est  p —  I;  ac  si  p  fuerit  numerus  primus,  has  specics  in  duas  classes  dividi  convenit, 
utraque  -~-  spccies  complectente : 

px-fa,   px -}-,{?,   px-r-y,   px-\-S  px  +  X, 

px-|-2l,  px-)-S5,  px  +  G,  px-4-X>,.  ..px-\-i, 

ita  ut  omnes  numeri  quadrati  in  priori  classe  contineantur,  posterior  vero  classis  naturae  quadratorum 

prorsus  adversetur. 

§  19.  Pro  quolibet  ergo  divisore  primo  p  his  duabus  ciassibus  eonstttutis,  quarum  utraque 
--^—  species  continet,  et  quae  ambae  conjunctioi  omnes  planc  numeros  continent,  exceptis  multiplis 
ipsius  p,  quippe  quorum  judicium  est  in  promtu,  omnes  numeri  in  priori  classe  contenti  hac  gau- 
dent  proprietatc,  ut  producta  ex  binis  in  eadcm  classe  contineantur,  in  qua  ergo  simid  non  solum 
potestates  singulorum  quaecunque,  scd  ettam  producta  ex  binis  pluribusque  hanun  potestatum  occur- 

runt.    Prior  igitur  classis,  quam  voco  residuorum,  numeris  a,  /3,  y,  S,  X  determinaUir,  dum 

altera  classis  non-residuorum  numcris  21,  fc,  G.  5D  i  deGniUir. 

$  20.  Demonstravi  deinde  eUam,  si  in  dasse  residuorum  occurraut  duo  numeri  r  et  rs,  quo- 
rum  ille  r  hujus  rs  sit  factor,  tum  eUam  hujus  alterum  factorem  in  eadem  classe  reperiri.  Cum 
enim  dentur  duo  quadraU  aa  et  66,  ut  formae  aa —  r  et  66  —  rs  sint  per  numenim  primum  p 
divisibiles,  existentibus  numeris  a  et  6  ipso  p  minoribus,  eUam  forma  aas  —  rs  per  p  est  divisibilis, 
hincque  etiam  diiTcrentia  66  —  aas,  et  (6  +  np)*  —  aas.  Cum  autem  a  et  6  sint  ipso  p  minores, 
semper  n  ita  assumere  licct,  ut  liat  6  -j-  np  =  ma.  Ex  quo  talis  forma  mmaa  —  aas  dabitur  per  p 
divisibilis,  adeoque  et  haec  nun  —  s,  ita  tit  sit  s  =  mm  —  np,  ac  propterea  numerus  *  inter  residua 
reperiatur.  llinc  sequitur,  si  r  ftierit  residuum,  at  s  non-residuum,  tum  productum  rs  certe  fore 
non-rcsiduum ;  seu  producta  ex  quovis  residuo  per  non-reslduum  facta,  veluti  /?X  inter 
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$  21.    Si  igitur  H  fuerit  non-residuum ,  omnia  haec  producta:  a%,        r*  XH,  erunt 

i,  quae  cum  aint  diversa  int«r  se,  etiain  reductione  ad  minimatn  forraam  (acta,  eonunque 
nomerus  =^'  »  in  iis  adeo  omnia  non-residua  continentur.  Ex  quo  jam  perspicuum  est  prodocta 
ex  lrims  non-residuSs,  vehiti  a.WH,  ad  classem  residuorum  esse  referenda,  quoniam  atl  est  residuum, 
et  'WH,  utpote  numerus  quadratus,  per  se  inter  residua  occurrit.  Simul  vero  patet  producta  ex 
tcrnis  non-rcsiduis,  uti  HS&l,  iterum  in  classem  non-residuorum  cadere,  producta  vero  ex  quaternis 
inter  ipsa  rcsidua  repcriri,  et  iia  porro. 

§  22.  Praeterea  vero  etiam  observo  cx  datis  binis  restduis  a  et  /i  per  divisionem  novum 
residuum  oriri,  et  fractionem  —  inter  residua  esse  refcrendam.  Eui  enim  fractiones  ex  hac  ratiooe 
prorsus  cxcluduntur,  tamen,  quia  numerus  «  acquivalcns  ccnsetur  huic  formae  generali  a  -\-  np, 
univcrsam  speciem  contincnte,  numcrum  n  utique  ita  accipere  licct,  ut  -^—  Gat 
de  quo  effatum  est  intelligendum,  quod  scilicet  inter  residua  reperiatur.  Hinc  ergo 
hujus  progressionis  geometricae: 

^    £»  S» etc- 

ei  binis  residuis  o  et /?  continuatae,  in  classe  residuonam  continentur,  si  scilicet  singuli  ad  formas 
integras  revocentur.    Quodsi  enim  fractio       acquivalcat  numero  integro  r,  statim  sequentes 
integri  obtinenlur:  «,  /5,  f3r,  fir\  fir*,  tir\  etc.  qui  ad  minimam  formam  reducti  non  plures 
- "  1  «>.m-i-«.  diversos  praebere 


i 

§  23.  Consideremus  ergo  hanc  progressionem  geometricam  a,  fi,  fir,  fir\  fir*,  fir*,  etc.  et 
cum  omncs  termini  diversi  esse  nequeanl,  pracbcant  hi  termini  /frm  et  /ir"1 '  per  p  divisi  idem 
residuum,  ita  ut  differentia  tir"' ' ' "—  ,cir"\  ac  propterea  rn— 1  per  p  flat  divisibilis.  Tum  ergo 
etiam  termini  -i  et  ;ir",  atque  ctiam  a  et  tir"~'  rationc  residui  convcnient;  ex  quo  patct,  plura 
residua  diversa  prodire  nou  posse,  quam  quac  oriuntur  cx  his  terminis  initialibus: 

«,  ti,  Jr,  ,ir*  tir"-\ 

quoniam  ex  sequentibus  ,ir"-\  f3r",  iir"^1,  ctc.  eadem  residua  eodem  ordinc  recurrunt;  quorum 
ergo  residuomm,  siquidem  fuerint  diversa,  multiludo  major  esse  nequit  quam  p-~ ' ;  quod  evenit  si 
r"  sit  minima  potestas  ipsius  r,  quae  unitate  minuta  per  p  divisionem  admittat,  Hinc  patet  nume- 
«  ccrte  non  superare  ?-~--i  ac  si  fuerit  n  =  '^-~^i  omnia  piane  residua  obtincntur. 

§  2V.  Sin  autcm  ex  tcrminis  u,  -i,  ,ir,  jr1, . . . .  ,ir"~ *,  non  omnia  rcsidua  prodeant,  sed 
omittantur,  facile  ostcnditur,  ad  minimum  totidem  omitti,  quot  adsunt.  Si  enim  rcsiduum 
y  intcr  ea  non  occurrat,  quod  etiam  per  w)  rcpraesentare  licct,  quoniam  y-j-mp  semper  ad 
formam  ud  rcvocari  potest,  tum  etiam  neque  tid,  neque  ,i()r,  neque  etc.  inter  ea  residua 

reperictur,  quac  cum  sint  divcrsa,  excluso  uno  simul  n  cxcluduntur,  undc  2n  numcrum  omnium 
p~^  supcrarc  ncqiiil.  Erit  crgo  vcl  2«  =  ^^>  vel  2n  <'"^-,  et  posteriori  casu  adhuc  dc  novo 
ad  minimum  «  residua  excluduntur.  Quare 
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a,  f3,  /?r,  /3r*t  /tfr"-1, 

quorum  nmwrus  est  n,  vel  omnia  rasidua  contineant  ex  quadratis  orta,  quorum  multitudo  est 
—  -_  1  j  vel  iude  exclusorum  numcrus  sit  =  n,  vel  =  2n,  vel  =3«,  ete.  evidens  est  numerum 
n  necessario  partem  aliquotam  ipsius  ^-^-  esse  debere,  ideoque  minimum  exponentem  n,  quo 
potestas  r"  unitate  minuta  per  p  divisibilis  reddatur,  vel  ipsi  numero  »  vel  ejusdem  parti  cui- 
piam  aliquotae  esse  aequalem. 

§  25.  Sive  antem  sit  n  =  *'  ~  -  ■»  slve  ejus  parta  cuidam  aliquotae  aequetur,  semper  fonna 
t4*r— «> —  |  divisionem  admittet  per  numcrum  primum  p.  Ponamus  p  =  2q  -j-  t  ,  ut  sH 
^-y-?  =  q;  ac  si  ex  binis  quadratorum  residuis  quibuscunque  a  et  /?,  sumendo  r  =  ^~^^>  fonnetur 
haec  progressio  geoinetrica: 

«,       /5r,  f*r\  ,*r*  f3r-~\ 

•  '  '   '  *        *,fi,  7,  3,  l,  A, 

rcsultabunl,  vel  eorum  tantum  semissis,  vel  pars  tertia,  vel  pars  quarta  atiave  aliquota:  simulque 
perspicitur,  quot  ab  initio  diversa  prodicrint,  eadem  deinceps  eodem  ordine  continuo  rcpetitum  iri. 
Semper  autem  termini  sequentes  f3r-~\  tfr*,  /ir-+t,  etc.  cadcm  rcsidua  reproducent  a,  /?,  (3r, 
quao  initio  habcntur. 

§  26.  Quoties  ergo  q  est  numerus  primus,  existentc  p  =  2q-\-i,  tum  progressio  geonietrica 
ex  binis  quadratonun  residuis  quibusque  a  et  f3  formata  et  ad  q  terminos  continuata: 

a,  (3,  ,3r,  f3r\  f3r*,  

omnia  plane  quadratorum  residua  exbibebit,  nullo  neque  excluso  neque  repelito.  Omnia  ergo  reliqua 

residua  y,  8,  i,  X,  cum  tali  quopiam  termino  f3r",  ut  sit  n<q —  I,  conwnient.  Sin  autem 

nomerus  q  fuerit  compositus,  puta  q  —  mn  t\  p  =  2mn  -\-  i,  tum  evcnire  potest,  ut  non  omnia 
residua  quadratorum  sic  prodeant,  sed  tantum  ejusmodi  pars  aliquota  ipsius  q,  qualem  ejus  indoles 
admHtit.  Quod  si  usu  venit,  tota  progressio  geometrica,  q  terminis  constans,  quasi  sponte  in  duo 
plurave  membra  distinguitur,  in  quibus  eadem  residua  recurrunt 

§  27.  Cum  sit  4  =  r'  ideoaue  &  —  *r,  nostra  progressio  gcometrica  hoc  modo  e.xpressa 
magis  fit  perspicua: 

u,  ar,  or*,  ar* ......  ar-~ 1 , 

cujus  omnes  termioi  quia  sunt  per  a  multiplicati,  hoc  factore  communi  praetermisso,  progressio 
simplicius  ita  exbiberi  potest:  t,  r,  r*,  r*,  ...rv— '.  Proposito  scilicet  divisore  primo  p  =  2q  -j-  I, 
8i  residuum  quodcunque  fuerit  u,  singuli  termini  hujus  progressionis  geometricae: 

1 ,  u,  u*,  u*,   a-~l 

quorum  numcrus  est  =q,  inter  residua  quadratorum  reperiuntur;  ac  si  omnes  ad  diversas  spccies 
pcrtineant,  etiam  nniversam  residuorum  classcra  implent.  Fieri  autem  potest,  uti  vidimus,  ut  non 
orania  residua  hoc  modo  prodeant,  sed  tolius  c|assis  tantum  pars  aliquota,  dum  cadem  post  ccrtam 
periodum  tterum  repctuntur,  reliqua  vero  hinc  prorsus  excluduntur. 
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§  28.    Sive  autem  omnia  quadratorum  residaa  ex  hac  progressione  geometrica  nascantar,  sive 

qaaedam  tantum  pars  aliquota,  ea,  quae  lerminis  istius  progressionis  continentur,  tam  insignibus 

proprietatibus  sunt  praedita,   ut  operae  omnino  pretium  sit  eas  accuratius  evolvere.    Primum  igntur 

observo,  si  hacc  progressio  geometricji  ulterius  continuetur,  terminos  sequentes  u'l,  a''*1,  «?"*"*,  etc. 

*  • 

aequivalere  primis  I,  «,  «*,  etc.  proptcrea  quod  «v —  1  dividi  certe  potest  per  divisorem  primoni 
p  =  2q  4  t.    Adjecto  ergo  termino  sequente  «'  unitati  aequivalente,  ita  ut  habcamus 

I,  «,  «*,  ««,  «'/—,  «v-»,  «*-«,  i 

quia  prodoetum  ex  primo  termino  in  ultimum  est  =  I ,  tat  natura  progrcssioais  geometricae  sequitur, 
etiam  producta  ex  secundo  «  io  pcnultimum  «'/-,f  item  «x  tertio  «*  in  antepeopltimum  «'""*,  et  in 
gcuere  ex  biuis  ab  extremis  aequidistantibus  «"'  et  «v-'n  ad  unilatem  reduci. 

§  29.  Dato  ergo  quocunquc  residuo  «  inlcr  rcliqua  unum  reperietur  /3,  ita  ut  productam  a,i 
unitati  aequivalcat,  seu  sit  ^  =  *  -"^i»  undc  id  facilc  invenitur.  Quia  igitur  haec  duo  residua  «  et 
t3  tali  vinculo  intcr  s*  colligantur,  ea  sociata  nominabo;  ex  qiui  supcrioris  progresMonis  gcometrieae 
bini  termini  ab  extrcmis  acquidistanles  hujusmodi  bhaa  rcsidua  sociala  suppeditant.  Terminos  scilicet 
penultimus  u9~  1  acquivalet  ipsi  antepcnultimtis  a'f~ *  ipei  ;y*  et  ita  porro,  unde  si  sociata  sub- 
scribantur  hoc  modo: 

t,  «,  «*,  «*  «'"*,  «''  —  ,  1 

 p-\  tf-\  i 

inferior  series  congruit  cum  superiori  retro  scripta.  Semper  autem  residuum  unitati  associatum 
quoquc  cst  unitas. 

§  30.  Consideratio  horum  residuorum  sociatorum  aperit  nobis  viam  ad  insignes  proprictates 
detegendas.  Cum  cnim,  posito  divisorc  primo  p  =  2q  1 ,  sit  numerus  omnium  residuorum  =  o, 
quorum  cuilibet,  praeter  unitatem,  convcnit  suum  sociatum,  unitate  exclusa  rcliqua,  quorum  numerus 
est  =  q  —  1 ,  sccundum  hanc  sociationcm  in  paria  dislribui  possunt,  binis  sociatts  invicem  jungendis. 
Uinc  si  q  —  1  fuerit  numerus  impar,  ac  propterea  q  par,  nccesse  est,  ut  in  hac  distributionc  idem 
residuum ,  puta  <5 ,  bis  occurrat.  Verum  idcm  residuum  <V  duobus  divcrsis  rcsiduis  associari  ncquit :  si 
enim  essct  «<5  =  1  et  0  =  I ,  residua  '«  ct  non  discreparcnt.  Quare  nihil  aliud  relinquitur, 
nisi  ut  idem  rcsiduum  secum  ipsum  associctur,  sitque  idclrco  <W  =  1 ,  unde  flt  vel  H  —  i ,  vel 
8  =  —  i;  sed  quia  unitas  jam  est  seposita,  necesse  est  hoc  casu,  quo  q  est  numerus  par,  inter 
residua  reperiri  —  t,  vcl  p —  1.  •• 

§  31.  En  ergo  egregiam  demonstrationem  vcritatis  supra  jam  observatae,  quod  si  divisor 
primus  sit  p  =  \in  +  i,  idcoque  q  =  2m,  inter  residua  ncccssario  occurrar  — 1,  seu  semper 
cxliiberi  queat  quadratum  «a,  ut  aa  |  I  per  illum  nuincrum  primum  p=\m  -j-  I  dlvidi  possfl. 
Uinc  simul  patct,  si  intcr  residua  sit  numerus  «,  ibidcm  qaoque  productum  —  l.a,  nempe  — a 
occurrere,  hincque  omnia  residua  ad  minimam  formnm  reducta  tam  positive  quam  negative  adesse, 
omnino  uti  in  excmplis  §  t\  allatis  perspicitur.  Simul  vero  etiam  patet,  si  fucrit  p=km-\-  3, 
ideoque  residuorum  mullitudo  impar,  ibi  —  t  locum  habcre  non  posse,  qula  tum  singula  residua 
utroquc  signo  -f  et  —  occurrcrcnt,  idcoque  eorum  numcrus  impar  cssc  non  possct.  Ei  quo  sequitur, 
|*r  hujusmodi  numerum  primum  p  =  Vm  -f  3  nullam  binorum  quadratorum  summam  divldl  possei 
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:  *m  -f  l,  «  quadratum  m  det  residuum  «, 
66,  prmbens  rcsiduum  —  a;  sicqne  horum  qnadralorum  summa 
aa  +  66  per  illum  niunerum  primum  erit  divisibilU,  ito  ut  nec  «  nec  6  superet  2m.  {Operae  pretium 
ergo  erit  bis  casibus  bina  residua  signo  discrepantia 
nascuntur ,  adscribere. 

1*     2*  k% 

1,  +  »,  - 

-3 

5*      3*  6* 


1* 


exhibere  ,  simulque  quadrata  , 


2» 


13 


j-M,  4- 
(-«.  - 


6* 


p  =  17< 

y         \- I,  -2,  —  4,  - 


81 


5« 
8 
8 
3* 


2*  II1 


8» 


'  =2^^"l",,  +k'  "^5'  +6'  "^7'  4 

P         (-1,  -5,  -6,  -7,  —  9,  - 
12*      5*  13» 

1»    15*  2»     9*     3»      II»  1»* 

(+1,  +  3,  +»,  +7,  -f-9,  +10,  +  II, 
=  37  { 

1-1,-3, 


+     +2,  +  »,  -1-5, 
-2,  -5, 


10» 
13 
13 

\r      f,1    i.i1     «i1     ns  V». 

7*  4« 

12,  +  16 

V,  —7,  —9,  —10,  —II,  —12,  —16 
6»    16»   12»     17»    1S»       8»     10»       5»  13* 
,i     17»     2»    13»     7»      3»     16»       »»  '    10»  15* 

8,  +  9,  +  10,  -f  16,  -|-  18,  +  20  " 
8,  —9,  —  10,  —  16,  —  18,  —20 
9*    II»    18*     6»    19»    1»*     20»       5»      8»  12» 

§  33.  Hinc  evidens  est,  pro  divisore  primO  p  =  *m  +  1  tot  modis,  quot  m  conlinet  unitates, 
bina  quadrata,  radices  limitem  2m  noo  superantes  babenlia,  assigoari  possc,  quonim  sununa  sit 
divisibilis  per  numerum  p.  In  his  autcm  binis  quadratis  nulla  lcx,  qua  inter  se  cohacrcant,  pcrspi- 
citur,  aUorumque  summa  modo  major  reperitur  moda  minor,  ac  minima  quidcm  ubi ciue  ipsi  numero 
p  est  aequalis.  Num  autem  semper  talis  binorum  quadratorum  summa  divisori  p  aequalis  deteir,  hinc 
non  facile  demqnstrari  posse  videtur.  Cum  antem  ex  alio  fonte  demonstraverim,  binorum  quadra- 
alios  non  admittere  divisores,  nisi  qui  Ipsi  sint  binorum  quadratorum  summae(*)t 
hic  evictum  est  scmper  dari  binorum  quadratorum  summas,  quae  siot  pcr  nuroerum  primum 
p  —  Km  f  !  divisibiles,  jam  certo  constat  omnes  numeros  primos  formae  km  +  I  esse  summam 
duorum  quadratorum.  Praesens  autem  supplementum  demonstrationem  hujus  propositionis  mirifice 
contrahit.  Oliro  cnim  nonnisi  pcr  multos  ambagcs  ostendi,  dari  sempcr  ejusmodi  binorum  quadra- 
torum  summas,  quae  sint  per  quemlibet  numerum  prtmum  formae  »m+  1  divisibiles,  id  quod  hic 
in  aprico  est  positum. 

J  3*.    Dato  autem  duorum  quadratorum  summa  aa  +  66  per  numcrum  primum  p  divisibili, 
alias  inde  binorum  quadratorum  summas  idem  praestontes  facile  rcperire  licet. 
<♦)  Onnmant.  XI!  p.g.  161. 
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1.    Si  numeri  a  et  6  communcm  habeant  dWsorein,  ut  sit  a  =  nc  et  6  =  nd,  etiam 
cc  -j  dd  per  p  erit  divisibHis. 

a-\-b        »  —  &__.  ... 


2.  Si  numeri  a  el  6  ambo  sint  impares,  ideoque  et  — numeri  intcgri,  etiam 
quadratorum  summa  pcr  p  divisioncm  admittct:  scmissis  autem  ea  est  praeccdentis. 

3.  Tum  vero  etiaro  hae  quadratorum  summae:  (p  —  a)1  -f  (p  —  6)\  vel  «*-j-(p  — 6j*  per 


p  erunt  divisibiles;  undc  si  radices  communem  sortiantur  divisorem,  eo  ad  formam  mino- 
redigi 


k.    Si  ergo  sint  ambo  tmpares  a  =  2c  -f  1  et  6  =  2d  -f  I ,  ob  p  =  *m  -}-  1, 

dratorum  summa  (2m —  c)1  -f  (2m  —  d)*  crit  per  p  divisibilis;  et  si  alter  par  a  =  2c, 
altcr  impar  6  =  2d -f  baec  summa  cc -j- (2m  —  d)1  erit  per  p  divisibilis;  hocque 
modo  continuo  plures  hujusmodi  binorum  quadratoruin  suuuuas  invcnire  licet. 

§  35.  Exemplo  haec  Gent  clariora.  Sumto  igitur  divisore  p  =  ki,  inventa  sit  summa  duorum 
quadratorum  171  f  II1  p«r  cum  divisihtlis,  ut  sita=!7  ct  6=11;  atque  per  has  regulas 
scqnentes  valores  alii  pro  a  et  6  reperieotur:  "  t  - 

p  =  H,«=,17  2V        k..   V    I    1..VQ  5 

6=11  30    |  5.. .36  J   9-.  32  k 

Tum  vcro  porro  ex  casu,  quo  aHcruter  numerorum  est  =  1,  alteri  valor  quicunque  tribui,  alterque 
ita  definiri  polest,  ut  infra  [p  subsistat.  Scilicet  invento  casu  a  =  1  et  6  =  9,  satisfacit  quoque 
a  =  m  et  6  =  9m,  ubi  loco  6  sum^  potest  9m  ■—•  np,  seu  np  —  9m,  ita  ut  6  infra  {p  deprimatur; 
sicque  pro  a  omnes  numeros  accipere  licebiL  '  » 

a  =  l,  2,  3,  k,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12,  13,  tk ,  15,  16,  etc. 
6  =  9,    18,  1%,    5,    k,    13,  19,  10,    1,     8,  17,  15,    6,    3,  12 ,  20,  etc. 

Desidcratur  crgo  methodus,  intcr  omnes  hos  binos  valorcs  Jittcrarum  a  ct  6  eos  invcoiendi,  quorum 
quadratorum  summa  sit  minima,  ut  deinceps  demonstrctur,  hanc  sumnum  ipsi  divbori  kl  certe  fore 
acqualem:  quod  quidem  praesenti  casu  evenit,  si  litterarum  a  et  .6  valores  sint  k  et  5.. 

§  36.  Revertor  autem  ad  cam  rcsiduorum  ex  quadratis  oriundorum  dispositionem ,  qua  ea 
secundum  progresstonem  geometricam  disponi  posse  observavi.  Sit  igitur  divisor  primus  p=2g-f  I, 
et  residua  inde  ex  quadratis  orta  ordine  quocunque  scripta  1,  «,  /i,  y,  d...X,  quorum  multitudo 

est  =  q,  atque  sequentes  progressiones  gcomctricae  omnes  in  his  residuis  conlincbuntur: 

•  •  i 
1,   «,   «*,   «*,   a*  <*9~\ 

1,  fi,  0\  ffi,  0*  ,  • 

*,  y.  r\  A  y*  r9_\ 

«,  S,  3",  <V,  «\  8*-\ 

etc. 

in  quibus  omnibus  termini  sequentes  «\  /f,  y\  3» . . .  unitati  aequivalebunt,  quippe  qui  omoes 
unitate  minuti  per  divisorem  p  erunt  divisibiles.    Uujusmodi  ergo  progressioues  geometricas  tot 
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exbibere  licet,  quot  unitates  in  9  contincntur;  in  iisque  omnibus  nullus  tcrminus  occurret,  qui 
inter  rcsidua  1 ,  «,  j,  y  X  reptriatur. 

i 

§  37.  Evenire  autcm  potest,  ut  supra  est  ostensum,  ut  non  omnes  istae 
roctricae,  etiamsi  cujusque  Urminorum  numerus  «t  =9,  omnia  residua  praebeant,  sed  tantum 
eorum  vcl  scmissem,  vcl  tricntcm,  vcl  etiam  quampiam  partem  aliquotam;  quod  quibus  casihus 
contingat,  accuratius  cst  perpendendum.  Primtim  igitur  observo,  si  9  fuerit  numerus  primus,  hoc 
nullo  modo  usu  venire  possc;  si  enim  in  bujusmodi  progressione  geometrica  9  terminorum  non 
omnia  residua  occurrant,  eorum  quae  occurrunt  singula  vcl  bis,  vel  ter,  vel  aliquoties  occurrant 
necesse  cst.  Undc  si  q  est  numerus  primus,  quaelibel  progresaio  geometrica  omnia  rcsidua  diversa 
numero  q  coinplectitur.  Ita  si  p=  II  et  9=  5,  ex  quinquc  residuis  1,  *•,  —  2,  5,  3,  ab  unitale 
incipicndo  hac  quatuor  progressioncs  geometricae 


!, 

V,      t»,  V* 

-2, 

2*. 

-2», 

2« 

■ 

I. 

5,  -2,  3 

seu      1 , 

-2, 

3, 

5 

U 

5. 

5»,      5»,  5* 

3, 

3', 

3», 

y 

>- 

5, 

3,      V,  -2 

seu  1, 

3, 

-2, 

5, 

ubi  singula  residua  pcr  omnia  loca  variantur  praeter  primum. 

$  38.  Hinc  cvidens  est,  ex  qualibet  harum  progressionum  geomctricarum  reliquas  facile  for- 
mari  posse,  dum  ex  illa,  pcr  saltum  transiliendo  vel  unum,  vcl  duos,  vcl  plurcs  terminos,  termini 
excerpuntur,  hac  numeratione,  cum  ad  finem  fuerit  perventum,  iterum  ab  initio  instituta.  Ila  si 
casum  sumamus,  quo  p  =  23  et  9=11,  ac  residua  1,  V,  9,  —  7,  2,  —10,  3,  —5,  —II, 
8,  6,  una  progressione  gcouietrica  formata,  cujus  terminis  indices  inscribo,  quo  deinceps  reliquae, 
tcrminis  per  saltum  cxcerpendis,  facilius  exhiberi  queanl,  deccm  progressiones  geometricae  ita  se 
babebunt: 


I. 


■-  -  . 

Seq. 

i  Indices 

o, 

1, 

2, 

3, 

*, 

5, 

6, 

7, 

8, 

9, 

10; 

0 

\progr. 

1, 

-  7,  - 

-  5, 

3, 

-M. 

2, 

8, 

9, 

-10, 

6; 

1 

j  indices 

0, 

2, 

6, 

8, 

10, 

1, 

3, 

5, 

7, 

9; 

0 

Iprogr. 

1, 

—  7, 

3. 

2, 

9, 

6, 

*, 

-  5, 

— «1 

8, 

—10; 

1 

|  indiccs 

0, 

3. 

6. 

9, 

1, 

7, 

10, 

2, 

5, 

8; 

0 

\progr. 

1. 

—  5, 

2,  -10, 

3, 

8, 

6, 

-  7, 

-II, 

9; 

1 

0, 

8, 

1. 

5, 

9, 

2, 

6, 

10, 

3, 

7; 

0 

Iprogr. 

1, 

3, 

9, 

-11, 

-10, 

-  7, 

2, 

6, 

-  5, 

8; 

1 

j  indices 

0, 

5, 

10, 

9, 

3, 

8, 

".  1 
2, 

7, 

1. 

6; 

0 

Iprogr. 

1, 

-II, 

6, 

3, 

-10, 

-  5, 

9, 

-  7, 

2; 

1 

/  indices 

6, 

1. 

7, 

2, 

8, 

3, 

9, 

10, 

5; 

0 

1, 

2, 

8, 

-  7, 

9, 

-  5, 

-10, 

3, 

6, 

-11; 

1 
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9. 


10. 


j  lndices 

0, 

7, 

3, 

10, 

6, 

2, 

9, 

r- 

». 

1 

1» 

8, 

* ; 

*• 

(  nrnor 

1 

1 » 

8 

  5 

•»» 

6 

2   

*» 

7 

• » 

 10 

«V, 

—  It 

9, 

3; 

i 

( indices 

o, 

8, 

5, 

2, 

10, 

7, 

9, 

6, 

3; 

o 

Iprogr. 

1, 

9. 

-H, 

-  7, 

8, 

3, 

-10, 

2, 

-  5; 

i 

j  indiccs 

0, 

9, 

7, 

5, 

3, 

1. 

10, 

8, 

6, 

v, 

2; 

0 

Iprogr. 

1, 

-•0, 

8, 

-11, 

-  5, 

6, 

9, 

2, 

3, 

-  7; 

1 

j  indices 

o, 

10, 

9, 

8, 

7, 

G, 

5, 

», 

3, 

2, 

i ; 

0 

1  uropr. 

1, 

6, 

-10, 

9, 

8, 

2, 

-H, 

3, 

-5,  - 

■  7, 

*; 

1. 

Indices  scilicct  hic  ultra  11  ascensnri  subtrahendo  11  sunt  depressi.  Hic  porro  observari  convenit 
bina  residua,  quorum  indices  juncti  faciunt  11,  seu  in  geoere  q,  esse  iotcr  se  sociata,  eorumque 
productum  unitati  aequivalere.    Hoc  nempe  casu  residua  sociata  sunt 

7,    -5,     3,  -II, 
6,   —10,       9,     8,  2. 

J  39.  Consideremus  nunc  quoque  casus,  quibus  q  est  numcrus  composttus,  ac  primo  quidem 
duplus  cujuspiam  numeri  primi.  Ab  exemplo  exordiamur  quo  p=  13  et  y  =  6  =  2.3,  ac  rcsidua 
haec:  1,  \,  —  K,  3,  —  1,  —  3,  unde  hae  quinque  progressiones  geometricae  formentur: 


I.      1,  \, 

3,-1, 

-3, 

II.     1,  -  k, 

3,  1, 

- 

3, 

III.    1,  3, 

1, 

3, 

IV.  1,-1, 

1,-1, 

1, 

-1, 

V.  1,-3, 

3, 

h. 

Ubi  prima  et  quinta  omnis 

i  continent  resi 

i  vcrc 

et  t 

1,          3,  quae  bis  repetun 

tur,  reliquis,  — 

i,  +  - 

3,  e« 

Jusis: 

-f-  1  et  —  1,  ter  repetita. 

Similis  ratio  d 

cprehenditur 

in  ca 

su  p  = 

29  et  9=H  =  2.7,  quo 
residua  sunt:  1,  —1,  K,  —4,  5,-5,  6,  —6,  7,  —7,  9,  —  9,  13,  —13,  undc  bae  pro- 
gressioncs  geomctricae  formantur: 


I. 

-  Li 

1, 

-  i,! 

1, 

-  1,1 

1, 

-  1, 

1. 

-  1,1 

«» 

-  1,1 

1, 

-  1. 

II. 

I, 

-13, 

6, 

-  5, 

9, 

7. 

-  1, 

13, 

-  6, 

5, 

-  9, 

-  7, 

III. 

1 , 

-  v. 

-13, 

-  6, 

-  5, 

-  9, 

7,! 

1, 

— 

-13, 

—  6, 

-  5, 

-  9, 

7, 

IV. 

1 , 

3, 

- 

9. 

-13, 

-  7, 

-  6, 

—  1, 

-  5, 

-  9, 

13, 

7, 

6, 

V. 

1 , 

-  5, 

- 

-  9, 

-13, 

7, 

-  6,| 

1, 

-  5, 

- 

—  9, 

-13, 

7, 

-  6, 

VI. 

1, 

6. 

7, 

13, 

-  9, 

-  5, 

-  1, 

-  6, 

-'7, 

-13, 

9, 

- 

5, 

VII. 

1, 

—  6, 

7, 

—13, 

-  9, 

— 

-  5,| 

1, 

—  6, 

7, 

-13, 

-  9, 

-  V 

-  5, 

VIII. 

!, 

7, 

-  9, 

-  5, 

-  6, 

-13, 

-  'O 

1, 

7, 

-  9, 

-  5, 

-  6, 

-13, 

- 

IX. 

1, 

-7, 

-  9, 

5, 

-6, 

13, 

-  v, 

-  1, 

7, 

9. 

-  5, 

6, 

-13, 
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X.  1,  9,  —  6,  V,  7,       5,  -13,  -1.-9,       6,  -  V,  -  7,  _  5,  13, 

XI.  1,  -  9,  —  6,  —  V,  7,  -  5,  -13,|  1,  -  9,  -  6,  -  V,  7,  —  5,  -13, 

XII.  1,  13,  -  5,  —  7,  -  V,       6,  -  9,  —  1,  —13,        5,  7,  V,  -  6.  9, 

XIII.  1,  -13,  -  5,  7,  _  V,  _  6,  -  9,|  1,  -13,  —  5,  7,  -  V,  _  6,  _  9. 

%  VO.    Antequam  binc  quicquam  concludimus,  evolvamus  etiam  casum,  quo  q 
ex  aliis  binis  numeris  primis.    Sit  ergo  divisor  p  =  31  ct  q—  15  =  3.5,  quo  casu 
1,  V,  9,  -15,  -6,  5,  —13,  2,  —12,  7,  _  3,  _  11,  IV,  10,  8 

unde  sequentes  progressiones  geometricae  formantur,  ubi  quidem  cuique  suam  sociatam  relro  dis- 
positam  adjungo: 

t    I.    1,       k,  -15,        2,       8,|     1,       k,  -15,       2,       8„     1,      k,  -15,      2,  8, 

(  II.  1,       8,       2,  -15,       \,\     1,       8,      2,-15,       V,j     1,      8,       2,-15,  k, 

|  III  I,  9,-12,-15,-11,-6,  8,  10,-3,  k,  5,  IV.  2,-13,  7, 
(  IV.  1,       7,-13,       2,     IV,     5,       V,  -  3,      10,       8,-6,-11,-15,-12,  9, 

I  V.  1,  2,  V,  8,-15,|  1,  2,  V,  8,-15,|  1,  2,  V,  8,-15, 
\  VI.  t,  -15,       8,       V,       2,|     1,-15,       8,       V,       2,|     1,-15,       8,      V,  2, 

f  VII.  1,-3,  9,  V,  -12,  5,-15,  IV,  -11,  2,-6,-13,  8,  7,  10, 
iVUI.  i,     10,       7,       8,-13,-6,       2,-11,     IV,  -15,     5,-12,        V,  9,-3, 

(IX.  1,  5,-6,|  1,  5,-6,|  1,  5,-6,|  1,  5,-6,|  1,  5,-6 
\  X.    1,-6,       5,|       1,-6,     5,|      1,-6,       5,|      1,-6,      5,]       1,-6,  5, 

|  XI.  l,-U,  —  3,  2,  9,-6,  V,— 13,  -12,  8,  5,  7,-15,  10,  IV, 
\Xn.  1,     IV,     10,  —15,       7,     5,       8,-12,-13,       V,  — 6,      9,       2,—  3,— 11, 

|  XIII.  1,  —12,  —11,  8,-3,  5,  2,  7,  9,-15,-6,  10,  V,  IV,— 13, 
\XIV.  I,  — 13,     IV,        V,     10,-6,-15,      9,       7,       2,     5,-3,  8.-11.-12, 


§  VI.  Has  progressioncs  gcomctricas  intuenti  mox  patet,  earum  alias  esse  completas. 
termini  omnia  residua  exibeant,  alias  vero  esse  periodicas,  quae  scilicet  duabus  pluribusve  periodis 
constent,  in  quibus  eadem  residua  eodem  ordine  recurrant,  quam  distinctionem  inter  progressiones 
completas  et  periodicas  probe  nolasse  juvabiL  Periodicae  scilicet  locum  inveniunt,  quando,  posito 
divisore  primo  p  =  2q-\-  1,  numerus  q  in  duos  factores  est  resolubilis,  ul  sit  q  =  mn;  tum  cnim 
ejusmodi  progressiones  gcometricae  dabuntur,  quae  conttnent  m  periodos,  qualibet  n  residua  com- 
plectentes;  ac  tales  quidem  assignari  poterunt  tot,  quot  numerus  n —  1  continet  unitates.  Cum  enim 
iu  eadem  periodo  cujusque  termini  omnes  potestates  occurrant,  evidens  cst  qucmque,  pro  denomina- 
tore  sumtum,  similem  progressionem  periodicam  producere,  nisi  forte  periodorum  numerus  adeo 
duplicetur,  vcl  multiplicetur,  hoc  est  in  duas  pluresve  periodos  subdividatur. 

§  V2.  Ex  progressione  autem  completa,  quaecunque  ea  li»,  facile  reliquae  omnes  sive  sint 
comptetae,  sivc  periodicae,  formantur.  Sit  enim  divisor  primos  p=*q+  I,  liaeti|ue  progrcssio 
completa : 
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Indices    0,    I,    2,    3,    K,    5  7  —  I, 

Progr.     1,    «,    «*,   «*,  «4,  «*  «v_\ 

si  hiuc  cxcerpantur  per  saltus  aequalcs  tcnnini: 

0,  h,     2n,     3n,      hn  nq  —  n, 

1,  «",    «»",     «»",     ««"  «»v-», 

haec  progrcssio  crit  completa,  si  numerus  n  ad  7  fuerit  primus;  sin  autem  /1  ct  7  habeant  com- 
munem  divisorcin,  puUi  d,  tum  hacc  progrcssio  totidcm  habcbil  pcrioiios,  in  quarum  singulis  cadem 
rcsidua  numcro  ?  rccurrenl,  rcliqua  aulcm  indc  prorsus  cvcludentur.  Numerus  autcm  harum 
periodorum  maiiino  communi  divisore  inter  «  et  7  dcllnictur.  At  vcro  vicissim  ex  progrcssione 
pcriodica  non  licct  progressionem  complctam  formare. 

§  V3.  Imprimis  autcm  hic  notari  merctur,  iu  omuibus  his  progressionibus  summam  omnium 
terminorum  semper  csse  nihilo  acqualem,  seu  pcr  divisorcm  p  divisibilcm,  quod  hoc  modo  demon- 
stratur:  Cum  «''  —  !  per  p  divisionem  adinittat ,  hacc  autem  fonna  in  factores  resolvatur 

«—I    et    l+«  +  «1-f«»  H-»'/-', 

quorum  illc  « —  I  ccrtc  non  pcr  p  cst  divisibilis,  necesse  cst  hunc  altcrum,  hoc  est  summam  totius 
nostrae  progressionis  per  numerum  p  divisionem  admittere.  Ac  si  progressio  habeat  pcriodos,  ter- 
mini  cujusquc  pcriodi  junctim  sumti,  scu  summa  omnium  residuorum  indc  oriundorum  per  p  erit 
divisibilis,  id  quod  in  cxcmplis  supra  allatis  pcr  sc  cst  manifcstum. 

§  VV.  Es  codcm  autcm  fonte  colligitur,  si  progrcssio  gcomctrica  fucrit  completa,  et  7  habeat 
factorem  m,  ut  sil  q=inn  et  divisor  primus  p  =  2wm-j-  I,  tum  ob  formam  «'"" —  I  divisibilcm 
|icr  «'" —  I,  quae  per  p  divisibilis  non  cxistit,  quia  progrcssio  alioquin  completa  non  forct,  quotum 
indc  ortum: 

1  +  «"•_,_        4  u*m  4-  4  aln-'u" 

pcr  divisorcm  p  forc  divisibilem.    Quamobrem  si  tola  progrcssio  in  mcmbra  distribuatur,  hoc  modo: 
I,  «...  «"— '  ]      4- «"-♦-» . . .  «*"•-'  \  aim  4  «*""  +  '  . . .  «•— '  |  ...  |  ««»-""• .  . .  «""—', 

quoruin  mcmbromm  numerus  est  /1,  haecque  membra  ita  sibi  subscribantur : 


i, 

um+\ 

«'"-^*  

«*'"+', 

o*"»^*  

 «*"'-» 

tum  summae  terminorum  in  qualihet  columna  verticali  positorum  ad  nihilum  reduccntur,  seu  per 
divisorem  primum  p  =  2mn  -f-  1  divisibiles  cmnt.  Tot  autem  divcrsis  modis  progressio  completa 
in  hujusmodi  membra  distribui  potcst,  quot  uumerus  7  habuerit  divisorcs. 
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§  *5.  Prima  autem  columna  vcrticalis  simul  dabit  periodos  pro  omnibus  progressionihus  perio- 
dicis.  Dc  his  numeris  tenendum  est,  eos  non  sohim  csse  rcsidua  quadratorum,  sed  etiam  altiorum 
paritim.  Scilicct  si  divisor  primus  sit  hujus  formac :  p  —  2mn  -f  •  1 , 
ipso  minores.  quonim  multitudo  cst  =  2mn,  tanUim  scmlssis  mn  in 
occurrit,  totidcmque  inde  excluduntur,  ita  potcstates  exponcnUs  2m  pcr  enndem  numcrum  p  divi- 
dcndo,  tantum  n  diversa  residua  inde  resultant,  et  reliqui  omnes,  quorum  multitudo  est  (2m — l)n, 
ita  sunt  comparati ,  ut  in  forma  a1'" — ip  nullo  modo  conlincnntur;  seu  nulla  exhiberi  possit  potcstas 
exponentis  2m,  quae  ullo  istorum  numerorum  minuta  per  numerum  primum  p  =  2  mn  -f-  1  fiat 
divisihilis. 

§  46.  Neque  vero  haec  proprietas  ad  potcstatcs  exponentium  parium  cst  adstricta;  scd  in 
genere  pronunciarc  licct,  si  divisor  primus  sit  formae  p  =  mn  -f-  t ,  qui  scilicet  unitate  minutus  in 
factores  wi  et  n  resolvi  possit,  ac  potestatcs  cxponcntis  m,  ncmpe 

1,  2m,  3"\  lm,  5",  6°*  [p—  i)m 

per  eum  dividantur,  tum  inter  residua  tantum  «  divcrsos  numeros  occurrcre,  quorum  singuli  m 
vicihus  repetantur;  rcliqui  autcm  numcri  omnes,  quorum  multitudo  est  (m —  l)n,  hinc  excludautur: 
ex  quo  insignes  proprietatcs  numerorum,  qui  suut  potcstatcs,  ratione  divisibilitatis  per  ntimcros 
primos,  agnoscerc  licet. 


%  V7.  Quoniam  igitur  nullum  cst  dubium.  quin  hinc  multae  pracclarac  numcrorum  proprietates 
erui  queant,  excmpla  plurium  numcrorum  primorum  hic  adjicere  visum  est,  pro  iisquc  rcsidua,  quac 
cx  divisionc  potestatum  nascuntur,  exhibere,  ubi  quidem  sociata  junctim  rcpraescntantur: 


I.  Divisor  p  =  3  ^  2  +  1 
potcst. 

«•)  I 


2.  divisor  n  =  5  =  2.2-f-  1 
potest.  residua 
«*)         I.  -  1 
«')  I 


3.  divisor  p  =  7  =  2.3  -+  I 
potcst.  rcsidua 

-  io 

«si     t,  - 1 
«*)  ■ 


divisor  p  =  11  =2.5  +  1 
potcst. 


■•{■•  ;o 


«••)  i 


5.  divisor  p  =  13  =  2.2.3  4-  1 
potcst.  residua 

'  {••-O-} 
»•  {'•-::-} 

-  {o 

«6)      »,  -  « 
O  1 


6.  divisor  p=  17  =  2*-f-  « 
potest.  residua 


«■{•■-::-:•. 
-  {'•-::-} 

«*)  «,  -I 

o  1, 


-H 
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7.  dtvisor  /,  =  19=2.3.3  +  1 
potest. 


'■('•4-::-'} 


9.  divisor  /»  =  29  =  2.2.7  -4-1 
residua 

l  -13,     6,  -5,    9,  7, 

8     1  '-  7,  -  9,     5,  -6,  »3,  -k, 

«•{'•-::::;-!) 

-  {'•-::•-•} 

«")  i.  -  i 


8.  dlvisor  p  =  23  =  2.11  -f  t 
potost.  residua 

,  f  ,  *,  -  7,  -5,  3,  -11] 
a     {*'  6,-10,      9,      8,  2] 

«")  I. 


-} 


10.  divisor  />  =  31  =2.3.54-1 
jpotest.  residua 

9,  —12,  -15,  —11,  -6,  8,  101 


7,  -13,       2,      I*.  5, 


-V,  -15,  -  2, 

2,  15, 


M 

-  {■•::: 

•  {'-r::-) 

•  {•■-:•,  :) 
{«•-:} 


8,    10  \ 
-3) 


::-) 


«";  1,-1 

11.  divisor  /,  =  37  =  2.2.3  3  ~  1 


«* 


«•■) 


rvstdua 

16, 

-10, 

-  9, 

7, 

11, 

8,  - 

10, 

—  6, 

1*. 

11, 

6, 

«6,  - 

3, 

-11, 

7, 

12, 

10, 

-10,  - 

H, 

11, 

!0, 

-  6, 

'} 

6, 

-11  X 

10  f 

—  1 

12, 


3, 


11,-7,  9, 
10,  —16,  —  V, 


-') 
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residua 

—  2, 

> 

V, 

—  8,  16, 

20.  — 

* 

10, 

5,  18, 

V, 

16, 

— 18,  10, 

—10, 

18, 

—  16,  —  V, 

—  3, 

9, 

»,-'} 

-IV,  - 

9, 

16, 

"} 

18,  - 

9, 

-  9, 

'} 

—  1 

residua 

13.  divisor  p 

9,-  5, 

-  2,  -  18, 

-19, 

17, 

21,  - 12, 

8, 

21, 

-  II, 

—  16,  - 

2, 

-n,  v, 

21, 

H, 

-  2, 

v, 

10, 

13,  11, 


V,  -  7,  -20,  -  8,  1V> 
1,       6,      15,      16,  -  3) 


—  7 

6 

-  1 


ri:-} 

} 


rnsidua 


I  V.  divisor  />=V7  =  2.23  +  1 

V,  16,  17,  21,  —10,  7,  —19,  18,  —22,  6,  —83} 
2,    3,-11,    9,      IV,  —20,  -  5,  —13,  —15,  8,  2j 


12 
-1 

15.  divUor  p  =  53  =  2.2. 13  +  1 


V,      16,      11,-  9,      17,      15,       7,-25,  6,      2V,  —  10,      13,  _  \ 
—  13,      10,  —  2V,  —  6,      25,  —  7,  —15,  -17,  9,  —11,  —  16,  —  V,  ) 

16,  —  9,      15,  —25,      2V,  131 

10,  —  6,-7,  —17,  -  11,  —  V) 

23,  J 
1,  -  1 
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16.  divisor  p  =  59  =  2.29  I 

|K>Uast.  residua 

2  l  V,  16,  5,  20,  21,  25,  —  18,  —  13,  7,  28,  —  6,  —  2\,  22,  291 
a *  j1'  |5,  _u,  12,  3,  —  W,  26,  -  23,  9,  17,  19,  —  10,  27,  —  8,  —  2) 
a*\i  1,-1 

17.  divisor  p  =  61  =  2.2.3.5  -1 

potest.  rcsidua 


(         \,     16,      3,     12,-13,       9,-25,     22,     27,  -1*.       5,    20,     19,     15,   ^ 

°    \  l'  -15,  -  19,  -20,  -  5,     H,  -27,  -22,    25,  -  9,     13,  -12,  -  8,  -16,  -  \,     1  ) 

l  8,  3,  24,  9,  11,  27,-28,  20,  — 23,  _  » 
fl*  [*'    23,  —20,    28,-27,  —11,  —  9,  — 2V,  —  3,-8,  f 

,  |  16,  12,  9,  22,— 1%,  20,  15  i 
*    l        19,  —  5,  —27,     25,     13,  -  3,  -*( 

,  j  -29,  -13,  11,-14,-21,  _  \ 
a    V'     21,     U,-ll,     13,     29,  I 

j         3,      9,    27,    20,  , 

r'-20,-27,-  9,-  3,  * 

«i'-r:;:-'i     !  •   -  ' 

a    <  1, 

\        20,  —27  I 

«■•».,  "' 

\     —  11, 


«••!•-:;:  :  : 

ConeluHlo* 

De  potestatibus  cujusquc  ordinis  et  residuis,  in  earum  divisionc  per  numeros 

primos  rclictis. 

%  \S.  Quemadmodum  in  his  excmplis  rcsidua  pro  singulis  poteslatibus  per  progressiones  geo- 
mclricas  sunt  exhibita,  quac  simul  rctro  continuatae  bina  rcsidua  sociata  junctim  rcpracscntanl,  ila 
idcm  pro  polcstatibus  primi  ordinis  ficri  potcst,  ubi  quidein  omnes  plane  numeri  divisore  minores 
occurrcre  debent,  i(a  ut  si  divisor  primus  sit  f  —  2^-^l,  mullitudo  residuorum  diversorum  sit 
=  2g,  quae  ad  minimam  formam  reducta  crunt  2:1,  ±2,  -±  3,  ±  \,  ctc.  usquc  ad  ±  q.  Hacc 
vcro  residua  omnia  quoque  secundum  progTcssionem  gcomctricaai  disponi  possunt,  ab  unitate  inci- 
pientcm,  dummodo  pro  cjus  dcnominatorc ,  scu  secundo  termino  cjusmodi  numcrus  accipiatur,  qui 
omnes  planc  numcros  producal,  quod  evcnit,  si  is  ita  fuerit  comparatus,  ut  nulla  cjus  potestas, 
cujus  exponens  minor  sit  quam  2q,  pro  residuo  unitatcm  relinquat.    Talcs  autem  uumcros  pro 


■ 
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quovis  divisore  dari  certum  est,  etiamsi  eos  assigoare  maxime  difficiJe  videatur, 
ad  profundissiina  numeronun  mysteria  sit  referenda. 

§  19.  Sit  igitur  in  genere  pro  divisore  primo  p  =  2q  +  1,  littera  a  ejusmodi  oumerus,  cajus 
potestates  per  p  divisae  omnes  numeros  ipso  p  minores  pro  residuis  retinquant;  neque  in  serie  geo- 
metrica  1,  a,  a\  a*,  a*,  etc  unitas  ante  recurrat,  quam  ad  potestatem  a*9  fuerit  perventum,  quippe 
quae  semper  per  p  =  2q  -\- i  divisa  unitatem  relioquit,  sicque  omnes  potestates  hac  minores  diversa 
reaidua  producant.  Cum  igitur  potestas  o?  non  relinquat  unitatem,  et  a1?—  1  =  (a?-|-  1)  (a? —  1) 
per  numerum  p  divisionem  admittat,  erit  a?-\-  I  per  p  divisibilis,  et  potestas  av  residuum  dabit  —  1 ; 
tum  vero  sequentes  potestates  a'+l,  av"*"*,  a'"1"8,  etc.  dabunt  residua  — a,  — a*,  — a*,  etc.  quae 
ita  sunt  comparata,  ut  cum  antecedentibus  «*- »,  etc.  ordine  juncta  bina  residua 

sociata  exbibeant,  quorum  srilicet  productum  axi  unitati  aequivaleat    Sequenti  crgo  modo  baec 

indices       0,  1,  2,  3.  K,  .   .    q  —  3,    q  —  2,     q  —  i,  q 

V,       "a*.       ~a\      ~~  .   .   «v-«,  av~',  ~" 

 '  -a'-,  -c*-\  -«*-«  -«*-«,..-«»      -a*.  -a, 

indices       2q,      2?- i,    2q-2,    2q-3,  2q-\,  .  .  q+  3,      0  +  2,      q+l,  q 

ubi  bina  residua  sibi  subscripta  sunt  inter  se  sociata,  cxtrema  vcro  +1  et  —  1  solitaria,  quippe 

quae  secum  ipsa  sociantur. 

$  50.  Tali  progressione  geometrica  constituta,  quae  omnia  residua  ex  potestatibus  primi  ordinis 
oriunda,  hoc  est  omnes  plane  numeros  compleclitur,  ex  ea  omnia  residua  pro  potestatibus  cujusvis 
ordinis  innotescent,  eodem  scilicet  divisorc  primo  p  =  2q  -t-  i  retento.  Residua  nimirum  ex  divi- 
siooe  quadratorum  orta  erunt: 

I,  a\  a*,  a«,  a\  ctc  «**"-■, 

quae  indicibus  tantum  paribus  respondent,  et  ita  per  associationem  exhibentur: 

a',  «\  a\  «\ 

'—«*-*,    -av-*,    -av-8,   -a?— , 

in  quibus  ergo  —  I  reperietur,  si  q  fuerit  numerus  par.  Pro  cubis  autem  eos  tantnm  terminos 
accipi  oportet,  quorum  indices  sunt  multipia  teruarit  1,  a*,  a*,  «\  etc.  Unde  patet,  si  exponens 
2q  divisionem  per  3  admittat,  multitudinem  residuorum  ad  trientem  rcdigi,  dum  reliqui 
omnia  plane  residua  occurruot  Simili  modo  residua  potestatum  quartarum  obtinentur  ex 
per  \  divisibilibus,  seu  ex  bis  potestatibus:  1,  a*,  a*,  «•*,  etc.  et  residua  potestaturo  quintarum  ex 
hU:  1,  «\  «10,  «,J,  ete. 

§  51.  Tantum  ergo  opus  est,  ut  pro  quolibet  divisorc  primo  p  =  2q-\-  I  idonei  numeri  pro 
a  habeantur,  ex  cujus  potestatibus  omnia  plane  residua  resultent;  ad  quod  autem  nullam  certam 
regulam  mihi  esse  cognitam  fateri  cogor.  Hoc  saltem  observasse  juvabit,  si  unus  bujusmodi  numerus 
a  fuerit  cognitus,  ejus  socium,  qui  sit  6,  ut  ab —  I  per  p  Gat  divisibile,  quoque  pari  proprietate 
esse  praeditum:  vidimus  autem  hunc  socium  6  vel  per  «**—',  vel  per  — aq~  1  exhiberi  posse.  Ex 
quo  concludere  licet,  tum  etiam  pro  a  quamvis  ejus  potestatem  a",  cujus  exponens  n  sit  ad  nume- 
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rnm  9g  primus,  accipi  posse,  ubi  quidem  suflicit  pro  n  numeros  ipso  2q 


ex  altioribus  pote! 

repetantur. 

Quoniam  vcro  certa 

|ri  adhuc  latet,  pro 

divi- 

soribus  simplicioribus  idoneos  numeros  pi 

ro  a  assumi 

mdos,  ex  cujus  sciua 

!t  potestalibus  omnia 

plane 

residua  nascantur 

,  exhibebo; 

» 

Divis.  primi 

Numeri  pro  a  as 

sumendi 

p=  3,  7  =  1 

—  1 

p=  5,  7=  2 

4  2,  —  2 

■  -  •  *  *  ' 

p=  7.  7=  3 

-2,  r3 

p=ll,  7=  5 

+  2,  -3.  -  V,  - 

5 

p=13,  7=  6 

+  2,  -2,  +  6,  - 

6 

p=17,  7=  8 

4-3,  -3,  4  5,  - 

5,  4-  6, 

~  6,  4-  7,  -  7 

p=!9,  7=  9 

+  2.  +  3,  -  V,  - 

5,  -  6, 

—  9 

p=23,  7=11 

-2,  -3,  -  V,  + 

5,  -  6, 

+  7,-8,-9. 

410,  -1-11 

o  =  29,  7=:  IV 

4-2,  —  2,       3,  — 

3,  4  8, 

—  8,  4  10,  —10, 

4- II,  —II.  41^, 

—  IV 

p  =  3l,  7=15 

4-  3  —  7,  —  9,  — 

10,  +  11, 

+  12,  +  13.  — 

p  =  37.  7=18 

4-2,  -2,  4  5,  - 

5,  4-  13, 

—  13,  4  15,  —15, 

417,  -17,  4  18, 

—  18 

p  =  Vl,  7=20 

+  G,  ±  7,  ±11,  ± 

12,  ±  13, 

±  15,  ±  17,  ±  19. 

■ 

§  52.    In  casu  postremo  p  =  VI 

ergo  patct,  pro  a  minorem  nu 

merum  quam  6  assun 

• 

cum  in  praecedcntibus  progrcssio  geometrica  ex  minoribus 
boc  divisore  p  =  VI  ista  progressio  goometrica  ita  sc  habebit: 
0     12      3      V      5      6      7      8      9  10     11    12    13  IV 


formari  queat:   unde  pro 


15     16    17  18  19  20 


^  +6,-5,+ll,-l6,-tV;-  2, -12,  +  10,  +19,-9,-13,-»-  V,-17,-20,+  3.+18, -15,-8,-7, 
'+7, +8, +15, -18,-  3,  +20,  +17,-  V,  +13, +9, -19, -10,+12,+  2,  +1V,+16,-1 1.+5  -6, 
Hinc  si  ii  numeri  exccrpantur,  qui  indicibus  paribus  rcspondcnt,  habebuntur  rcsidua  ex  quadratis 
orta:  sin  autcm  ii  cxccrpantur,  qui  inilicilms  vel  pcr  V,  vcl  5,  vcl  8,  vcl  10,  vcl  20  convcniunt, 
residua  pro  cjusdem  nominis  potestatibus  obtincbuntur,  caque  ipsa,  quae  jam  supra  sunt  recensita. 
Siinilisque  cst  ratio  omnium  rcliquomm  numerorum  primorum. 

$  53.  Quod  autem  ad  multitudincm  ♦  horum  numerorum  a  attinct,  obscrvo  eanv  quovis  casu 
p  =  27+-l  aequalem  esse  multitudini  corum  numrrorum  ipso  p  minorum,  qui  sint  ad  27  primi: 
atque  alio  loco  ostendi,  ad  hanc  multitudinem  inveniendam  numcrum  27  in  factores  suos  primos 
resolvi  debere,  ita  ut  si  fuerit  27  =  f' y '  h}  k" ,  sit  ista  mulutudo 

=  {f-\)f'-\{9-  y)g'-l.{h-\)hn~\{k-\)k*-K 
Definito  autcm  pro  quovis  numcro  p  —  2q-y-\   bac  multitudine,  sint  ipsi  numcri  ad  27  primi 
I,  «,  ft ,  y,  6,  etc.  atque  si  tlatus  fuerit  unus  numcrus  a  quicunque,  reliqui  ideoque  omne«  erunt: 

a,   d'  —  np,    «''—  np.    oJ—  np,    a"—np,  etc. 
siimcndo  n  ita,  ut  omnes  isti  numeri  infra  p  dcprimantur.    Hacc  fortasse  consideratio  viam  aperiei 
pro  quovis  casu  hos  numeros  investigandL 
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XXXVI. 

Solutio  proMematts  de  inveniendo  triangulo  in  quo  recfae  ex  sln- 
gulls  aiigulis  latera  opposlta  bisecantes  sint  rationalcs. 

(X.  Coinmeiil.  XVIII.  1773.  p.  171.  Ethih.  1778  Aug.  44.) 

1.  Vocatis  tcrnis  lateribus  2a,  26,  2c  et  rectis  bacc  latcra  bisecantibus  f,  g,  h:  quaestio 
reducitur  ad  resolutionem  trium  scquentium  fbrmularum 

266-f  2cc  —  aa  =  ff, 
2cc  ■•+-  2aa  —  bb=gg, 
2aa  +  266  —  cc  =  hh. 

2.  Hinc  differentiis  sumendis  sequitur  forc: 

Z(bb-aa)  =  ff-gg,    3  tcc -  66)  =  gg  - hh,    3  (cc-aa)  =  ff-Jih, 

ff  +  3aa=gg  -+  Ub  =  hh  +  3cc. 
Cum  autem  sit  ff  =  266  -4-  2cc  —  aa,  habcbimus, 

ff+  2aa  =  gg  +  366  =  hh  +  3cc  =  2  (aa  +  66  +  cc). 

3.  Summa  porro  nostrarum  trium  formularum  praebet: 

2  0f+     +  hh)  =  3*T  +  9««  =  3$y  -!-  966  =  3 +  9cc 
ita  ut  hinc  istae  ternae  formulae  resultent: 

2gg  +  2hii  —  ff=9aa, 
2hh  +  2ff  -gg=9bb, 
2ff  +  2gg  —  M  =  9cc. 
k.    Quae  cum  similes  sint  ipsis  propositis,  concludiraus  si  pro  lateribus  2a,  26,  2c  sint  rectae 
bisccantes  f,  g,  h,  tum  pro  lateribus  2f,  2g,  2h  fore  rectas  bisecantes  3a,  36,  3c,  ideoque  pro 
lateribus  f,  g,  h  rcctas  bisccantes  Ja,  |6,  Jc.    Quare  invcnto  uno  bujusmodi  triangulo,  si  rectae 
bisccantes  pro  lateribus  novi  trianguli  accipiantur,  boc  eadcm  gaudebit  proprietate,  quia  io  hoc 
rectae  bisecantes  sunt  tres  quadrantes  laterum  pracccdentis. 

5.  His  observatis  solutionem  quaestionis  scqucnti  roodo  aggrcdior.  Primo  binis  tanlum  for- 
mulis  satisfacturus  eas  ita  exhibeo: 

(b  —  c\t+  (t-J-c)1—  aa  =  (b  —  c),+  (6+  c  +  a)  (b  +  c  —  a)  =  ff, 
(a  —  c)*+(«  +  c)a  —  66  =  (a  —  c)1 +  (a  +  c  +  b)  (a  +  c  —  b)  =gg. 

Statuo  igitor: 

f=b  —  c  +  (b  +  c  +  a)p    et  j  =  o-ci-(o4-c  +  6)?, 


uigm 
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ut  fiicta  substitutione  divisio  per  a  +  6  +  e  succedat,  hoc  modo 

&+-C_a-2(6-c)p+(6  +  c  +  a)pp, 
a  +  c  —  b  =  2(a  —  c)q  +  (a  +  c  +  b)qq. 

6.  Ei  utraque  aequalione  definiatur  valor  ipsius  c: 

a  (1  +Pp)  -b(t  -ip-pp)  _  Ml  +  W)  -  « 3f  - ff) 
C-  1  +  8/»-/*  !  + 

unde  fit 

„  :  jl  i  ,._««(*+f>+*fr_»»<«+v->+*f, 
a+6+c_  -  ,  +  ' 

ex  quo  duplici  valore  ratio  inter  numeros  a  ct  b  colligitur: 

a  (i  +p)  (I  +  2q  —  qq)  —  2aq  (I  +  2p  —  pp)  =  6  (1  +  9)  (1  +•  2p  —  pp)  —  26p  (1  +  29  —  99), 
quamobrem  statuo : 

a  =  1  +  9  —  pp  —  2pq  —  ppq  +  2pg7, 
6  =  «  +P  —  qq  —  2p9  —  pqq  +  2ppq, 

hincque  fit 

«  +  6  +  c  _ i 4  3p  + 1  +pp  -  w  -  irn  -  f'+jA 
3  1  +  2/»  -/r 

a  +  6  +  c  =  2  +  2p  +  2g-6p9. 

7.  Cum  igitur  sit: 

«  +  *  =  2  +  p  +  q  -  pp  -  gg  -  ipg  +  ppg  +  pqq , 

cnt 

<>=/>  +  ? +w>  +  w-2pg-ppg-p99; 

sicque  binis  formulis  satisfit,  numeris  a,  b,  c  sequcntcs  valores 

«=|  +q-pp-2pq-ppq  +  2pqq, 
6=1  +p  —  qq-2pq-pqq-\-2ppq, 

c=p  +  q  +  pp+  qq  —  ^pq-ppq-pqq 


1 


unde  cum  fiat 


a  +  6  +  c  =  2  +  2p  +  2g  —  6pg, 

6—  c=l—  q  —  pp  —  2qq  +  3ppq, 
a—C=i—  p  —  qq  —  2pp  +  Zpqq, 

f=i+2p-q+pp-2qq  +  2pq-Zppq  ^  6  -  c  +  f=  2  (1  +-  q)  (1  -+  q  -  2q) 
ff=i  +  2q-p  +  qq-2pp  +  2pq—2pqq     *     a  -  C  +  £  =  2  (1  +  p)  (l  +  9  -  2p). 

8.   Juvabit  hinc  etiam  scqucntes  valores  elicuissc: 

a+6-c=2  —2pp-2qq-2pq  +  2ppg  +  2pgg  =  2  (1  -p)  (1  -  9)  (I  +  p  +  q) 
b+C-a=2p  +  2pp  —  2pq-\pqq  +  2ppq  =  2p  (1  +  q)  (1  +  p  -  2q) 

a+c-b  =  2q  +  2qq-2pq-kppq  +  2pqq  =  2g  (1  +  p)  (i  +  q  -  2p), 

ubi  cavendum  est,  ne  harum  ulla  evanescat,  quia  alioquin  triangulum  periret; 
scquentes  valores: 
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p  =  0,    0  =  0,     p  =  ±i,     q=±i,     p+q  =  -i,     q  =  Z±±,  p=t±±. 

Praeterea  vero  etiam  excludi  oportet  1  +  p+  q  =  Zpq>  oc  summa  laterum  evanescat.  Tum  vero 
etiam  notetur  esse: 

a  —  b  =  9  +  p  +  qq—  pp  +  3/k/9  —  3ppq  =    (q  —  p)  (1  +  p  +  q  +  3pq), 
9  -  f=2q  -  *p  +  3qq  -  2pp  -  Zpqq  +  *ppq=  3  (q  —  p)  (i  +  p  +  q  -  pq)  . 


aa  +  bb+cc  =  2(i-p-q+pp-pq  +  qq)(i+2(p  +  q)+{p  +  q)*+2ppqq) 

aa  +  bb  +  cc  =  {((2-p  —  q)*+Z(p  —  q)x)  ((1  +  p  +  q)%  +  Sppqq). 

9.  Superest  igitur  ut  tertia  conditio  impleatur,  quae  in  hac  formula  coutinetur: 

hh  =  (a  +  b)%+  (a  —  b)x  —  cc  =  («  —  bf  +  (a  +  b  +  c)  (a  +  b  —  c), 

ubi  si  valores  modo  indicaU  substituantur,  colligitur: 

hh=(q-p)x(l+p  +  q  +  3pq)x+>>(l-p)(i-q)(i+p+q)(i+p  +  q-2pq) 

quae  evolvitur  in  hanc  formam: 

hh  =  9ppqq  (q  -  p)x  +  6pq(p±  q)  (pp  -  *pq  +  qq)  +  p'  +  22p* q  +  Gppqq  +  22W»  +  q* 
-2(p  +  q)>-3(PP  +  <>qq)+'>(p  +  q)  +  », 

quae  secuodum  potcstates  ipsius  q  disposita  fit 

hh=(t+  3p)xq*- 2  (t  -  I ip  +  9PP  +  9p») q'- 3  (1  +  2p -  2PP  +  6n«-  3/>«)  q* 
+  2  (2  -  9/>  -  3pp  +  I  lp»  +  3p»)  q  +  (2  +  p  -  pp)\ 

10.  Alia  methodus  hanc  aequatioocm  resolvendi  non  patet,  nisi  ut  more  solito  pro  /*  ejus- 
modi  expressio  assumatur,  qua  substituta  valor  ipsius  q  per  aequationem  simplicem  determinetur. 
Tum  vcro  constat,  quomodo  uno  valore  invento,  ex  eo  continuo  plures  elici  queant  Ad  minores 
autem  valores  eruendos,  generatim  notelur,  si  fuerit 

hh  =  AJqk+2Bq*+  Cqq  +  2Dq  +  EE 
scqucntibus  positionibus  negotium  confectum  iri: 

*  _-_.  r.     fl.  ___  +  _ 


1.    Si  h  =  Aqq+^q±E,    fit  1  =  BB  -  AA  {C  +  *AlV 

•         2.    ^h  =  ±An+±q  +  E,   fit  f 

-       .  .         .       .    B  C         BB  {BB-  AAC)*-4A*EE 

3.   afc  =  ^g  +  79+i7-ij.'    «  1  =  4bakb(bh-  aao+ww* 
k.    &  h=~  i~i—qq+  ^q  +  E,    ent    q=     {DD  _  CEEy  -  4AAE*  ' 

11.    Cum  autem  casus  supra  exclusi  nostrae  aequationi  sponte  satisfacianl,  et  pro  hh 
tum  producant,  ex  iis  novas  formas  similes  elicere  licet,  unde  deinceps  novi  valores  idonei  pro  q 
erui  queant.    Sit  ergo  primo  q  =  i  +  x  eritque 
hh  =  (i-p+x)x(2  +  Sp  +  {i+2p)x)x-lx(i-p)(2  +  p  +  x)(2-2p  +  (i-Zp)x), 


Digitized  by  Google 


510  L.  EULERl  OPERA  ARITHMETICA.  1772. 

hh  =  (1  +  3p)*x*  +  2  (1  +  23p  -f  9pp  -  9p»)  x«  +  (_  3  +  92p  +  10pp  -  72/»« 4-  9,»«)  xx 
+  *  («  -  P)  (-  «  +  12P  +  10pp  -  6p*)  x  +  %  (1  -p)»<  1  +  2,,)* 


a  +  6  —  c  =  —  2x  (1  —  p)  (2  -f  p  +  x), 
6  +  c  _  a  =  —  2p  (2  +  x)  (i  — p  -(-  2x), 
«+c— 6=     2(i+p)(l+x)(2-2p  +  x). 

Praestabil  autem  quovis  casu,  qtio  loco  p  dctcrminatus  valor  assumitur,  substitutioncm  io  priori 

forma  facere,  ac  tum  denique  cvolutioncm  instituere. 
12.    Sit  igitur  secundo  </  =  —  1  —  />  +  x,  eritque 

hh  =  (I  +  2p  -  x)*  (3p  (1  +  p)  —  (i  +  3p)  x)'+  kx  (1  —  p)  (2  +  />— x)  (3pH  +/»  +  (1  -3/>)  x) 

atque 

a  -)-  6  —  c=     2x(l — p)  (2     />  —  x), 
6  +  c  —  a  =  _  2p  (/>  —  x}(3+  3p_2x), 
a+c_6=     2(1 +p)(i +p-x)(3p-x). 
SU  tertio  </  =  —  I  +  x  eritque 

hh  =  (1  +  p  -  x)1  (2/>  -  (1  +  3p)x)*+  %  (I  _  p)  (2-  x)  (p  +  x)  (Vp  +  (1  -  3pj  x) 

a  +  6-c=2(i-p)(2-x)(p+x), 

6  +  c  —  a  =  2px  (3  -1-  p  —  2x) 

a  +  c-6  =  2(l+p)(l-x),'2p-x). 

Sit  quarto  q  =  t-"*"^"f  *  eritque 

16An=(i  -p  +  x)*(3(  1  +p)*+  (i  +  3p)xj*  +  8(1  -p)  (l-p-x)(3+3p+x)(3(  t-pp>+(  l-3p.x) 


a  +  t-c=i(i-p)(l-p-x)(3fl+p)+x), 

6  +  c  —  a=— px(3+p  +  x), 

a  +  c-6=i(i  +  p)(l  +  p  +  x)(3(l-^  +  x). 

Sit  denique  quinto  j=iJ?  +  5,  crit 

(3p  —  1)4««  =  ((1  —  p)(t  +  3p)  +  x)'(6p(i+p>  +  (1  +  3p)x)* 

+  4(3p-  i)*x(l-p)  (2(1  _p)  +  x)(3p(l+p)  +  x) 


atque 


n  Xh  —  r—  -8«-f)(2q-p)  +  ^(3f (!+/>)  +  *) 
T  ~~  (3/>  —  t)s 

b  +  c  —  a  —  ~J3J-  D1  ' 

«  +  c  _  i  =  L<_,.+ *UI  <«/llir£l±5>, 

f -6_c+ (a  +  6  +  c)p   et  y  =  a  —  c  +  («  +  6  +  c; a. 
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13.  Hinc  crgo  satis  patct  innumcrabiles  solutiones  nostri  problematis  inveniri  posse.  Invento 
enim  pro  7  valore  quocunque  7  =  n,  statuatur  7  =  «  -f-ae,  et  aequatio  resultans  itcrum  hujusmodi 


hh  =  AAx*  +  2  Bx*  +  Cxx  +  2  Z)x  +  £_ 
unde  noY08  Talores  pro  x  et  h  erucre  licet  mcthodo  ante  indicata.    Cum  autem  hic  potissimum 
solutiones  in  minoribus  numeris  desiderentur,  litterae  p  valores  simpliciores  tribuamus,  unde  quidem 
valores  0  et  ±  1  excludi  conveniet. 


_  p  =  — 2. 
14.    Ob  p  =  —  2,  habemus: 

a=  —  3  +  7  —  hqq,        /  =  1  —  I7g  —  2qq, 
6  =  -l-|-I2a  +  7«,      <,=  -5-2q  +  7qq, 
c=      2  +  7  +  377,       a  +  fe  +  c=  —  2+  IV7 

unde  fieri  oportet 

hh  =  (7  +  2,»  (59  +  1)*-  12  (7  -  t)1  (77  -  1), 
quae  evoluta  abit  in  hanc  formam: 

25  7*  -1-  26 7» 4-  321 77  -  6*7  4- 16  =  hh. 
Hic  igitur  cst  A=5,  B=  13,  £  =  321,  D  =  —  32  et  E=V,  ideoque  sequentes  solutiones 

.       •  t.        t        1    *3     -4.  l       P.  10(40±t3) 

1.  s.  A  =5774-y7^*.    fi*  7  =  ^064^386» 

2.  «/.=  ±577-87  +  *,  fit  7  =  "^^°' 


ubi  tertiam  ct  quartam,  quia  numeros  nimis  magnos  praebent, 
15.    Prioris  solutiouis  signum  superius  pracbet: 

7  —  i7l4  —  857  ' 

nnde  nascuntur  numeri  nimis  magni;  signum  vcro  inferius 

10.27     ts      5    ,     —  nom 

7=__7  -m  =  4l'    ^  A=_tW 


—  217 

7=  to$  ' 


Posterioris  vero  solutionis  signum  superius  dat 
signum  vero  infcrius: 
unde  etiam  reliquas  litleras  deliniamus 


—  297     tl  ,  765 

7=  _3T=        erRO  — 


> 


i-17      ,       181  .19.1 
«=--_-'    f>  =  ~,    1=  t  , 


/•=-,53,    ,  =  ™  /._="». 
Hos  numeros  multiplicemus  per  k  ac  dividamus  per  3,  ut  obtincamus  hanc  solutionem  satis  simplicem: 
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__=158,  6  =  127,  c  =  131, 
/  =  20V,   5  =  261,    /i  =  255, 

et  quia  litterae  f,  g,  h,  quae  conununem  habent  divisorero  3,  in  locum  litterarum  a,  6,  c 
possunt,  prodibit  haec  solutio  multo  simplicior 

a  =  69,    6=  87,    r  =  85, 

f=l58,   5=127,    A=  131, 

unde  fit  aa  -(-  66  -f  «r=  2.7. 19.73,  qui  factores  utique  sunt  numeri  formae  a»+3rri  uti 
natura  rei  postulat. 

16.    Curo  loco  9  satisfaciat  tam  -f  1  quam  —  1 ,  utamur  hac  substitutione  q  =^|  Getque 

i  (r  -  iy  hh = 8i r*  +■  5ir*—  ^rr  —  36/  + 100 

unde  ob 

^  =  9,    J?  =  27,    C  =  — 99,    D  =  — 18,  £=10, 


has  resolutiones : 

1.  si  i(y-l)*/i  =  9rr-r-3r±10,   erit   r  =  -°(*||  =  -{, 

2.  si  i(r-i)*A  =  ^9rr-lr+to,  erit  y  =  L£*w*m, 

qaarum  prior  dat  9  =-  —  |,  qui  est  casus  exclusus  forma  q  =^t-  j  altera  vero  suppeditat 


sub  signo  superiori  r  =  ^=(|  *t  9  =  1?' 
sub  signo  inferiori   r  =  ""^  9  =  -p   et    9  =  £|' 

17.   Sitergor  =  fj  et  9==?7  erit<Iue 

217*,       2504    ,.        ,  9.1252 

porro 

„___,,_         4096  _  4419 

~~      J        17          289    —  289  ' 

12.82  ,  1024  7263  ^ 


17 

—    o_i_  _?  —  _I_ 

C  *  •     17  289  289  ' 

'  ~~      1        17         289  —        489  ' 

-       2.32    ,  7.1024  46.15 
»~~  17     '     289  289* 

hi  valorcs  per  289  multiplicati  per  9  deprimantur,  et  habebitur  ista  solutio 

a=  491,  6  =  807,  c  =  W6, 
/=1223,   _»=  515,  h=  1252, 

quae  eadem  resultat  ex  altero  casu  invento  ?  =  _>  unde  est  oa  +  66  -j-  cc=  2.7. 19. %3. 97. 


■ 
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Canu  9.  p  =  2. 

18.    Pro  hoc  ergo  casu  primo 


6-He-«=*(l+,)(3-2g).  a-c  +  o  =  ^±^, 
a  +  c-6  =  —  6g(3  —  g), 

Ct 

/./.  =  (9  -  2)'  (7,  +  3)*-  *  (l-9)  (3  +  g) (3  -  5g), 
quae  evoluta  praebet  hanc  formam: 

W  =  W9'-  17*9*+  9gg  +  2l6g 
haecquc  facto  g  =  3r  transit  in  hanc  slmpliciorem 

~  /t/i  =  Wr*—  58r*  +  rr  -p  8r, 
casus  autem  excludendi  sunt  g  =  ±:  1,  g  =  —  3,  g  =  f ,  g  =  3  et  g  =  {. 

19.   Cum  hic  sit  //=7,  #  =  —  29,  C=  1,  /)  =  *,  E  =  0,  erit  ex 
-.A  =  7rr  — yr, 


14.88       49  49  ,  7.470 

'=841=79  =  99    Ct    9  =  »'    hinC^C    fc  =  -l09 


tum  vero  porro 


.    .  2. 16.148  ,  .    -  4.41 

•   .  m  4.82.1  6.50 

,  .  6.49.50 

fl  +  C-&  =  -   SO.M  ' 

,i  valores  omnes  per  HJ»,  „it 

a+6— c=     118*,  2c=  —  3593,     2f  =  —  V777, 

4  +  c-«=        82,  2a  =  — 2*91,     2^=  -6092, 

a  4-  f  — 6  =  —  3675,  26  =  +  1266,     2h  =  —  1615. 
a  +  6  +c  =  — 2M>9, 
Duplicatis  ergo  valoribus  prodit  haec  solutio 

a  =  2V91,  6=  1266,     c  =  3593, 

/=W77,  o  =  6092,     n  =  16V5, 

hinc  vcro  cst  aa  +  66  +  cc  =  2. 19.31  .V3.V09. 


^  hh  {y  -  1)«=  25  +  82r  +  73vy  +  I6r': 


statuatur  ^h{y  —  1)»=  5  +  yr,  atquer  =  -^>  hinc 


L.  Eul.rl 
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*  84.     lAgknm„     ._  45.128 


2.41.87      ,       „  ,   r  «  7  99 


o-f6-c  =  -*^,    6-c  +  f 


6-fc-tf  =  —  o—  r  +  o  =  — 

.  6.24.75 

fl+.c_6  = 

889  • 

Multiplicentur  omnes  hi  valores  per  ~  et  habebitur 

a-f6  — c=  — 246,    2c=     892,    6  —  640, 

6-|-c- •«  =  —  308,    2a  =     054,    6  —  c     f=  —  154,    /  =  569, 
a-fc  —  6=    1200,    26  =  —  554,    a  —  c^g—  —  850,   5  =  —  881. 
a  f  i  +  e=  646, 
unde  colligitur  haec  solutio: 

«  =  477,  6  =  277,  c  =  446, 
/"=569,   $  =  881,   /»  =  640. 

r  +  » 

21.    In  acquatione  per  g  expressa  statuatur  7=y_t>  *c  repenetur 

j  hk  (y  —  I  )4  =  25y4  —  I  VGy»H-  69 yy  +  244y  -f  4 , 
ubi  ^  =  5,  i?=  —  73,  C=69,  D=  122,  £  =  2.  Ergo 

1.  si  incv-i^srr-y.v^^,  fit 

_     10  (610  ±146)  5  (.105  ±731 

•V  —  73*  -  85  69  -;  80)  —  901 ±  125  ' 

2.  si   }6(y  —  l)*=5yy  +  61y-f  2,  Ot 

_4.61»— 4(69;__  _  1886 ±  10 
•T  —   4  (-  146+" 610)         —  7S- :305* 

Ex  priori   dat  signum  superior  y  =        =      et  7  —  ^  >   at  signum  inferior  y : 

121      „  .  1M6  34  27  .  f  . 

i»t  9  =  —  •    Ex  secunda  dat  signum  superior  y  =  — ^  = — y  et  g=— ,  at  signtim  inrenor 

„      1816      227     .  ,  «2S 

QM 

E*  valore  o  =  —  colligimus  hanc  solutionem 

a=     404,    6=     377,    <•  -  619, 
/"=3.314,    7  =  3.325,    /*  =  3.159. 
uhi  fit  aa  f  66  4  cr  =  2.3.7. 13*.97. 

Ex  valore  autem  </  =  -  nascitur  ista  solutio 

a  =     134,    6=     823,  607, 
/•=3.480,    a  =  3.103,    6  =  3.337, 
uhi  est  aa  f  66  +-  cc  =  2. 3.7. 19.31  43  nolandum<|Uc  est  hic  bin»  latera  terUo  non 


5.238  145 


776  97 
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22.  Pluribus  casibus  evolvendis  hic  non  immoror,  sed  potius  animadverto,  methodum  qua 
hic  sum  usus,  non  satis  videri  naturalem  et  ad  scopum  accommodatam ,  propterea  quod  nulla  sup- 
peditat  criteria  solutiones  simpliciores  distioguendi.  Desideratur  ergo  tam  pro  hoc  problemate,  quam 
pro  aliis  similibus,  quorum  solutio  ad  hujusmodi  fonnam 

/#*•+  te»+Ge'  +  Dx  +  E 
ad  quadratum  reducendam,  revocatur.    Atque  in   hoc  quidcm  problemate  solutio  a  quantitate 
aa  +  66  +  cc  inchoanda  videtur,  quae  hujusmodi  numero  2(xx+3jy)  certe  est  aequalis;  et  cum 
debeat  esse 

K  (xx  +  3jy)  =  ff  +  3aa  =  gg  +  366  =  hh  +  3cc, 

evidens  est  numcrum  xx  +  Zyy  factores  habere  deberc ,  quos  constat  ejusdem  esse  formae.  Statui 
igitur  poterit 

xx  +  3yy  =  (flim  -+-  3nn)  (/w  -|-  Aqq)  (rr  +  3w) 
et  %(xx  +  3yy)  octo  modis  ad  formam  AA  +  3017  referri  potest,  onde  ternas  illas  eligi  oportet. 
Foret  nempc 

a  =  2m(ps  +  qr)  +  2»  (3g«  —  pr) , 

6  =  m  ([3q±p)s±(q-p)r)±  n  (3  (g  — p)  j  +  (3q  +  p)  r), 
c  =  n  (|3g  -/» s  ±  (g  +  p)  r)  ±  n  (3  (g  +  p)  s  +.  (3g -p)  r), 

et  pffici  restat 

aa  +  66  +  cc  =  %  (xx  +  3yy). 
Verum  hoc  modo  catculus  fit  satis  prolixus,  nisi  forte  certis  artiGciis  tractabiUor  reddi  polest. 
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xxxvn. 

Dem onst r ationes  circa  rcsidua  ex  «livisioiic  potcstatuiu  pcr 
primos  rcsultaiitla. 


(N.  OHi.met.t.  XVIII.  1773.  p.  85.  E*hib.  1778  Maj.  18.) 

1.  IIypotI»e»l».  Si  termini  progressionis  geomotricac  ab  nnitate  incipientis  per  numerum 
primum  P  dividantor,  residua  indc  naU  litteris  1,  a,  ;i,  y,  8,  etc.  denoUbo,  hoc  modo: 

Progr.  geom.  1,  a,  a\  a\  a*,  a\  a*  etc. 
Residua  !,  a,  /3,  y,  8,  t,  £  etc. 


2.  Omnia  baec  residua  sunt  minora  divisorc  P;  quamdiu  enim  termini  progressionis  geome- 
tricae  divisore  P  sunt  minores,  residua  ipsis  sunt  aequalia;  cum  autem  divisorem  P 
rendo  ab  iis  divisorem  P,  quottes  fieri  potest,  residua  tandem  ipso  P  minora  relinqui 

3.  Si  numcrus  a  sit  primus  ad  divisorem  P,  boc  est  si  neque  ipsi  sit  aequalis,  ncque  ejus 
multiplo  cuipiam,  nulla  quoquc  ejus  potestas  per  P  erit  divisibilis,  neque  ergo  in  residuis  cyphra 


4.  Cum  omnia  residua  sint  divisore  P  minora,  multitudo  autem  numerorum  divisore  P  mino- 
rum  sit  =  P — 1,  plura  residua  diversa  occurrcrc  nequeunt  quam  P — 1.  Quare  cum  scries 
residuorum  sit  infiniU,  eadem  residua  in  ea  saepius  recurrcre  debent. 

5.  Ex  quolibet  residuo,  veluti  t,  sequcns  £  facile  definitur.  Cum  enim  sit  t  =  a*—mP  et 
Z  =  a*  —  nP,  erit  £  —  cu  =  (ma  —  n)P,  hincque  £  =  af  —  (n  —  ma)  P.    Quare  a  producto  at 

divisor  P  quoties  fieri  potest,  ac  relinquetur  residuum  sequens  £. 

6.  Respectu  numeri  primi  P  omnes  numeri  in  certos  ordines  distribui  possunt,  ad 
referendo  omnes  eos  numeros,  qui  per  P  divisi  idem  relinquunt  residuum,  hi  ergo 

erunt:  • 

I.  0,   P,  2P,         3P,         kP  mP, 

II.  1,    P+i,    2P-f  1,    3P4-1,    VPH-  1  ....«P-f  I, 

III.  2,    P4-2,   2P  +  2,    3P  +  2,    *P  +  2....mP  +  2, 

IV.  3,    P  +  3,    2P+3,    3P+3,    kP+  3....«P  +  3, 

etc. 

7.  Pro  quolibet  crgo  numero  primo  P  tot  babentur  numerorum  ordines,  quot  uniutes  in 
P  conUnentur:  et  quilibet  ordo  dcterminatur  residuo,  quod  omnibus  numeris  ejus 

in  quovis  ordine  locum  occupat  primum. 
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8.  Cnm  cujusque  ordinls  natura  residoo  ipsi  proprio  dcterminetur,  quilibet  cujusque  ordinis 
numerus  cjus  naturam  pcrinde  dcclarat,  ac  primus,  qui  ipsum  residuum  exhibet.  Hinc  nihi!  impedit, 
quominiH  idem  residuum  f  per  quemlibct  alium  numcrum  cjusdcm  ordinis  mP  +  e  denotetur. 

9.  Ita  idem  residuum  t  non  solum  per  numcros  positivos  t-\-  P,  t-±-2P  etc.  indicare  licebit, 
sed  etiam  per  ncgativos  t—P,  t  —  2P  ctc.  Cum  igitur,  si  t  sit  divisoris  P  semisse  majus,  t—P 
eodem  sit  minus,  patet  numcros  negativos  admittcndo,  omnia  residua  numeris,  qui  divisoris  P 
semisscm  non  supercnt,  exprimi  possc. 

10.  Proposito  divisore  primo  P,  prout  progrcssionis  geometricae  radix  a  constituatur,  fierl 
potest,  ut  in  residuis  vel  omnes  numcri  ipso  P  minores  occurrant,  vel  non  omnes.  Si  enim  sumatnr 
radix  a=l,  omnia  residua  in  unitatem  abeunt;  ac  si  sumatur  a  =  P — 1,  scries  residuorum  prodit: 

1,     P—  1,       1,       P—  1,        1,       P  —  1  etc. 
vel       -f- 1 ,       —i,-|-i,  —  I,    -|-«,  —  1    etc.  (9). 

11.  Quod  autem  intcrdum  omnes  numeri  divisoic  P  minores  in  residuis  occurrunt,  nnico 
exemplo  declarassc  sufficiat;  sit  scilicet  P=7  et  sumatur  radix  «  =  3,  habebitur: 

progr.  geom.  1 ,  3,  3»,  3»,  3*,  3*,  3',  3',  3*,  3*,  etc. 
residua  1,  3,  2,  6,  k,  5,  1,  3,  2,  6,  etc. 

12.  Si  pro  eodem  divisore  P  =  7  radici  a  alii  valores  tribuantur,  series  residuorum  se  habe- 
bunt  ut  sequitur: 

l  progr.  geom.  1 ,  2,  2»,  2»,  2\  2*,  2*,  2\  2*.  2»  etc. 
\residua  1,  2,  k,  1,  2,  1,  2,  V.  1  etc. 
fprogr.  geom.  1,  k,  k\  %\  *\  V,  V,  k\  k\  V  etc. 
(residua  1,  k,  2,  i,  k,  2,  1,  h,  2,  i,  ctc. 

jprogr.  geom.  1,  5,  5\  5\  5\  5\  5\  5\  5\  5»  etc. 
tresidua  1,  5,  k,  6,  2,  3,  1,  5,  fc,  6  etc. 

13.  Ut  omnes  variationes,  quae  in  serie  residuorum  locum  habere  possunt,  obtineaotur,  snf- 
ficit  radici  a  omnes  valorcs  divisore  P  minorcs  tribuisse;  si  enim  loco  a  sumatur  a-\-  P,  ex  pro- 
gressionc  geometrica  1 ,  a  +  P,  (a  +  P)\  (a  -f-  P)*  etc.  eadem  residuorum  serics  recurrit,  quae  ex 
grogressionc  geometrica  1,  a,  a\  a*,  a\  etc. 

ik.  Quemadmodum  in  residuis  etiam  numeros  negativos  admittimns  (9),  ut  ea  infira  semissem 
divisoris  P  deprimamus,  ita  etiam  pro  radice  progressionis  geometricae  a  numeros  negativos  assumere 
licct,  ac  tum  habebitur: 

progr.  geom.  1,  — a,  -\-  a\  — a\  -|-a\  — a\  -j- a\  — a'  «tc 
residua  1,  —  u,     /?,  — y,      S,  —e,       C,  — «  etc. 

15.  Sumta  autem  radicc  — a,  eadcm  residua  oriuntur,  ac  ai  radix  poneretur  P  —  a;  undc 
patet,  pro  easibus,  quihus  radix  a  semissem  divisoris  P  superat,  residua  ex  casibus,  quibus  est  a  <  JP, 
boile  colligi. 
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1«.    Quodsi  loco  radicia  o  successive  omnes  numcri  divisore  P 

* 

inde  natae  vel  erunt  compleUe  vel  incomplelae:  completas 
divisore  P  mioores  occurrunt;  incompleUu  vero,  ubi 
serie  residuorum  excluduntur. 

17.  Quoniam  vidimus  pro  quovis  divisorc  P  dari  ejusmodi  valores  radicis  «,  vcluti  si  o  =  1 
et  a  —  I'  —  1,  ex  quibus  series  rcsiduorum  incompletae  resultanl,  hinc  nascitur  quaestio:  an  semper 
ejusmodi  progressiones  geometricae  exhiberi  queant,  unde  series  residuorum  complelae  oriantur. 

18.  Hujusmodi  radices  progressionis  geomelricac,  quae  series  residuorum  completas  producunt, 
primitivas  appcllabo.    Ita  supra  vidimus  pro  divisore  P  =  7  radices  primitivas  csse  3  et  5.  Num 

pro  omnibus  divisoribus  primis  dentur  radices  primitivae,  quaestio  est  altioris  indaginis,  infra 


19.  Cum  in  serie  residuorum  termini  praccedentes  tandem  recurrere  debeant, 
primus  qui  recurrit  semper  cst  unitas. 

Demonstratio.  Ponamus  enim  aliud  quodvis  residuum  *  ex  potestate  o"  natum  recurrcrc,  ante- 
quam  unitas  recurrat,  id(|ue  secunda  vice  ex  potestate  a"+r  prodire.  Cum  igitur  sit  t  =  aM — mP 
et  t  =  a>,+* — nP,  erit  a!>+v — a"=(«  —  m)P,  ideoquc . (ar —  I)  multiplum  ipsius  P;  at  quia 
a*  per  numerum  primum  P  dividi  nequit,  (radix  enim  a  divisore  /'  minor,  ideoque  ad  eum  prima 
statuitur),  necessario  alter  factor  o1' —  1  per  P  divisionem  admittel,  hincque  potestas  or  per  P  divisa 
unitatem  relinquet;  quae  potestas  cum  inferior  sit  quam  o"+*  evidens  est,  residuum  e  ante  recor- 
rcre  non  posse,  quam  unitas  recurrerit. 

20.  Statim  atque  in  scrie  rcsiduorum  1,  a,  /3,  y,  S  etc  unitas  iterum  occurrit, 
deinceps  eadem  residua  eodem  ordiue  uti  ab  initio  iterum  recurrent. 

Demonstratio.  Oriatur  enim  uniUs  secunda  vice  cx  potestate  ac  sequens  residuum  erit 
a,  I  (5)  =  o,  idem  quod  ex  secundo  tcrmino  a  nascebatur,  ideoque  «,  post  quod  denuo  sequcntur 
residua  {i,  y,  d  etc.  eodem  ordinc  uli  ab  initio. 

21.  Si  a  sit  radix  primitiva,  ejus  potestas  op  "  *  per  divisorem  primum  P  divisa 
unitatem  relinquet. 

Demonstratio.  Quia  a  est  radix  primitiva,  in  serie  residuorum  omnes  numeri  divisore  P  minores 
occurrunt ,  qnorum  multitudo  est  P  —  t  ;  cx  totidem  ergo  progrcssionis  geometricae  terminis 
I,  a\  a*,  a*  ctc.  quorum  ultimus  erit  op_*,  oriantur  necesse  est;  sequens  ergo  terroinus  fl^-1  ali- 
quod  ex  residuis  praccedentibus  reproducet,  quod  autem  nccessario  est  unitas  (19). 

82.  Si  progressio  gcometrica  1,  o,  o\  a*,  a*  etc.  seriem  residuorum  incompletam 
producat,  numerus  residuorum  diversorum  erit  pars  aliquota  numeri  P — 1,  hoc  est 
divisoris  primi  P  unitate  minutl. 

Demonstratio.  Sit  numerus  residuoruiu  diversorum  I ,  a,  {i,  y,  ti  etc.  ex  hac  progressione 
geometrica  natornm  —  r,  qni  ergo  pcr  hypothesin  minor  est  quam  P — 1,  ita  ut  quidam  numeri, 
qui  sint  H,  93,  (&,  5D,  etc.  corumque  multitudo  =  P  —  1  —  r,  ex  serie  residuorum  exciodantur. 
Jam  dico,  quia  H  in  serie  residuorum  oon  reperitur,  ibidcm  quoque  nec  aH,  nec         nec  yH  etc. 
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occurrere  posse.  Si  enim  tTl  esset  residuum,  qu;a  *  ex  oerta  potestate  radicis  a,  qoae  sit  a", 
nascitur,  loco  tH  spectare  licet  ar7l,  unde  sequentia  residua  forent  ar*~l7l,  a*+*2(,  «r+*2t  etc  et 
in  genere  a"3l;  quia  autem  dntur  potestas  n"  unitntem  relinquens,  hoc  residuom  foret  71,  contra 
bvpothesin.  Hinc  dato  uno  non-residuo  71,  simul  dantur  r  non-residua;  quae  si  nondum  multitu- 
dinem  numerorum  H,  ©,  S,  jD,  etc.  quorum  numerus  est  P —  1 — r,  exhauriant,  de  novo  r 
non-residua  accedunt,  sicquc  porro;  unde  numcrus  P —  1  —  r  necessario  erit  multiplus  ipsius  r;  sit 

ergo  P—l — r  —  nr,  fict  r  =   — ,  ac  propterea  uumerus  rvsiduorum  r  scmper  est  pars  ali- 

*  ~r » 

quota  numeri  P  —  I. 

23.  Quicunque  valor  divisore  primo  P  minor  radici  a  tribuator,  potestas  af~' 
per  P  divisa  unitatem  relinquit,  seu  formula  ar~'  -  1  per  P  erit  divisibilis. 

Demonstratio.    Sit  r  numerus  omnium  rcsiduorum  diversorum  I,  a,  3  etc.  quae  ergo 

nascuntur  ex  progressione  geometrica 

1,  a,  a*,  a»,  a*  ar_\ 

sequens  igitur  potestas  ar  unitatem  pro  residuo  habebit,  eritque  forma  ar —  1  per  divisorem  P 
divisibilis.  Quia  vero  r  est  pars  aliquota  numeri  P—  t,  illa  forma  a'~' —  t  per  hanc  ar — I  erit 
divisibilis,  ideoque  etiam  per  ipsum  divisorem  P. 

2k.  In  serie  rcsiduorum  t,  «,  /?,  y,  3  etc.  sive  fuerit  coropleta,  sivc  incompleta, 
simul  producta  ex  binis,  ternis,  quaternis  etc.  hincque  etiam  singulorum  potestates 
quaccunque,  siquidem  per  divisorem  P  deprimantur,  occurrunt. 

Demonstratio.  Si  enim  potestas  am  rcsiduum  relioquat  ft,  ef  potestas  a"  residuum  v,  erit 
am  =  . .  P  -+  u  et  a"=  . .  P  v,  ubi  duo  puncta  . .  loco  cujusvis  indicis  integri  scribo,  hincque 
am+n=  .  .  P  -f-  uv,  ita  ut  potestas  am+"  rcsiduum  /uv  sit  relictura.  Quare  cum  productum  bino- 
rum  quorumcunque  residuorum  in  scrie  residuorum  occurrat,  propositum  est  manifestum. 

25.  Datis  duobus  rcsiduis  //  et  v,  in  serie  reaiduorum  etiam  aliquod  reperietur 
«,  ut  sit  i=,«w,  vel  v  =  uu  —  ..P. 

Demonstralio.  Oriantur  cnim'  residua  ,m  et  v  a  potestatibus  o™  et  a",  ac  «t  6»  residuum  a 
potestate  a*-",  vel  hac  ^~l+n~m,  ai  fortc  fuerit  /i<  m,  critque  potestatis  a"=  a"'.aa-m  reaiduum 
=  luo  — . .  P,  ideoque  v  = .«»  —  . .  P. 

26.  Cum  unitas  semper  in  scrie  residuorum  contineatur,  cuique  residuo  respondebit  ibidem 
aliud  quoddnm  w,  ut  sit  uw=  I,  seu  ,</«=  1  -K  . .  P.  Hujusmodi  bina  residua  sacia  appcllabo. 
Unde  patet,  in  omni  serie  residuorum  terminos  ita  sociatim  cxhiberi  posse,  ut  bina  quaeque  sibi  sint 
socia.  Hoc  tantum  notetur,  unitatem  sibi  ipsi  esse  sociam,  ac  si  —  1  occurrat,  socium  quoque  ipsi 
esse  aequalcm. 

27.  Ilis  praemissis,  quac  alibi  fusius  pcrtractavi,  ad  sequcntia  theoremata  progredior,  in  quibus 
plures  novae  veritates  ex  principiis  prorsus  singularibus  demonstrabuntur,  ad  quas  per  methodos 
adhuc  usurpatas  accessus  nimis  difficilis  videtur. 

28.  Theorema.    Ut   forma  x" —  I  per  numcrum  primum  P  divisibilis  evadat, 
sumendo  cc  <  P,  id  pluribus  quam  n  modis  fieri  nequit 
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Demoi»<ratlo.  A  castbus  simplicissimis  inchoemus,  ac  primo  statim  manifestum  est  formam 
a;'  —  1  pcr  numerum  primum  P  unico  modo  divisibilcm  esse  possc  sumendo  x  =  1 ,  cum  valores 
ipsius  r  divisore  P  majorcs  cxcludantuf. 

L't  forma  x1 —  1  divisionem  per  numerum  primum  P  admittat,  vel  x — 1,  vel  x-\-  1  dlvisio- 
nem  admittcrc  debet;  priori  casu  fit  x=  1,  posteriori  x=P —  t:  neque  ullo  alio  modo  id  eveuire 
potcst,  siquidem  casus  x  >  P  excluduntur.  Forma  x'—  i  =  (x  —  I)  (xx  +  x  -f  i)  per  P  divi- 
sibilis  est  primo  si  x=l,  tum  vcro  si  acas  +  x-j-1  =mP,  quod  si  cveniat  casu  x=a,  etiam  casu 
x=a*  succedet;  altiorcs  enim  potestatcs,  ob  a*— 1  divisibilc  pcr  Pt  idcoquc  rcsiduum  ipsius  o3=  1, 
ad  praecedentes  reducuotur.  Jam  vero  dico  praetcr  hos  trcs  casus  alios  dari  nullos;  si  enim 
divisio  succederct  quoque  casu  x  =  b,  ob  aa-\-a-\  1  et  66 -+ 6 -f  1  per  P  divisibilcs,  differentia 
(a  —  6)(o4  6-f-l)  etiam  cssct  divisibilis,  hoc  est  vel  a — 6,  vel  a-\-b-\-l;  prius  darct  b=a, 
postcrius  ab  oa  +  a-j-1  ablatum  praeberet  aa  —  b  =  mP,  hoc  cst  b  =  aa,  qui  sunt  casus  jam 
cnumerati.   Unde  pluribus  quam  tribus  modis  divisio  non  succedit. 

Jam  pro  forma  x" —  1  in  gonere  obscrvo,  si  ca  pcr  numcrum  primum  P  fuerit  divisibilis  casu 
x  =  a,  ut  sit  x  —  a  divisor  formae  x" — 1 — mP,  tum  facta  divisione  oriri  formam  uno  gradu 

4 

inferiorem,  per  P  divisibilem  reddendam;  quod  si  pracslct  valor  x  =  b,  denuo  ad  formam  inferiorem 
pervenietur,  ex  quo  perinde  atque  in  rcsolutione  aequationum  concluditur,  pluribus  quam  n  modis 
quaesitum  obtineri  non  possc;  qui  si  x  =  a  fucrit  unus  valor  idoneus,  erunt 

x—\,    x  =  a,    x  =  a1,   x  =  n*,    x  =  o*,  x  =  an~l 

quandoquidem  a"  iterum  unitati  aequivalet. 

29.  Schollon*  Theorema  hoc  ita  accipi  dcbet,  ut  forma  x"—  l  certc  non  pluribus  quam  n 
modis  per  numcrum  primum  P  divisibilis  reddi  qucat,  aliis  pro  x  valoribus  non  admittendis,  nisi 
qui  ipso  P  sint  minores.  Cum  enim  si  quispiam  valor  x  =  a  id  pracstct,  omnes  in  hac  formula 
x  =  a  -\-  mP  idem  sint  praestaturi ,  hos  omnes  pro  unico  casu  haberi  convenit.  Hac  lege  constitnta 
sacpius  cvenire  potcst,  ut  numcrus  casuum  sit  minor  quam  cxponens  n;  veluti  si  quaestio  sit.  quot 
casibus  forma  x1—  1  prr  7  divisibilis  existat,  boc  non  quinquc,  scd  unico  modo  x=  1  Geri  posse 
dcprchenditur,  dum  reliqul  quatuor  casus  quasi  liunt  imaginarii.  Ex  sequentibus  autcm  patebit,  semper 
quasdam  solutioncs  ficri  impossibiles,  quoties  exponens  n  non  fuerit  pars  aliquota  ipsins  P—t,  dum 
contra.  quoties  «  est  pars  aliquota  ipsius  P—  i,  omncs  solutiones  sunt  reales.  Ac  si  n  =  P — I, 
tum  manifesto  totidem  habcntur  solutiones,  quia  omncs  numeri  ipso  P  minores,  quorum  mullitudo 
est  P — 1,  loco  x  positi  formulam  x" — I  per  numcrum  primum  P  divisibilem  rvddunt  (22). 
Quando  autcm  exponens  n  major  est  quam  P  —  1,  veluli  n  =  P  —  1  -j-fc,  tum  forma  xp— 1+i —  1 
reducitur  ad  x' —  1,  quoniam  potcstas  xp~'  ratione  rcsiduorum  unitati  aequivalcrc  est  censenda. 

30.  Definltto.  Casus  proprii,  quibus  formula  x" —  1  per  quempiam  numerum  primum  divi- 
sibilis  csse  potest,  sunt  ii,  qui  ipsi  cum  nulla  forma  inferiori,  ubi  exponens  n  cst  minor,  sunt 

31.  Coroll.  1.  Quia  casus  x=  1  formulae  x"  —  I  cum  omnibus  inferioribus  est  communis, 
hunc  sempcr  a  casibus  formulae  isti  propriis  cxcludi  oporlet:  undc  cum  numcrus  omnium  casuum 
sit  n,  numerus  casuum  propriorum  saltem  unitale  est  minor. 
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32.  CoroIL  9.   Si  exponens  n  fuerlt  numerus  primus,  formuta  xn—  1  per 
cst  praetcr  x'_  1,  uode  numerus  casuum  propriorum  cst  n  —  1. 

33.  Coroll.  3.  Sin  autem  exponens  n  fuerit  numerus  compositus,  puta  n  =  /uv,  tum  formuJa 
x" —  1  iisdcm  casibus  cst  divisibilis,  quibus  formulae  x" —  I  et  x" —  1,  quandoquidem  ipsa  per  has 
divisibilis  existit;  unde  casus  barum  formularum  a  casibus  propriis  formulae  x" —  f  sunt  segregandi. 

3V.  Problema»  Pro  omnibus  exponcntibus  n  numerum  casuum  propriorum  defi- 
nire,  quibus  formula  x" —  1  per  quempiam  numerum  primum  P  divisibilis  reddi 
potest,  alios  pro  x  valores  non  admittendo,  nisi  qui  divisore  sint  minores. 

Bolutio.  A  numero  omnium  casuum,  qui  est  —  n,  excludantur  casus,  quibus  formulae  infe- 
riores  in  proposita  contenlae  simul  Gunt  divisibiles;  aliae  autem  formulae  inferiores  veluti  xr—  1  in 
proposita  x°—  1  non  continentur,  nisi  quarum  exponcns  v  cst  pars  aliquota  exponentis  n.  Vcrum 
si  plures  bujusmodi  formulae  inferiores  dcntur,  ne  iidem  casus  bis  vel  pluries  excludantur,  tantum 
casus  cuique  proprii  excludi  debent,  quo  facto  remanebunt  casus  formulae  propositae  x" —  I  pro- 
prii;  hoc  modo  ab  exponcntibus  minoribus  ad  continuo  majorcs  facile  progredi  licet: 

formula   |    numerus  casuum  propriorum 
1 

2—1  =  1 
-1=2 
-1-1 =2 

-  1  =  * 
,  _  2  —  1  —  1  _  2 

—  1=6 
8  — 2  —  1  —  1 =  V 
9—2— 1=6 

elc. 

Ilinc  in  genem  si  «,  /?,  y,  8  etc.  sint  numcri  prirni,  res  ita  se  habebit: 


y-t 

x*-i 
x«_l 

X*-  1 

x*-l 

X*-  i 

x'-l 
xs-  I 
x'-  | 


formula 
x'  - 

*"  - 
x"  - 
x'  - 

x""  _ 

x«{>  - 

xa1  — 
xft  — 
xn  — 

x^- 

L.  Inltt i  Opn. 


numcrus  casuum  propnonim 
I 

u—i 
y-i 


uu  —  u  =  a  (o  —  1 ) 

a/3  —  =  («_!)(£_  i) 

ay  —  a  —  y  +  1  =  («  —  1)  (y  —  1) 

0y-0-y+i=(0-i)  (y  —  i) 

Yy—y=y(y—i) 


a* —  vut  ~\-  a  —  «-(-1  —  i  =an(a  —  1) 

aa0  —  «u     «  —  («—  i)(0  —  i)  —  a  —  0  +-  1  =«(o  —  i)(0  —  t) 

66 
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unde  coliigtmus,  si  fuerit  n  —  ul  ,i"  y*,  pro  fonnub  xn—  1  fore  numerum  casuum  proprioram 

^-(«-l)^-'(/y-l)/-'(y-l). 
Quae  si  attentius  contemplemur,  mox  deprebendemus  pro  qualibet  formula  x"  —  1  tot  dari  casus 
proprios,  quot  infra  exponentcm  n  dantur  numeri  ad  ipsum  primi. 

35.  Coroll  1.  Divisore  primo  existcntc  =  P,  si  exponens  n  sumatur  =  P  —  1 ,  quia  for- 
mula  x"- 1 —  1  certo  habet  P —  1  casus  eosque  omnes  reales,  cum  x  omnes  valores  ipso  /' 
minores  recipere  queat;  si  inde  expunganUir  ii,  qui  huic  formuiae  cum  simplicioribus  suut  cominunes, 
casus  proprii,  qui  relinquuntur,  omncs  ccrto  erunt  realcs. 

36.  CoroM.  S.  Uinc  scmper  ejusmodi  danlur  numeri  divisore  /'  minores,  qui  casus  formulae 
3?~x—  1  proprios  exhibent,  ita  ut  iidcm  casus  nulli  formulae  ioferiori  conveniant 

37.  Behollon.  Quamvis  haec  nimis  abstracta  et  omni  usu  destituta  videantur,  tamen  oquidem 
iis  supersedere  non  potui  in  sequenlibus  demonstratiouibus  adornandis,  ubi  imprimis  ante  omnia  est 

•  ostendendum,  quicunque  numerus  primus  pro  divisore  P  accipiatur,  semper  ejusmodi  progrcssiones 

geometricas  1,  a,  a1,  a*,  a*  etc.  exhiberi  posse,  unde  series  residuorum  completae  rcsulteut  ,  in 
quibus  scilicet  omncs  numcri  divisore  P  mioores  occurrant,  antequam  idem  residuorum  ordo  rcvcr- 
tatur.  Plerisque  forte  haec  res  ila  manifesta  videbitur,  ut  demonstrationc  non  egeat,  cum  pro 
minoribus  divisoribus  primis  hujusmodi  progrcssiones  gcometricae  scries  residuorum  completas  prne- 
bentes,  actu  exhiberi  queant,  pro  majoribus  autem  ratio  dubitandi  continuo  decresccrc  videatur. 
Verum  quoniam  hoc  secus  cvenit  pro  divisoribus  non-primis,  haec  numerorum  primorum  proprictas 
utique  demonstrationem  postulare  est  visa. 

38.  Theorema.  Quicunquc  numerus  primus  pro  divisore  P  accipiatur,  semper 
ejusmodi  progressio  gcometrica  I,  a,  a*.  a*,  a*  etc.  cxbiberi  potest,  cx  qua  scrics 
residuorum  completa  oriatur. 

Demonstratio.  Cum  posita  in  gencrc  progrcssionis  geonietricae  radicc  x,  minorc  semper 
qtiam  divisor  /',  terminus  xp— 1  per  P  divisus  unilatein  rclinquat,  indeque  residua  codem  ordine  uti 
nl>  initio  reverlantur;  ostendi  oportct  pro  x  cjusmodi  numcrum  a  assumi  posse,  ut  ar~ '  sit  ejus 
iniima  potestiis,  quae  per  P  divisa  unitatem  relinquat;  quia  enim  tum  in  seiie  residuorum  unitas 
ante  hunc  lerminum  non  oceurrit  omnia  antecedentia  residua  inter  se  diversa  sint  necessc  est,  quo- 
mm  numerus  cum  sit  =  P  —  1 ,  omnes  nuineri  divisore  /'  minores  in  serie  residtiorum  reperientur, 
eaque  propterea  crit  completa.  Res  itaquc  huc  redit,  ut  ostcndatur,  non  omues  ntimeros  divisore  P 
minores  ita  esse  comparatos.  ut  eorum  inferior  quaepiam  potestas  per  P  divisa  unitatem  relinuuat. 
Verum  si  hoc  eveniat  in  potestatc  x"  cxistente  n<  P  —  i,  jam  ostendimus  ($21),  ejus  exponentcm 
n  esse  necessario  partcm  aliquotam  ipsius  P — 1;  cum  jam  §  3t  docucrim,  formam  rp~l — 1 
semper  liaberc  casus  sibi  proprios,  puta  x=a,  ut  nulla  inferior  divisiouem  per  P  admillat:  perspi- 
cuum  est  potestatem  «p— 1  fore  iuGmain,  quae  pcr  P  divisa  unitatem  relinquat;  unde  suuilo  tali 
nutnero  «i  pro  radice  progrcssionis  gcomelricae,  cx  ea  scries  residuorum  complela  oriatur  necesse  est. 

35).  Scholion.  Quo  haec  clarius  intelligantur,  conveuiet  pro  simplicioribus  divisoribus  primis 
tales  series  residuorum  completas  conspcclui  exponi,  ubi  quidcm  progressiones  geometricas,  unde 
nasciinlur,  non  opus  ost  exponi,  quia  radix  scmper  secundo  tcrmino  seriei  rcsiduorum  est  aequalis; 
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sed  sufGciet  generalcm  progressionem  in  capite  posuisse,  ut  iflde  exponentes,  quibus  singuli  termini 
in  seriebus  residuorum  respondent,  pcrspiriantur: 
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9, 
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13, 
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Radices  igitur,  quilius  hic  pro  istis  divisoribus  primis  sumus  usi,  suul  primitivae,  quia  earum  potestates 
omnia  diversa  rcsidua  divisore  minora  suppeditant,  quibus  cxhaustis  demum  unitas  recurrit,  et  series 
eodem  ordinc  uti  ab  initio  progrediuntur.  Via  quidcm  adhuc  non  patet,  tales  radices  primitivas 
pro  quovis  divisore  primo  inveniendi,  neque  etiam  demonstratio,  rjua  talcs  radicvs  primilivas  semper 
dari  evici,  mcthodum  eas  iuveniendi  declarat.  l'ro  quovis  autem  divisorc  primo  radii  btijusmodi 
primitiva  tentando  non  diBicultcr  clicitur.  Veluti  pro  divisorc  23,  primum  radicem  «  =  2  assumo, 
unde  haec  series  residuorum  nascitur: 

1,  2,  V,  8,  16,  9,  18,  13,  3,  6,  12,  I, 
quac  curo  sit  incomplcta,  jam  inde  patet  radiccm  primitivam  inter  numeros  eiclusos  quaeri  debere, 
quorum  minimus  5  negotium  conGcere  deprehenditur;  nisi  hoc  accidisset,  denuo  intcr  numcros 
exclusos  radicem  priroitivam  quaesivissem. 

V0.  Theorema.  Si  divisor  primus  sit  P  =  2n-\-i,  et  a  radix  primitiva,  lum 
progressionis  geometricae  1,  a,  a\  a*  etc.  terminus  a"  residuum  praebct  2n  scu  — I. 

Deinonstratlo.  Gum  a  sit  radix  primitiva,  ejus  potestas  d1"  per  divisorem  2n  -f-  1  divtsa 
unitatem  relinquit,  neque  ulla  dalur  polestas  inferior  idem  praestaits;  formula  crgo  aln—  1  per 
cundem  divisorcm  crit  divisibilis,  nequc  ulla  alia  inferior.  Cum  igitur  sit  a1"—  1  =  (a"—  I ){*"  + 1), 
et  factor  a" —  1  non  sit  per  divisorem  2«  -f-  1  divisibilis,  alterum  factorem  a" -\-  1  divisibilem  esse 
necesse  esl,  scu  erit  a"  f  1  =  m  (2n  +  1)  hincque 

a"=iw(2/i+  1)  —  I,  vel  «"=(»•-  1)  (2n  \  1)  \-  2n; 
unde  manifestum  est  potestalem  a"  per  divisorem  2n  +  1  divisam  relinquerc  —  I  seu  2«. 

VI.  Coroll.  I.  Si  ergo  residua  ex  initio  progressionis  geometricae  I,  a,  a\  a\  etc.  nata 
sint  1,  «,  ,d,  y  etc.  residua  ex  tcrminis  a",  a"+\  an+1,  a"  +  i  elc.  nata  erunt  —  1,  — u,  — j, 
—  y  etc.,  seu  2n,  2n+t — a,  2n  +  1 — fi,  2n-l-l — y  etc.  cam  sit  u—u,  tf—au,  y  —  Uji  elc. 
sempcrque  sequens  terminus  oriatur  ex  praeccdente  per  radicem  a  multiplicato. 

V2.  CoroH.  %.  Series  ergo  residuomm  completa,  cujus  terminorum  numerus  est  =2«, 
antequam  iidem  tcrmini  recurrant,  in  duas  partcs  dispescitur  1,  u,  ,d,  y,  !f  ctc.  et  —  I,  — «, 

* 
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—  /*,  -y,  etc.  cujus  posterioris  Urmini  sunt  complemeoU  Urminorum  prioris;  seu  residua  ex 
Urminis  ax  et  an  +  *  naU  simul  sumU  sunt  =0,  sive  divisorcm  2n  -f  1  praebent. 

*3.  Schollon.  Quae  de  binis  residuis  sociis  supra  sunt  obscrvaU,  quorum  productum  unitate 
superat  multiplum  divisoris,  ea  hic  ita  sunt  disposita,  ut  a  medio,  quod  est  —  1  vel  2n  aequi- 
distent.  Si  enim  r  et  j  sint  rcsidua  ex  polestatibus  ani"r  et  a"~r  nata,  productum  rs  erit  residuum 
ex  potestatc  a**  nalum,  quod  cum  sit  unilas,  erit  rs  =  I,  vcl  I  -j-m(2n-\-  1).  Ipsum  aut«m 
residuum  medium  —  I,  scu  2n,  sibi  ipsum  est  socium,  omnino  uti  primum  — |-  I  sc  ipsuoi  habet 
pro  socio.  Reliqua  residua  sociaU  omnia  sunt  inacqualia,  et  quocunque  proposito  r,  alterum  sibi 
socium  *  crit  =  i+"(**+f>;  scmpcr  enim  m  ita  definirc  licct,  ut  m  (2n  +  1)  1  per  r  divisio- 
nem  admittat,  siquidcm,  uti  assumsimus  2n-U  1  fucrit  numcrus  primus,  ct  r  numcrus  ipso  minor, 

r 

vcl  salUm  ad  cum  primus.  Quemadmodum  autem  in  nostra  scric  rcsidua  sunt  disposita,  cujusque 
socium  expcditc  rcperitur,  cum  ambo  a  medio  —  1  aequidistent. 

VV.  TbeoKma.  Si  divisor  fucrit  numerus  quicunque  primus  P,  tot  dantur  radi- 
ccs  primitivac,  quot  rcpcriuntur  numeri  ad  P — I  primi  eoque  minores,  quandoquidcm 
taDtum  radices  divisore  minorcs  consideramus. 

Dcmonstrauo.  Ponamus  P  —  1  =  Q,  ^  «van  <*rte  detur  radix  primitiva,  sit  ca  =  a,  ita 
ut  a°  sit  minima  potestas  ipsius  a  per  P  divisa  unilatcm  relinquens.  Tum  vcro  sit  n  numcrus 
quicunque  primus  ad  Q.  ac  poteslas  a"  pcr  divisorcm  P  divisa  rclinquat  rcsiduum  6.  quod  utique 
ab  u  crit  diversum;  criU|u«>  b  itidem  radix  primiUva,  seu  quod  eodcm  rcdit,  ipsa  potestas  a"  uti 
radix  primitiva  spcctari  poUst.    Ad  quod  demonstrandum  ostendi  dcbct  in  progressione  geometrira 

1 ,  a",  aln,  a*"  a°" 

ante  U'rminum  a°"  nullum  occurrcre,  qui  pcr  /'  divisus  unitatcm  relinquat.  Jam  quia  a  est  radix 
primitiva ,  nullae  aliae  ejus  potcstates  per  P  divisae  unitatem  relinquunt,  nisi  quarum  cxponenUs 
sint  vel  Q,  vcl  2Q ,  vcl  3$,  vel  multiplum  quodcunquc  ipsius  Q,  undc  quidcm  manifcstum  cst 
poUsUtcm  a0"  unitatcm  rclinqucrc.  Simul  vero  patet,  quia  numerus  n  ad  Q  cst  primus,  nullum 
midtiplum  ipsius  n  minus  quam  Qn  simul  esse  multiplum  ipsius  Q :  si  cnim  mn  exisUntc  m  <  Q 
essct  multipium  ipsius  Q,  puta  =kQ,  ob  mn  =  kQ  foret  m:Q  =  k:n,  idcoque  numcri  n  et  Q 
non  forrnt  intcr  se  primi.  Quare  cum  in  superiori  progressionc  gcomctrica  antc  tcrminum  a0* 
nullus  alius  occurral,  qui  per  divisorem  P  divisus  unitatcm  reliuquat,  serics  rcsiduorum  indc  nala 
Q  tcrminos  divcrsos  complecUtur,  eritquc  proptcrea  complcta,  et  a"  scu  rcsiduum  indc  natum  6  crit 
radix  primitiva.  Cum  igitur  cx  quolibct  uumero  n  ad  Q  seu  P  —  I  primo  olilincatur  radix  primitiva, 
admissa  una  salUm  primitiva  a,  manifcstum  est,  scmpcr  tot  dari  radices  primitivas,  quot  danUu* 
numeri  ad  numerum  Q  =  P —  1  primi,  eoquc  minores,  quandoquidcm  radices  majorcs  ab  liac  con- 
sidcralionc  excluilimus. 

V5.  Coroll.  I.  Pro  divisorc  ergo  P  =  3  et  Q  —  2,  unica  datur  radix  primitiva  2  ex  pote- 
sUte  a'  nata;  pro  divisore  P  =  5  et  Q  =  \  duae  dantur  2  et  3  cx  poUsUUbus  al  et  as  naUe. 
Pro  divisorc  P  =  7  ct  Q  —  6,  itcrum  duae  daotur  3  ct  5  ex  poUsUlibus  a'  et  as  oaUe.  Pro 
divisore  P=||  et  Q=  10,  ad  quem  numcrum  Q  primi  sunl  1,  3,  7,  9,  radices  primiUvac  sunt 
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*6.    CoroD.  9.    Pro  quovia  crgo  divisore  primo  P  mulutudo  radicum  priroitiva 
dini  numerorum  ad  numerum  Q  =  P  —  1  primorum  eoque  minorum  est  acqualis,  ideoque  ex 
positionc   numeri   Q  est  indicanda.    Ita  si  fuerit  Q  =  u>      f  etc.  existcntibus  a,  /?,  y  etc. 
numeris  primis,  constat  numerum  radicum  primitivarum  fore 

=  </"'(«_  (£_  '  (y-l)etc. 

*7.  CoroU.  8.  Ipsi  autem  numcri  ad  Q  primi  facile  reperiuntur,  dum  ex  numeris  omnibus 
ipso  Q  minoribus  expunguntur  ii,  qui  ad  Q  sunt  compositi:  qui  enim  restant,  intcr  quos  semper 
unitas  reperitur,  erunt  ad  Q  primi. 

kS.  Schollon.  £x  data  theorematis  demonstratione  autem  simul  intelligitur,  plurcs  non  dari 
radices  primitivas,  quam  assignavimus.  Sumta  enim  quacunquc  alia  potestate  radicis  primitivae  jam 
cognitae  a,  puta  a"\  cujus  cxponens  m  non  sit  priraus  ad  Q,  sed  cum  Q  communcm  habeat  diviso- 
rem,  qui  sit  d,  ut  tam  ^  quam  sit  numcrus  integer;  in  progressionc  geomelrica  1,  am,  a*™, 
a*"\  a*m  etc.  occurret  potesUs,  cujus  scilicet  cxponens  =^wt,  antequam  ad  a°"  pcrveniatur,  qui 
rum  sit  quoquc  =  ^-Q,  ideoque  multiplum  ipsius  Q,  ex  ea  potestatc  jam  orietur  rcsiduum  1,  ac 
propterea  scries  rcsiduorum  prodibit  incompleta.  Talis  ergo  poteslas  am  seu  residuum  indc  rcsul- 
tans  certe  non  erit  radix  primitiva. 

kd.  Coroll.  4.  Si  residuum  r  praebeat  radicem  primitivam,  etiam  ejus  socium  *  dabit 
radicem  primitivam.  Posito  enim  divisore  primo  P  =  2n  +  1,  ut  sit  Q  =  2n,  sit  a"_i  potestas 
praebcns  residuum  r,  et  socium  s  resultat  ex  potestate  a"  Evidcns  autem  est  si  n  —  X  fuerit  ad 
Q  =  2n  primus,  tum  etiam  exponentem  alterum  n  +  A  forc  ad  Q  primum. 

50.  S«bollon.  Ilaud  abs  re  forc  arbitror,  si  pro  simplicioribus  divisoribus  primis  P  tam 
numeros  ad  Q  =  P  —  t  primos,  quam  radices  primitivas  tis  respondentcs  conspectui  exposuero: 

Dirisor 

1  ad  2  primus 

2  radix  primitiva 


13 


t, 

3  prim 

i  ad  k 

3  radic 

:cs  primitivae 

5  prim 

i  ad  r, 

3. 

5  radk 

:es  primitivae 
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3,  7, 

9  primi  ad  10 
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8,  7, 
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5,  7, 

II  primi  ad  12 

'-. 

6,  II, 

7  radices  prim 
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Diviaor 
priuius 

17 


19 


23 


29 


31 


37 


1,  3,  5,  7,    9,  11,  13,  15  primi  ad  16 

3,  10,  5,  11,  ih,    7,  12,    6  radiccs  primltivae 

1,  5,  7,  11,  13,  17  primi  ad  18 

2,  13,  U,  15,    3,  10  radices  primitivae 

1,  3,  5,    7,    9,  13,  15,  17,  19,  21  primi  ad  22 

5,  10,  20,  17,  II,  21,  13,  15,    7,  lt  radices  primiUvae 

1,  3,  5,    9,  11,  13,  15,  17,  19,  23,  25,  27  primi  ad  28 

2,  8,  3,  19,  18,  H,  27,  21,  26,  10,  11,  15  radices  primitivae 

1,  7,  II,  13,  17,  19,  23,  29  primi  ad  30 

3,  17,  13,  2i,  22,  12,  II,  21  radices  primitivae 

1,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  25,  29,  31,  35  primi  ad  36 

2,  32,  I7:  13,  15,  18,  35,    5,  20,  2\,  22,  19  radiccs  primitivae. 


Nullam  autem  hic  inter  quemque  numerum  primum  ct  radices  primitivas  ipsi  convenientcs  relationem 
dcprcbendere  licct,  ei  qua  pro  quovis  divisore  primo  saltcm  unica  radix  primitiva  colligi  posset; 
atque  adeo  ordo  intcr  istas  radices  aeque  absconditus  videtur,  ac  inter  ipsos  numeros  primos. 

51.  Theorenu.  Si  numeri  quadrali  per  qucmpiam  divisorem  primum  P  divi- 
dantur,  residua  tnde  orta,  nisi  sint  0,  in  scric  rcsiduorum  completa  potestatibus 
parium  eiponentium  respondent. 


geometrica 


Sit  pro  divisorc  primo  P  radix  quaedam  primitiva  a,  ut  liaec  progrcssio 
I ,  a ,  a%,  a\  a*,  a*,  a",  a~  ctc. 


seriem  residuorum  complctam  pracbeat,  in  qua  omnes  numcri  divisore  minores  occurrant.  Si  jam 
xx  quadratum  quodcunque  per  P  dividendum,  et  r  residuum  ex  divisione  radicis  x  ortum,  ut  sit 
x  —  mP  -\-  r;  ac  si  r  =  0,  seu  x  multiplum  divisoris  P,  ctiam  residuum  cx  quadralo  xx  natum 
eril  =0,  quos  casus,  cum  per  se  sint  perspicui,  hic  non  cousideramus.  At  si  r  sit  numerus  qui- 
cunque  divisore  P  minor,  quia  in  seric  residuortim  complcta  ccrte  continetur,  ex  certa  quadam 
potestate  ipsius  a,  quae  sit  a*  nascatur  ncccsse  est,  tum  autem  residuum  ex  divisionc  quadrali  xx 
onvcniet  cum  co,  quod  ci  divisionc  potestatis  a*A  nascitur;  sicque  ex  divisione  quadrato- 
alia  residua  resultare  ncqueunt,  nisi  quae  ex  potestatibus  formae  au,  boc  cst,  quarum  expo- 


52.  CoroU.  1.  Residna  ergo,  quae  ex  divisione  quadratorum  pr  divisorem  primum  P 
cuntur,  convenient  cum  iis  residuis,  quae  cx  hac  progressione  gcometrica  nascuntur 

•     1,«*,  a\  a\  a\  a'°,  a'1  ctc. 

existente  a  raclice  primitiva. 
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praeter  blnarium  habent,  <|tiia  2  non  est  numerus  primus  ad  P—  i  =  2n,  etiam  a»  non  erit  radiz 
primitiva,  ideoque  series  residuorum  cx  quadratis  oriunda  non  erit  completa. 

5\.    Coroll.  3.  Quia  autem  a1"  est  minima  potestas  radicis  a  unitatem  relinquens,  multitudo 
restduorum,  ijuae  ex  numeris  quadratis  resultarc  possunt,  certo  cst  =  n,  cyphra  exclusa;  totidemqiie 
numeri  nunquam  possunt  esse  residua  quadratorum ,  quos  proinde  non-residua  appellavi. 
«  55.    fck-holion  1.   Hoc  etiam  ex  serie  rcsidnorum  completa  facillime  perspicitur,  quae  si  pro- 

gressioni  gcometricae  subscripta  fuerint 

I,  a,  a%,  o*,  a*,  as,  a',  a1  a*B 

i,  «,      y,      t,  £,  n  I 

«,     3>  £  i, 

quorum  multitudo  manifcsto  est  semissis  illorum,  quoniam  serie  ctiam  contJouata  eadem  eodem 
ordinc  recumint 

Hinc  uti  residua  quadratorum  sunt  I,  /3,  £  etc.  ita  non-rcsidua  erunt  u,  y,  e,  y  etc. 
nnmero  totidem ,  nisi  scilicet  binarius  pro  divisore  primo  accipiatur.  Quare  cum  ex  serie  quadra- 
torum  I,  \,  9,  16  usque  ad  knn  continuata  omnia  rosidua  diversa  oriri  dcbeant,  borumque 
quadratorum  numerus  sit  2n,  residuorum  vcro  numerus  tantum  =n,  necesse  est  ex  binis  borum 
qoadratorum  aequalia  residua  nasci,  quod  adeo  per  se  est  perspicuum,  cum  quadrata  66  et(2n-f  1—  6)* 
per  divisorem  2n     I  divisa  idcm  residuum  relinquant. 

56.  Schollon  ».  Simili  modo  ostendi  potest,  residua,  quae  ex  divisione  cuborum  nascuntur, 
non  discreparc  ab  iis,  quae  progressioni  geometricae  1,  «*,  ae,  a',  a,a  etc.  conveniunt,  denotante  a 
semper  radicem  primitivam:  Atque  in  genere  si  potestates  numerorum  quaecunque: 

1 ,  2\  3\  \\  5\  6',  7*  ctc 
per  numerum  primum  P  dividantur,  residua  inde  oriunda  eadem  erunt  atque  ea,  quae  ex  bac  pro- 
gTessione  geometrica  nascuntur: 

t,  a\  au,  a*\  a*\  a*\  ctc. 
etistente  a  radice  primitiva  pro  divisore  primo  P;  unde  patet,  si  exponens  X  fuerit  numerus  ad  P —  I 
primus,  seriem  residuorum  fore  completam;  at  si  exponens  A  ad  P  —  1  non  sit  pricnus,  ac  maximus 
eorum  conimunis  divisor  fuerit  =  d,  tum  uttque  in  residuis  non  omnes  numeri  occurrent,  sed  tot 
tantum,  ut  eomm  multitudo  sit  =  — »  cujus  ratio  ex  bactenus  allatis  satis  est  manifesta.  Scd 
antequam  altiores  potestates  accuratius  scrutemur,  quasdam  insignes  proprietates  circa  residua  qua- 
dratorum  explicasse  juvabit. 

57.  iTheorema.  Divlsorc  primo  posito  P  =  2n  +-  i,  in  residuis  quadratorum  oc- 
currct  numerus  —I  seu  2n  quotics  n  fucrit  numcrus  par;  sin  autein  n  sit  numerus 
impar,  tum  — 1  seu  2n  certe  non  rcperietur  in  residuis,  sed  erit  non-residuum. 

DcmonstratUo.  Cum  progressio  geometrica  1,  a*,  a',  a',  a'  etc.  omnia  producat  residua 
quadratorum.  evidens  est  in  ea  occurrcre  tcrminum  a"  si  quidem  n  sit  numerus  par;  at  supra  vidi- 
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a"  seiaper  dare  residuum  -I*u2»;  ex  quo  manifestum  est,  quoties  n  fuerit 
par,  toties  in  residuis  quadratorum  reperiri  —  I  seu  2n,  contra  vero  si  n  fuerit  impar, 
2n  seu  —  I  erit  non-rcsiduum. 

58.  Coroll.  I*  Pro  omnibus  ergo  divisoribus  primis  formae  Vn  +  1  in  residuis  quadr.iiorum 
certe  oceurrit  — 1  seu  Vn,  et  cum  productum  ex  binis  residuis  iterum  sit  residuum.  si  residuum 
quodcunque  fuerit  o,  etiam  — «  in  residuis  reperietur:  scilicet  cujusque  residui  complemenlum 

59.  CoroD.  *.  Pro  divisoribus  autem  primis  formae  Vn  —  1,  in  residuis  quadratorum  certe 
non  occurrit  —  1,  sed  erit  non-residuum ;  hinc  cum  productum  ex  rcsiduo  et  non-residuo  semper 
sit  non-residuum,  omnium  residuorum  complementa  erunt  non-residua. 

60.  Theorema.  Proposito  numero  primo  formac  V«  -j-  i ,  semper  summa  duorum 
quadratorum  ad  eum  primorum  exhiberi  potest,  quac  sit  per  eum  divisibilis,  atque 
alterum  quidem  quadratum  pro  lubitu  accipcrc  licct. 

D<-inon*«ra<lo.  Sumto  euim  quadrato  quocunquc  l>b,  quod  per  Vn-rl  divisum  relinquat 
residuum  dabitur  sempcr  aliud  quadratum  xx  quod  per  Vn-|-  1  divisum  relinquet  residuum  — /3 
seu  Vn  -\-  1 — /i,  ex  quo  summa  horum  duorum  quadratorum  bb-\-xx  per  numerum  primum 
Vn-f-  1  divisibilis  sit  necesse  est;  ct  cum  neutrum  per  se  divisionem  admittat,  ea  utiquc  ad  Vn  -j-  1 
erunt  prima. 

61.  Coroll.  1.  Evidens  qnoque  est  quadratum  xx  inGnitis  modis  accipi  posse,  cum  omnia 
quadrata  ia  hac  forma  (w»{Vn  -\-  I)  ±  x)1  idem  residuum,  quod  xx  praebeant:  unde  pro  x  dabitur 
valor  non  solum  minor  quam  Vn  +  1,  sed  etiam  minor  ejus  semisse  -"-^  seu  minor  quam  2n-j- 1. 

62.  CoroU.  ».   Semper  ergo  tales  summae  binorum  quadratorum: 

t  +  pp,    V+W,    9-frr,    16  -+  ss,  25-f-ltctc. 
exhiberi  possuiit,  quae  omues  sinl  per  numcrum  primum  Vn  f  1  divisibiles;  atque  ita  ut  singulorum 
radices  sint  minores  quatn  2«  -f  t. 

63.  Coroll.  3.  Cum  multitudo  nutnerorum  minorum  quam  2n  -f-  1  sit  =2n,  ac  semper 
bina  qtiadrata  disparia  jungantur,  multitudo  harum  formularum  erit  n:  et  quia  talis  summa  binorum 
quadratorum  minor  est  quam  2(2n-j-  1)*  =  8nn  +  8«  f  2,  quotus  erit  minor  quam  2n-f- 1  seu  2n-J-2. 

6V.  Scholion.  Quo  has  summas  binorum  quadratorum  pro  quovis  numero  primo  formae 
Vn4-  t  facilius  elicere  queamus,  residua  ex  quadratis  orta  pro  simplicioribus  apponamus: 

Nutii.pnmi 

Quadrata 

1,    V,    9,     16,    25,    36,  V9,    6V,  81,  100,121,  iVV.169,196, 225, 256  etc. 
Hesidua 
5     !  1,-1,-1,      1,  0 
13     i  1,    V,— V,      3,—  1,-3.  —3,—  1,    3,  —  V,        1,  0 
17     II,    V,  — 8,  —  1,      8,     2,—  2,—  h,—  V,—  2,  2,    8,-1,-8,    V,  1 
29      1.    V,     9,— 13,—  V,     7,-9,      6,-6,     13,  5,-1,—  5,— 7,— 7,— 5 
37      1,    k,    9,     16,-12,-1,  12,-10,    7,— 11,10,— V,  — 16,  11.    3,—  3,— 7,—  9,—  9. 


4n  +  l 
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Divisor    5  I 

4 
5 
I. 


Luvisor  l  j  . . . 

,  l 

» 

lb 

25 

g 

'16 

26 

13 

52 

uuoti 

2 

1 

k. 

k 

9 

36 

16 

64 

25 

49 

■ 

sumuiac 

17 

68 

3* 

85 

quoti 

1 

k 

2 

5. 

DWisor  29  . . . 

,  ,  1 

4 

9 

16 

36 

64 

121 

144 

25 

49 

100 

196 

81 

169 

145 

29 

58 

116 

232 

145 

290 

quoti 

5 

1 

2 

4 

8 

5 

10. 

..1 

* 

9 

16 

25 

64 

81 

36 

itk 

324 

169 

49 

121 

289 

37 

148 

333 

185 

74 

185 

370 

quoti 

2 

9 

5 

2 

5 

10 

100  225 
196  256 
296  481 
8  13. 

Si  igitur  demonstrari  posset  in  his  quotis  semper  unitatem  reperiri, 
theorematis  Fermatiani,  quod  omnis  numerus  primus  formae  kn  -f  1  sit  i 

vero  alibi  demonstravi  summam  duorum  quadratorum  inter  se  primorum  alios  divisores 
admittere,  nisi  qui  ipsi  sint  summae  duorum  quadratorum,  demonstratio  jam  pro  absoluU  est 
habenda,  quac  multo  concinnior  est  ea,  quam  olim  per  piures  ambages  elicueram.  Sio  autem  simul 
perpendamus,  in  quotis  illis  nullos  numeros  primos  formae  4n —  1  occurrere  posse,  uti  mox  demon- 

strabitur,  baec  demonstratio  forte  multo  magis  cootrahi  poterit. 

i 

65.  Tbenrema.  Nulla  summa  duorum  quadratorum  inter  se  primorum  per  ullum 
numerum  primum  formae  4n —  1  divisibilis  exislit. 

Demonatratlo.  Quia  sumto  quocunque  quadrato  66,  quod  per  4n  —  1  divistim  praebeat 
residuum  numerus  — /3  seu  4n —  1  — /?  cx  residuis  quadratorum  prorsus  excluditur  (58),  nutlumque 
datur  quadratum,  quod  ipsi  66  additum  summam  producat  per  numerum  primum  4« — 1  divisibilem. 

66.  Coroll.  1.   Summa  ergo  duorum  quadratorum  nullum  divisorem  admittit  formae  4n —  1 , 
etiamsi  hic  divisor  non  sit  primus;  quoniam  Uim  inter  ejus  factores 
furmae  4n—  1  contineretur ,  nisi  forte  ambo  quadrata  seorsim  per  cum  furrint  divisibilia. 

L.  K*Uri  Opn.  67 
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*n-|-l  est  divisibilis,  quotus  indc  resultans  neque  crit  formae  Vn  —  1,  neque  ullum  habebit  facto- 
rem  primum  hujus  formae,  nisi  forte  ambo  quadrata  hujusmodi  habuerint  commuoem  divisorem,  quo 
casu  quotus  adeo  quadratum  talis  numeri  contineret 

68.  CorolL  3.  F.x  ordinc  quotorum  crgo,  qui  supra  n  divisione  samnue  binonim  quadra- 
lorum  per  numcrum  primum  formae  Vn  -f-  1  sunt  orti,  cxcluduntur  hi  numeri: 

3,  6,  7,  11,  12,  IV,  15,  19,  21,  22,  23,  2V,  27,  28,  30,  31,  etc. 
ac  propterca  relinquuntur  isti  tantum: 

I,  2,  V,  5,  8,  9,  10,  13,  16,  17,  18,  20,  23,  26,  29,  32,  etc. 

69.  Problema.  Si  omncs  numeri  cubici  1,  2*,  3*,  V*  etc.  per  numcrum  quem- 
cunquc  primum  P  dividantur,  investigare  indolem  residuorum,  quae  inde  uascentur. 

Solutlo.  Sit  a  radix  primitiva  respectu  divisoris  primi  P,  ct  cum  progrcssio  geometrica 
1,  a,  «*,  a*,  a*  ctc.  scriem  residuorum  completam  exhibeat,  quitibct  numerus  x  per  P  divisus  idem 
dabit  residuum,  quod  quaepiam  potestas  ipsius  a,  quae  sit  a'.  Ilinc  ejus  numeri  cubus  x*  idem 
dabit  residuum  quod  potestas  aiJ,  undc  e.\  cubis  eadem  nascentur  residua,  atque  ex  progressione 
geometrica 

1 ,  a»,  ««,  «»,  «'*  «"  ctc. 
ac  sumto  X  ita,  ut  3X  sit  vel  P —  1,  vel  ejus  multiplum,  potestas  ali  unitatem  relinquet.  Quare 
si  pro  X  minimus  ,nnmenis  accipiatur,  cujus  triplum  sit  per  P — 1  divisibile,  numerus  X  simul 
multitudinem  omnium  residuorum  diversorum,  quae  ex  divisione  cuborum  resultare  possunt,  indicabiL 
Cura  jam  omnis  numerus  primus  sit  vel  formae  3n-4-l,  vel  3n -}- 2,  pro  utraque  forma 
judicium  seorsim  est  insUtuendum. 

I.  Sit  ergo  l>  =  3n-|-i,  et  quia  P — l=3n,  flct  A  =  n,  et  residua  cuborum  omnia  ex 
hac  progressione  gcometrica  nasccntur: 

1 ,  «*,  ««,  «»  «*"- » 

quia  sequens  terminus  «*"  itcrum  unitatem  producit.  Hinc  non  plurcs  quam  n  numeri  in  residuis 
occurrent,  ac  reliqui  duplo  plures  excluduntur,  eruntque  non-residua. 

II.  Si  divisor  primus  sit  P=3n  +  2,  ideoque  P—  l=3n+l,  minor  numerus  pro  X 
accipi  nequit,  quam  A  =  3n-f  1,  ut  2X  per  P— 1  tiat  divisibilc,  undc  omnia  residua  divcrsa  cx 
liac  progressionc  geometrica  nascentur: 

I ,  «*,  «',  «*  a'n, 

r|uorum  numenis^ciim  sit  =  3n  -l-  1 ,  in  residuis  omnes  plane  numcri  divtsore  P  minores  oceamnt, 
nuilique  excluduntar ,  seu  nulla  dabuntur  non-residua. 

70.  Coroll.  1.  Si  ergo  divisor  primus  P  fuerit  formae  3n  -f-  I ,  cujusmodi  numeri  sunt: 

7,  13,  19,  31,  37,  43,  61,  67,  73,  79,  97,  etc. 
io  residuis  cuborum  tantum  n  numeri  divmi  occurrunt,  inoeque  2n  numeri  excludunUir. 

71.  CoroH.  9.  Quare  si  haec  cuborum  progressio 

1,  2»,  3*,  V»  (3n)», 
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t,  per  numcrum  prmum  3n  -f  1 
norum  numcrus  eat  =  3n,  quodlib«t  residuum  ter  occurrat  necesse  est, 
minores  i|itaio  (3n)*,  exhiberi  possunt,  qui  idem  residuum  producanL 


72    Schollon  I.   Rcspectu  ergo  cuborum  uumeri  primi  formae  3n  +  I  praccipue  notari 
,  operaequc  pretium  erit  residua  in  casibus  simplicioribus 


1,    2*.  3»,    **,    5»,   6',  7*,    8»,  9»,  ii)*,  II»,   12*.  13*.  IV*,   15*,  16»,  17*.  18* 


Diriw.r 
phiniw 
3n  +  ! 


7     I,     1,-1,     1,-1,-1,  0 

13     1,-5,     1,-1,-5,-5,  5,      5,   1,  -I,     5,  -1,  (» 

19     I,    8,    8,     7,  -8,    7,    1,  -1,  7,  -7,     I,  -1,  -7,    8,  -7,  -8,  -8,  -1,  0 

ubi  manifesto  qaodvis  residuum  ter  occurrit,  lotiesque  idem  signo  —  affeetum:  cujus  ralio  inde  est 
perspicu»,  quod  postremus  cujusque  ordinis  cubus  (3«)*  |wo  residuo  dat  —  1,  et  producta  ci  binis 
residuis  semper  quoquc  inter  residua  repcriantur.  Cum  igitur  praeter  cubum  (3/i)*  semper  dentur 
duo  minores  paritcr  residuum  —1  habentcs,  qui  sint  f*  et  y*,  ertmt  fonnulae  I  -r  f*  et  I  -\-g* 
per  3«-)-  1  divisibiles,  ct  quia  nequc  t  -\-  f  ncque  I  -f  g  divisioncm  admittit,  necesse  est,  ut  hae 
1  —  f-\-  ff  et  1  —g  -f  gg  sint  divisibiles;  ubi  quidem  obscrvarc  lioel  sem|wr  ev>e  dcbere  g  =  —  ff, 
vel  o  =  i»(3n-f  1)  —  ff,  quia  tum  6t  1  -f  9*—  1  — l-f*i  qu*°  **quo  ac  I  -f  f*  «**  divisibilis. 

73.  Hchollon  Sint  f*,  g*,  h*  tcrni  cubi  minorcs  quam  (3n  -f  1)*,  qui  per  numcrum 
primum  3n-j-l  divisi  idem  relinquant  residuum,  et  quia  binorum  differentiae  g*—fs,  h* —  f  et 

/t*  g*  (Jivisionem  admittuul,  dum  factores  g  —  f,  h  —  f,  h — g  divisore  sunt  minores,  hae  tres 

formae  ff '-f  fg  -f  99 ,  ff  -f  fh-\-hh,  gg.-\-  gh  -f  hh  singulae  per  3n-f  I  divisibiles  sint  nccesse 
cst,  hincque  etiam  binarum  differeutiac  hh  —  gg  -|-  fh  —  fg  =  [h  —  g)  (/"-f^  f /t).  Unde  patet 
quoque  summam  radiruni  f  -f  g  -+-  h  per  divisorem  3n -f  I  esse  divisibilem:  quae  proprictas  illi  est 
analoga,  qua  invenimus  si  bina  quadnila  ff  el  gg  per  uumerum  qucmpiam  primum  P  divisa  idem 
rcsiduum  relinquant,  dum  ambo  sunt  minora  quam  Px,  tum  summam  radicum  f  4  g  p«*r  P  esse 
divisibilem.    Pro  casu  nostro  Uriuin  cuborum  eril  quoque 

h(ff+f9  +  99)-9((f+P'  f  W  =  ff{h-g)-  gh  th  -  g) 
Ideoque  formula  ff—  gh  per  3n  -f  1  divUibilis,  similique  modo  gg  —  fh  et  hh  —  fg,  hinc  istas 
duas  formulas  ab  illa  gg  t  gh  -f  /tA  aufcrendo  rclinquitur  haec  fg  -f  fh  +  gh  pariter  p«>r  3«+  I 
divisibilis;  ct  haec  combiuatio  (jff  f  fg  -f  gg)  f  (hh  —  fg)  praebel  liauc  /f  -f  oy -f  /i/»  ilidem  per 
3n-f  1  divisibilem.    Quocirca  hoc  habcbimus  thcorema  satis  memorabik: 

7k.  Theorema.  Si  /'*,  g*,  /t»  fuerint  lcrni  cubi  minorcs  quam  i  3n  4  1  )\  qui  per 
numcrum  primum  3n-f  I  divisi  idem  relinquant  residuum,  tum  sequentes  formulae 

/V^-f'«,   ft  +  A-fjA,   ff\-gg  +  hh 
singulae  divisionem  pcr  3«  |  I  admittent. 
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75.  CoroH.  IU  pro  diviaore  19  videmus  bos  tres  cubos  6*  et  9*  idem  res.luum  7 
dare;  unde  ob  /  =  V,  g  =  6,  A  =  9  Gt  f-\-g-+h  =  19,  #  +  /V»  +  o/»  =  I IV  =  6  .  19  et 
ff+99  f  hh=  «33  =  7.  19. 

7G.  Theorema.  Scmpcr  oumeri  hujus  formae  pp  -f-  3gq  exhiberi  possunt  per 
numerum  primum  hujus  formae  3«  -f-  1  divisibiles.  At  vero  nulla  ejusmodi  datur 
formula  pp  +3^0,  quae  pcr  ullum  numerum  primum  hujus  formae  3n —  1  sit  divi- 
sibilis. 

Demoartratlo.  Si  3n  +  1  sit  numerus  primus,  tum  tres  adeo  cubi  f,  g>,  h\  quorum 
radices  ipso  sunt  minores,  exhiberi  possunt,  qui  pcr  3n  +  1  divisi  idem  rcsiduum  relinquant,  unde 
g*—  f*  per  3«  +  f  divisionem  admittet,  hincque  etUm  ff+fg+gg.  At  haec  forma  est  vcl 
tf+tor+Hto)*.  «5»t  numeruspar,  vel  (j/*+o)N-3U/)\  si/-sitpar,  vel  +  3  (/*S)*, 

si  ambo  sint  impares,  unde  forma  ff  +  fg  +  gg  sempcr  ad  hanc  pp  +  3gg  reducitur. 

At  si  3n  —  1  sit  divisor  prirous,  omnes  cubi,  quorum  radices  ipso  sunl  minores.  diversa  prac- 
bent  residua,  ncquc  ergo  binorum  diffcrcntia,  vel  numerus  hujus  formae  ff-\-fg+-gg  exhiberi 
potest,  qui  per  3«— 1  dividi  posset;  quod  proinde  etUm  dc  numeris  hujus  formae  pp  +  3oq 
locum  habet.  Atque  hoc  adeo  de  omnibus  numeris  formae  3n  —  1  valet,  quoniam  si  non  fucrint 
primi,  factorem  saltem  primum  istiu»  formae  involvunU 

77.  CoroU.  1.  Si  igitur  forma  pp  +  3oq  pcr  numerum  primum  3n+l  sit  divisibilis,  et 
quadratum  qq  per  eundem  divisum  reliiK|uat  residuiun  y,  alterum  quadratum  pp  relinquet  residuum 

—  3y.  Unde  si  omnes  numeri  quadrati  per  numerum  primum  3»  +  1  dividantur,  in  residuis  certe 
reperietur  — 3,  vel  3  «  —  2. 

78.  CoroU.  *.  Sin  autem  omnes  numeri  quadrati  per  numerum  primum  formae  3n—  1 
dividantur,  in  serie  residuorum  certe  non  erit  numerus  —3;  idcoque  —3,  vel  3n  —  *•  erit  non- 

79.  Schollou.  Hinc  si  numeri  quadrati  per  numerum  quemcunque  primum  dividantur,  de 
binis  numeris  +  3  et  —  3  judtcari  poterit,  utrum  in  ordine  residuorum  an  non-rcsiduorum  occur- 
raut.  Omnes  eoim  numeri  primi  praeter  2  et  3,  qui  liic  non  spccUnlur,  in  aliqua  harum  quatuor 
formarutn  continentur: 

12« +1,    12m+ 5,    12« +7,    12« +11, 
quas  singulas  contcmplemur. 

I.  Si  divisor  primus  sit  formae  12«  f  1,  quateuus  haec  forma  est  *n  +  1 ,  Um  +  1  quam 

—  1  crit  residuum;  quatenus  vero  est  3n  +  1,  rcsiduuin  quoque  erit  —3,  hiocque  etiam  +  3. 
Iloc  ergo  io  ordine  rcsiduorum  occurrent  +3  et  —  3. 

II.  Si  divisor  primus  sit  formae  12«  •+-  5,  qualenus  haec  forma  est  %n  +  1,  in  rcsiduis  erunt 
4-  1  et  —  1 ;  quatenus  vero  est  3  n  —  1 ,  io  residuis  non  rcperitur  —  3 ,  scu  —  3  erit  non-residuum, 
bim-que  etiam  +  3.    Quare  hoc  casu  neuter  numcrorum  +3  et  —  3  inter  residua  reperietur. 

III.  Si  divisor  primus  sit  formae  12«  +7,  quatenus  haec  forma  est  fcn —  I,  erit  —  I  non- 
residuum,  quaU>nus  vero  est  3«+  I,  erit  —3  residuum,  ideo(|ue  +3  non-residuum.  Unde  hoc 
ca»u  erit  —3  residuum,  at  -j-  3  noo-residuum. 
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IV.  Si  divisor  primns  sit  fonnae  12*  + 1 1 ,  quatenus  haec  forma  est  fcn  —  i ,  erit  —  1  non- 
residuum,  quatenus  vero  est  formae  3n  —  I,  erit  quoque  —3  non-residuum,  unde  +3,  utpote 
productum  ex  duobus  non-residuis,  ioter  residua  occurret.  Quare  boc  casu  erit  ■+-  3  residuum,  at 
—  3  non-rcsiduum. 

Ad  hanc  ergo  egregiara  proprietatem  consideratio  cuborum  nos  perduxit,  quae  via  cum  satis 
sit  obliqun,  alia  magis  naturalis  maxime  desidcratur. 

80.  Problciiia.  Si  omnes  potestates  quartae  per  numerum  quemcunque  primum 
P  dividantur,  investigare  indolem  residuorum,  quae  inde  nascentur. 

ftolutlo.  PosiU  a  radice  primitiva  respectu  divisoris  P,  ut  o*-1  sit  infima  potestas  unitatem 
relinqueos,  ac  residua  quaesita  orientur  quoque  ex  bac  progressione  geometrica  1,  «*,  a(,  «'*,  a"  etc. 
eousque  cootinuanda,  donec  exponens  per  P  —  i  fiat  divisibilis,  quod  si  eveniat  in  exponente  U, 
erit  X  multitudo  residuorum. 

I.  Sit  divisor  primus  P  —  kn-\-i,  ut  sit  P—  i  =  %n;  unde  ut  hX  per  *n  dividi  queat, 
erit  X  =  n,  hocque  casu  residua  qoaesita  omnia  ex  hac  progrcssiooe  geometrica  nascentur 

>«»<»»«   « 

quorum  multitudo  est  n. 

II.  Sit  divlsor  primus  P  =  -f  3,  ut  sit  P  —  I  =  »»  +  2;  unde  sumi  debet  Uli+I, 
et  baec  progressio  geometrica 

l,a\  a\  a«*  a" 

dabit  omnia  residua  quaesiU;  cum  antem  «*"+*  uniUtem  relinqual  uti  a',  termini 

a,B  +  \  a*"  +  ,*eU:. 

eadem  reaidua  praebent  atque  a*,  a',  a'°  etc.  nnde  bis  interpolatts  oritur  progressio 

I ,  «*,  a*,  a*,  a*  a*\ 

quae  eadcm  residua  dat,  ac  progressio  numerorum  quadratorum.  Ex  biquadratis  ergo  boe  casu 
eadem  plane  residua  omnia  nascuntur  atque  ex  ipsis  quadratis. 

81.  Coroll.  I.  Si  ergo  numeri  biquadrati  per  numerum  |>rimum  formae  %-n  -f-  1  dividantur, 
tantum  n  residua  diversa  oriuntur,  unde  scmper  quaterna  biquadraU  dantur  />*,  q\  r\  s*,  quorum 
radkes  dlvisore  sunt  minores,  quae  per  *n+  I  divisa  idcm  praebeant  residuum;  ubi  quidem  per- 
spicuum  est  forc  i  =  —  p  et  r  =  —  q,  seu  quod  eodem  redit  s  =  fcn  +  1  — p  et  r  =  *n  +- 1  — q. 
Hinc  isUe  formulae  p-}-o  +  r  +  ,,  p»+q»^r*fi»  et  p*  +- q'  +  r*  +- s*  per  »»  +  1  erunt 
divisibiles. 

82.  Corolt»  9.  Quaterna  ergo  biquadraU,  quae  per  numerum  primum  kn  -f  1  divisa  uni- 
Utem  rclinquent,  erunt  valorcs  ipsius  x,  quibus  formula  x* —  1  per  kn  +■  t  fit  divisibilis,  unde 
primo  est  x=1,  tum  si  alius  valor  sit  x  =  b,  erit  quoque  x  =  6*  et  x  =  bs;  neque  ultra  pro- 
gredi  opus  est,  quia  6*  uniUti  aequivalet 

83.  CoroH.  S.  Cum  potcsUs  a1"  per  Vn+1  residuum  det  —I,  patet  si  n  sit  numerus 
par,  in  residuis  biquadratorum  semper  reperiri  —  1 ,  et  quodvis  residuum  quoquc  signo  —  affectum 
occurrere;  quod  ergo  evenit,  si  divispr  primus  sit  formae  8m  -+  1;  sin  autem  sit  formae  8m  +  5 
tum  —  I  crit  non-residuum. 
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,  8*.  CoroH.  4.  Si  ergo  divisor  primiH  sit  forioae  8m  +  1,  pro  quovis  biquadrato  6'  sem- 
per  dabitur  aliud  p',  ut  smnma  b*A-p*  sit  per  8m  -f  I  divisibilis,  atquc  adeo  quaterna  hujusmodi 
bii[ua<lrata  p*  nssignari  poterunt,  quoruui  radices  divlsore  sint  minores;  sin  autein  divisor  sit  formae 
8m-f  3,  tum  nulla  summa  binorum  biquadratorum  per  eum  divisibilis  cxhibcri  potest. 

85.  Hcltolion.  Cum  summa  binortun  biquadratonun  sil  b*  -~  p*  =.  (bb —  ppy*  +■  2  (6/>)*, 
itemque  b*  {-  p*  —  [bb  -\-  pp)* — 2(6p)*,  pro  quovis  divisore  priino  formae  8m-f  I  numeri  tam 
hujus  fonnae  xx4-2yy  quam  hujus  xx  —  2yy  exhiberi  possunt  per  8m  -j-  I  divisibiles,  undc  si 
numeri  quadrati  per  talem  numerum  priinum  8m  +-  I  dividanlur,  in  roriduis  occurrenl  numeri  +  2 
«t  —  2.  Cum  igilur  demonslrari  possit,  numeros  hujus  formac  sx  4-  2yy  alios  divisorcs  non 
admitterc,  nisi  qui  ipsi  sint  cjusdcm  formae,  hinc  scquitur,  onines  numeros  primos  formac  8«  -f  l 
simul  in  forma  xx  +  2yy  contincri.  Quod  cst  insignc  thcorcma  Fcrmatii,  cujus  dcinonstraliooem 
nunc  primum  mihi  crucrc  contigit.  Huic  autcm  aliud  affine  Fermatius  proposuit,  quod  ctiam 
omncs  numcri  primi  hujus  fonnae  8m  -j-  3  in  cadem  forma  c-c  -r-  2 yy  contincantur ,  cujus  demon- 
strationem  ex  hac  spcculatione  pctcrc  non  lioet,  sequcntem  ergo  ab  amico  mccum  communicatam 
hic  apponam. 

86.  Thooroma.  INullus  numcrus  luijus  formac  2pp—  qq.  siquidem  p  et  q  sint  numeri 
inter  «e  primi,  ullum  admittit  divlsorem  sive  hujus  formae  8«i -4- 3,  sivc  hujus  8m— 3. 

DemoDJifrarJo.  Si  numcrorum  p  ct  q  amlio  sint  impares,  numeras  2pp—qq  habebit  formam 
8«  I;  sin  p  stt  par  et  q  impar,  formam  habebit  8/1  —  1 ;  sin  autcm  p  sit  impar  et  q  par  =2r, 
foruia  crit  2(//p  — 2rr),  idcoque  vel  2(8« -t- 1),  vel  2(8 n— 1);  semissis  vero  pp  — 2rr  iterum 
in  forma  2pp—qq  continctur,  cnm  sit  pp  —  2rr  =  2  (p  4  r)*  —  (p  -f  2r)*.  Iloc  pracmisso  si 
forma  2pp —  qq  divisorem  hnberet  8m  ±  3,  per  eondem  divisihilis  esset  numerus  formae  8«  T.  1, 
quotusque  ergo  foret  iterum  formae  8m  ±  3,  atquc  minor  divisorc,  qiioniam  p  ct  7  non  solum 
divtsore,  sed  etiam  cjus  semisse  minores  statucro  licet.  Cum  igitur  forma  2pp  —  qq  per  quoUim, 
ideoquc  numcrum  minorcm  formae  8m±  3  esset  divisibilis,  ubi  iterum  p  et  q  infra  cjus  scinissem 
dcprimere  licet,  quotus  denuo  minor  divisore  orirelur,  ct  numcri  p  et  q  scmper  pruni  inter  se 
manerent,  ita  ut  neuter  unquam  ad  nihilum  redigeretur.  Tandem  ergo  ad  numerum  minimum 
formae  2pp  —  qq  perveniretur,  qui  foret  per  numerum  formae  8m  2:  3,  hoc  est  vel  3,  vel  5  divi- 
sibilis,  quod  autem  ticri  non  posse  pur  se  est  perspicuum. 

87.  Coroll.  I.  Quodsi  ergo  omnes  numeri  quadrati  pcr  divisorcs  primos  formae  8m  ±  3 
dividantur,  in  residuis  ccrtc  non  occurret  -+■  2,  quia  alioquin  ejusmodi  forma  2pp  —  qq  divisibiiis 
exhiberi  posset:  ideoque  pro  tslibus  divtsoribus  crit  -i-  2  non-residuum. 

88.  Coroll.  9.  Pro  divisoribus  autem  primis  formae  8  m  -t-  3  ctiam  —  t  cst  non-rcsiduum ; 
unde  cum  producta  ex  binis  non-residuis  quadratorum  transeant  in  rcsidua,  intcr  residua  certe 
rcperietur  —  2,  hincque  sempcr  numcri  formae  2pp  +  qq  exbiberi  poterunt  per  numerum  primum 
8m  f  3  divisihiles,  cx  quo  numerus  primus  8m  +  3  ipsc  cjusdem  formac  2pp  -!-  qq  sil  ncccssc  est, 
quod  est  altcrum  theorema  Fcrmatii. 

89.  Coroll.  3.  Fro  divisoribus  autem  primis  rnrmae  8m  — 3,  in  residuis  quadralorum 
repcritur  —  1 ,  uude  cum  productum  c.\  rcsiduo  in  non-rcsiduuin  sit  non-rcsiduum,  tam  4  2  quam 
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—  2  eruot  non-residua;  ideoi]ue  neutra  harum  formarnm  2pp  +  qq  et  2pp  —  qq  unquam  eril  divi- 
sibilis  per  ullum  numerum  primum  formae  Hin  —  3. 

90.  Schollon  I.  Kodciu  modo  demonstrari  potest  nullum  numerum  formae  2pp  -f  qq,  quo- 
niam  hujusmodi  numcri  omoes  sunt  vel  8»  4-1,  vei  8n  4  3,  per  ullos  numcros  formac  vel 
8m —  I,  vel  8m —  3  esse  divisibiles,  quoniam  quoti  ejusdcm  forcnt  formac,  et  cum  sint  divisore 
minorcs,  pcrvenicndum  essct  ad  minores  numeros  2pp  +-'/?>  qui  forenl  |icr  8« —  1,  vel  8n — 3, 
hoc  cst  pcr  7  vcl  5  divisibiles,  quod  autem  evenire  nc<[uit.  Jlinc  porro  scquitur  pro  divisoribus 
primis  formae  8m — t,  vel  8m — 3  ncccssaflo  esse  — 2  noo-residunm:  ideoquc  pro  divisoribus 
8m —  I  crit  -f-2  residuum,  et  pro  divisoribus  8m  —  3  non-residuum.  Quod  autem  pro  divisoribus 
primis  fonnac  8m  -+  I  tam  4-  2  quam  —  2  in  rcsiduis  quadratorum  occurrant,  simili  ratiocinio 
vix  ostendi  posse  videtur. 

91.  Sctiolinn  9.  Quae  hactenus  de  residuis  quadratorum  sunt  eruta,  utnun  numeri  ±  2, 
ac  supra  etiam  ±  3  in  iis  occurrant,  nec  ne?  ita  conspectui  exposuisse  juvabit: 

*  J 

Divisor  primus  Divisor  primus 

(  4-  1  residuum  (  4-  I  rcsiduum 

*»+M  .  M 

[  —  1  residuum  I  —  i  non-rcsiduum 


i  +  2  residuum  ( 4-  2  residuum 

8n  -|-  1 1  8n  —  I  { 

[  —  2  residuum  [  —  2  non-residuum 

(  4  2  non-residiitim  ( -4-  2  non-residuum 

8"+3  i      «  8*-3{      a  -a 

[ —  2  residuum  \  —  2  non-residmim 

l  4  3  residuum  (  4  3  residuum 

12rt4-M  .,  I2n— 1  „ 

( — 3  residuum  ( —  3  non-miduum 

(  4  3  non-residuum  ( -+-  3  non-residuum 

12«  + 5  ._,  12n-5{     o  .. 

\  —  3  non-residuum  '  —  3  resiauum 

Ilinc  per  induclionem  ulterius  progredi  Ucet  hoc  modo : 

erit  si  divisor  primus  sit 

4-  5  residuum  \ 

^  20«  4M  20n4-9 

— .)  residuum  J 

4-  5  residuum       \  „  ' 

5  non-rasiduum  )  '   20,1  —  9 

°  |  20/»4  3,   20i»  +-7 
|20n  — 3,    20/1  —  7 

-7  miduZ        h8"^1'  ~3>  +  9 


—  5 
+  5 

—  5  non-residuum 
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|  28»—  I,  -I-  3,  —9 


erit  si  divisor  prunus 

+•  7  residuum 

—  7  non-residuum 

4-   7  noo-rcsiduum  )   ,  „ 

\  28n  +  U,  +«5.  +23 

—  7  rrsiduum  j 

-L   7  non-residuum  \ 

7  non  rcsiduum  }  28n  +  5»  +  13»  +  17 

-4-  11  rcsiduum  \ 

+         ..  }»m-l,  +9,  +25,  +5,  +37 

— 11  residuum  ) 

-4-  1 1  residuum  )  , ,  M 

—  II  non-residuum  (  ~9'  -25«  ~5-  ~  37 

+-  1 1  non-rcsiduum 


Jun  +  3,  +-15,  +23,  +  27,  +  31  • 
|  Wn  +  13,  +17,  +-21,  +-29,  +  \i 


-11 

+  11  non-residuum 
—  11  noo-residuum 

scieotiam  numerorum  haud  mediocritcr 


92.  Tlieorvnta.  Si  omnium  numerorum  potestates  exponcntis  X  scilicet 

1,  2\  2\  \\  5\  %x  etc. 
per  numerum  primum  formae  Xn  +  1  dividantur,  multitudo  residuorum  divcrsorum 
erit  =  n,  ideoque  multitudo  non-residuoruin  =  (X  —  i)n. 

Demonstratlo.  Sit  a  radix  primitiva  pro  divisorc  primo  Xn  +-  1 ,  cujus  ergo  potestates 
omnia  ptaoe  suppeditant  residua,  et  quilibet  numerus  divisore  minor  x  erit  residuum  certac  potc- 
statis  a'",  unde  ejus  potestas  x1  idcm  pracbebit  residuum  quod  alm ,  quarc  omnia  rcsidua  quavsiU 
oriuntur  ex  hac  progressiooe  geometrica: 

1 ,  a\  a^,  a*\  a°  aia~,u 

quooiam  potestas  sequens  a'n  per  numerum  primum  Xn-\-i  divisa  iterum  unitatem  relinquit,  ea<jue 
est  miuima  boc  praestans;  ex  quo  multitudo  residuorum  inde  resultaiitium  est  =n,  et  cum  mul- 
titudo  omnium  oumerorum  divisore  minorum  sil  =  Xn,  rcliquorum  cx  serie  residuorum  exclusorum 
muititudo  erit  =  (A  —  l)n. 

93.  CoroU.  I.  Quare  si  series  potestatum  1,  2\  3\  \A  etc.  usque  ad  (Xn)*  continuetur, 
in  ea  sempcr  totidem  tcrmini,  quot  exponens  X  continet  unitates,  reperientur,  qui  pcr  uumerum 
primum  Xn  +-  1  divisi  idem  residuum  relinquant  Totidem  ergo  erunt  qui  unitatem  relinquuot,  ac 
si  unius  radix  sit  =  r,  reliquorum  radiccs  erunt 

r*,  r*.  r«  r*-«. 

9*.   CoroU.  *.  Scmper  ergo  plures  hujusmodi  numerorum  formac  p*  —  exhiberi 
irimum  Xn  +  1  divisibilcs,  ita  ut  factor  p  —  u  non  sit  divisibilis;  atque  adeo 
p  ct  q  pro  lubitu  accipcre  liceL 
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95.  Coroll.  a.   Si  n  sit  numerus  par,  in  progressione  geometrica  1,  a\  au  etc.  occurret 
a\l,  cui  residuum  —1  respondet;  quare  si  djvisor  primus  sit  2mA+l,  in  residuis 

reperietur  —  1,  sin  autem  sit  (2m  i)  X  -f-  1,  tum  —  1  erit  non-residuum :  evidens  autem  est  si  X 
sit  numerus  impar,  posteriorem  formam  locum  habere  non  posse. 

96.  «choUon  1.  Si  omnes  numerorum  poteslates  quintae  I,  2',  3',  V  etc.  per  numero* 
primos  formae  5n  -f  I  qui  sunt:  11,  31,  VI,  61,  71  etc.  dividantur,  tantum  n  residua  diversa 
resulubunt,  inter  quae  utique  reperietur  —  I.  Hujusmodi  ergo  numerorum  formae  ql  dabuntur 
per  numcrum  primum  5«  -f-  1  divisibiles,  ita  factor  p  ±  q  divisionem  uon  admittal.  Hinc  alter 
factor,  qui  est  p*  z:  p*q  -I-  p*  7*     pq*  -\-  q*  per  eundem  erit  divisibilis,  qui  cum  sit 

(PP  +-  in  +  7?)*—  Mip?..1, 
dabitur  bnjnsmodi  fornia  ff—5gg  per  5n  -I-  1  divisibilis;  unde  soquitur  si  quadraU  dividantur  per 

formae  5n  +  1,  tum  inter  residua  «ertc  repcriri  -f  5,  quod  cum  conjectora  ante 


97.    Schollon  ».    Simili  modo  si  potesUtes  septimae  per  numerum  primum  7  n  -f-  I  divi- 
dantnr,  dabuntur  hujusmodi  formae  p'  — 77,  sco  p«  +  p'q  +  PV  +  pV  +  pV-t-pg'  +  9* 
eum  divisibiles;  haec  vero  expn-ssio  rcducilur  ad  hanc  formam: 

(P^+lPP?—  iP77  —  9*)*-r- 7  (iPP9  +  iPW)*- 
Unde  semper  numeri  hujus  formae  ff-\-lgg  exhiberi  possunt  per  numcrum  primum  7n  +  1  divi- 
sibiles.    Es  quo  sequitur  si  omoia  quadrata  per  numenun  primum  formae  7n-f- 1  dividantur,  inter 
certe  repcrtum  iri  —  7,  quo  etiam  conjectura  supra  daU  coofirmatur. 


-     •  I  'l\ 

1-.  ,\ i-i    .  .   '. '   ->Ui       •>     .  ••  *   i  'i  1  ,  ■•/i^  ,'i»i:.    ■!  ... 
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xxxvin. 

Novac  feiuoiistratloncs  clrca  rcsoU 

(Acta  Emdit.  Lips.  177.1  p.  193.  Acta  Pctrop.  I.  II.  1775  p.  4«.  E»hib.  I77i  SepU  81.) 


1.  Qunm  saepe  et  mulUun  in  hoc  argumento  occupatus  fuissem,  neque  Uuaen  ea  demonstratio, 
quam  olim  dcderam  circa  rcsolutioncm  omnium  numerorum  in  quatuor  vel  pauciora  quadraU, 
mihi  ipsi  penitus  satisfecisset:  eo  majore  ardore  cvolvi  demonstrationem ,  quam  Celeb.  D.  La  Grange 
nuper  in  primo  volumine  Novorum  Actorum  Acad.  sc.  Boruss.  hujus  theorematis  tradidit,  quam 
utique  ncgotium  perfccisse  sum  admiratus,  etiamsi  ejus  momenta  nimis  longc  repetito  et  vehementer 
operosa  viderentur. 

2.  Lectoribus  autem  haud  ingratxun  fore  arbitror,  si  praecipua  momcnta,  quibus  haec  dcmon- 
stratio  inniUUir,  hic  breviter  et  concinne  proposuero.  Postquam  Cel.  Auctor  hoc  praemisit  lemma, 
quod  si  duae'  summae  binorum  qnadratorum  pp-\-qq  et  rr  -f-  ss  cdmmunem  habeant  divisorem  p, 
neque  tamen  singula  qnadraUi  per  eum  dividi  qneant,  Uim  non  solum  ipsum  hunc  divisorem  o,  sed 
cUam  ambos  quotos  pp'^'n  et  ~ —  "  fore  summas  duorum  quadratorum:  progreditur  ad  hoc  tbeo- 

r  v1 

rema  demonstrandum :  quod  si  summa  quatiwr  quadratorum  P*-|-  Q* -j- R*  +  S*  dicisibilis  fuerit  per 
quancunque  A,  neque  tamen  singula  quadrata  per  eum  sint  divisibilia,  tum  ipsum  kune 
A  fore  summam  quatuor  quadralorum ,  cujus  dcmonstraUo  scquentibus  conUnetor  raUociniis: 

I.  Posito  quoto  ex  ilhi  divisione  oriundo  =  a,  ut  sit  Aa  =  P*4- Q*-\-  fj*  +  S*,  si  forte 
eveniat,  ut  binae  formulac  /»*-»- Q*  et  fl*-f  S1  habeant  communem  divisorem  {>,  quem  ergo  eUam 

a  conUnebit,  ponit  a  —  bQ,  ut  tiat  Ab  =  -\-  >  quae  formulae  cum  per 

raemissum  sint  summae  duorum  quadratorum,  habebitur  hujusmodi  aequatio: 

Ab=pp  +  qq  +  rr-\-ss, 
ubi  formulae  pp     qq  et  rr  -f  ss  non  amplius  habebunt  factorem  communem. 

II.  Tum  vcro  pontt  pp-\-qq  =  t  Hrr-\-ss  =  u,  ut  sit  Ab  =  t -\-  u ,  quam  aequationem 
ducit  in  t,  faciendo  Abt  =  lt-\-tu,  et  quia  tu  etiam  est  summa  duorum  quadratonun,  puta  xx-\-yy, 
sumendo  scilicet  x  =  pr     qs  et  r  =  ps  —  qr ,  flet  Abt  =  tt  +  xx  -f-  yy. 

III.  Nunc  per  numeros  t  et  b,  quippe  qui  inter  se  sunt  primi,  ambos  x  et  y  ito  exprimi  posse 
observat,  ut  sit  x  =  ut-\-yb  et  y  =  /3t-\-db,  ubi  cum  litterae  «,  /3,  y,  3  infinitis  modis  accipi 
queant,  sive  negative,  sive  positive,  inter  earum  valores  certe  toies  dabuntur,  ut  sit  a  <  |6  et 
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IV.  His  jam  valoribus  pro  x  et  y  substitutis,  rnsultabit  ista  aequatte: 

Abt  =  tt(l  +  „«+A*)  +  26l(«y  +  #)  466(^4«),  r-  : 

quac  expressio  cum  divisibilis  esse  debeat  per  6,  nequc  tamen  in  primo  membro  tt  hanc  divisio- 
ncm  admittat,  necesse  est,  ut  ibi  formula  1  +  tut  4  jit3  factorcm  habeat  6;  eodem  modo  cliam  in 
ultimo  membro  factorem  yy  4«W  divisibilem  per  t  essc  nccesse  est,  Ponatur  crgo  I -+««+/>•  i=ba\ 
et  quia  utcrque  numerus  «  et  ^  minor  est  quam  ^6,  manifestum  est  fore  a  <  {b  +  i  ;  facta  ergo 
divisione  pcr  6,  erit  //*  =  a'«  4-  2<  («y  4       4  6  (yy  + 

V.  Multiplicetur  nuoc  haec  aequalio  pcr  a,  ut  prodeat 

Aat  =  a'ltt  4  2«'<  (»y  4  ftf)  4  a'6  (yy  4-  M) 
et  in  ultimo  membro,  loco  a'6  scribendo  1  4  aa  + /3,3  fiet 

,/«■*  =  a'»«  +  2a'l  («y  4  /*«)  4  (««  +  .^)  (rr  4  «)  4-  rr  4-  M, 
quae  expressio  in  sequentia  quatuor  quadrata  resolvetur 

Aa  t  =  («'  *  4  «y  4  W  +  (,*r  -      4  r1 4  5», 
ubi,  cum  summa  binoruro  postremorum  quadratorum  y^+o**  divisibilis  sit  per  numerum  /,  necesse 
est,  ut  summa  duorum  primorum  quoque  per  t  sit  divisibilis,  ita  ut  hic  duae  binorum  quadratorum 
ae  occurrant  communem  divisorem  t  habentes:  quare  si  per  t  dividatur,  ambo  illi  quoti  itidem 


VI.  Quodsi  ergo  ponamus  <«±*±n;±torj#=r+q*  ct  ^1*  =  r'«  +  ,'*,  habc- 
bimus  Aa'  =  p'p'+  q'q  4  rV  +  s's;  in  hac  autem  formula  Aa,  si  cum  prima  Aa  comparetur, 
numerus  «'  mullo  minor  crit  quam  a,  quandoquidcm  6  <  a  et  a'  <  \b.  Simili  modo  ergo  pervenire 
liccbit  ad  formulam  Aa  ,  ubi  a"  multo  minor  erit  quam  a';  sicque  tandem  perveniri  necesse  cst  ad 
formulam  A .  I ,  ita  nt  jam  ipse  numerus  A  reperiatur  acqualis  summae  quatuor  quadratorum. 

3.  Dcmonstrato  hoc  tbeorcmate  msuper  astcndi  oportct,  proposito  quocunque  numero  primo, 
seraper  exhiberi  posse  summam  quatuor  quadratorum  per  eum  divisibilem,  quorum  tamen  singula 
quadrata  divisionem  non  admittanL  Atqoe  Jioc  etiam  Ge).  La  Grange  modo  maximc  ingcnioso 
demonstrat,  qui  autcm  tantopere  est  abstrusus  et  prolixus,  ut  ejus  momenUi  breviter  et  dilucide 
ncquaquam  cxhiberi  possinL    i\unc  igitur  famosum  illod  theorema  sive  Bachcti,  sive  Fcrmatii, 

babendum,  quia  cnim  pro  numero  primo  quocunque  semper  dari  potest  summa  quatuor 
pcr  illum  divisibilis,  omnes  numcri  primi  summae  erunt  quatuor  pauciorumve  quadratorum;  et  quia 
jamdudum  demonstratum  est,  producta  ex  duobus  pluribusve  nuineris,  qui  singuli  sunt  summae 
quatuor  pauciorumve  quadratorum,  etiam  in  qualuor  quadrata  dispertiri  possc,  solidissime  jam  est 
evictum,  omnes  plane  numeros  csse  summas  quatuor  quadratorum  pauciorumve. 

k.  Quamvis  omnino  nefas  esset,  quicquam  contra  soliditatem  ct  rigorcm  harum  demonstratio- 
num  exciperc:  fcunen  nemo  negnbit,  eas  nimis  longc  esse  repetitas,  nequc  ipsa  fuudauienta  et  ratio- 
nes  siogulorum  ratiociniorum,  e  quibus  bae  dcmonstrationcs  sunt  composiUe,  haud  levi  obscuritate 
involutas,  ita  ut  ctiam  nunc  merito  clariores  et  perccptu  faciliores  demonstrationes  dcsidcrare 
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est  ccnsendum. 

5.  Cum  igitur  postquam  lioc  argumentum  dc  novo  pcrpcndisscm ,  in  novas  ct  satis  planas 
eorundcm  theorematum  demonstrationes  mihi  incidere  contigerit,  iis,  qui  hoc  studio  delectantur, 
communicalio  novarum  harum  demonstrationum  ccrtc  gratissima  fore  videtur;  quocirca  eas  hoc  loco, 
quantum  potero ,  dilucide  breviterquc  sum  propositurus.  Ac  primo  quidem  a  theoremate  illo 
notissimo  simulque  plcnissime  dcmonstrato,  quo  omnes  divisores  cujusque  summae  duorum  quadra- 
torum  inter  se  primorum  aequales  affirmantur  ipsi  summae  duorum  quadratorum,  incipiam;  cum 
quod  haec  nova  dcmonstratio  simplicitate  se  maxime  commendat,  tum  vero  quod  iisdem  vestigiis 
insistendo  demonstratio  facile  ad  quatuor  quadrata  extendi  potest. 

G.  Lemma  1*  Prodnctum  ex  duobus  tummis  binorum  quadralorum  itidem  est  sunirna  diwrum 
quadratorum.    INam  si  illud  productum  fuerit  e.  g.  (aa  -f-  66)  (aa  -j-  00) ,  et  capiatur 

A  =  au  -+-  6,i  et  H  =  a.l  —  6«,  utique  erit  (aa  4  66)  (au  4-  00)  =  AA  4  BB. 

Theorema  1.  Si  numerus  N  fuerit  divisor  summae  duorum  quadratorum  P*-f-(3* 
inter  se  primorum,  tum  ipse  illc  numerus  .V  erit  summa  duorum  quadratorum. 

Demotutratlo.  Quo  hanc  demonstrationcm  facilius  ctiam  in  numcris  exsequt  liceat,  cui  forte 
libucrit,  ©bservo,  quantumvis  magni  fuerint  numeri  P  et  Q,  ex  iis  semper  aliam  summam  duortnn 
quadratorum  pp  -»■-  qq  formari  posse,  quorum  radiccs  p  et  q  semissem  numcri  propositi  N  non 
supcrcnt.  >am  si  |>onatur  l'  =  f.\±p  et  Q  =  gN  \-q,  notissimum  est  numeros  p  et  q  ita  sumi 
posse,  ut  scmisscm  JiV  non  superent;  cum  igitur  jam  sit 

pp+QQ  =  yy  {ff  ^  ,j„)  +  2.Y  (±  fp  ±  gq)  +pp+qq, 
haccquc  expressio  pcr  N  sit  divisibilis,  evidcns  cst  etiam  hanc  binorum  quadratorum  summam  per  N 
divisibilcm  fore.    Hoc  praeniisso,  ipsam  dcmonstrationem  sequentibus  momentis  complectar: 

I.  Cum  isla  formula  pp  -j-  qq  divisorem  habeat  N,  ponendo  quotum  —n,  habebimus 
jV/i  =  pp  -j-  qq,  ubi  ergo  »  <  ]  :V,  quia  p  <  {  N  et  q  <  {  N. 

II.  Jam  istos  numeros  p  et  q  per  numcrum  n  ita  exprimcre  liccbit,  ut  sil  p  =  a  4-  erit  et 
9  =  64-,-?«,  ubi  admissis  etiam  numcris  negativis  pro  a  et  6,  eos  infra  {N  deprimere  licebit,  uti 
jam  initio  observavimus.    Tum  vcro  erit 

Nn  =  aa  +  66  +■  2tt  (aa  -f  M)  -j-  nn  {aa  +  /?,<*), 
et  quia  in  lemmate  praemisso  erat  aa  +  b0  =  A,  fict  Nn  =  aa  4-  66  4-        4-  nn  (ua  \  00). 

III.  Hujus  crgo  expressionis  primum  mcmbrum  aa  4-  66  tactorem  habeat  ncccsse  est  n,  quia 
reliqua  membra  jam  per  se  divisorcm  n  admittunt.  Statuamus  ergo  aa -f  66  =  nri,  et  quia  a<  J» 
ct  6<J/i,  idcoque  nn'<{nn,  erit  utique  n'<{n:  IIoc  autem  valorc  substituto  et  divisiooe 
pcr  n  facta,  prodit 

AT  =  ri  4  2  A  4-  n  («a  4-  00). 

IV.  Hanc  acquationcm  ducamus  in  n,  el  quia  nn'=oo  4-  66,  membrum  postremum  pcr  lcmma 
praemissum  reduritur  ad  nriUttt  -f-  00)  =  (on  4  66)  («o  4  /^)  =  AA  4-  BB;  ita  ut  nunc  habcamus 
Nn'=  riri  -j-  2n  A  -{-  AA -\-Bti ,  quac  expressio  manifcsto  est  summa  duorum  quadratorum,  scilicet 
Nn'=>rirA*  -  tf*. 
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V.  Cum  ergo  mltio  fuisset  productum  An  summa  duorum  qtiadratorum,  indeque  hic  elicuerimus 
productum  minus  A'n  etiam  acqiule  sumnwc  duorum  quadratorum,  eodem  modo  ad  talia  prodncta 
conlinuo  minora  pertfngcre  licebit,  scilket  An",  Nn'u  etc. ;  necessc  igitur  est,  ut  Undem  ad  productum 
miuimum,  scilicct  JV.  I  perveniatur,  sicque  ipsc  numerus  N  propositus  quoque  erit  summa  duorum 
quadratorum. 

Corollarfum,  Mirum  forsitan  vidcbitur,  cum  pervcntum  fuerit  ad  hujusmodi  numerum 
n'  =  1 .  quomodo  sequentes  operatioues  similes  se  sint  h.ibiturac;  id  quod  facile  patcbit  sumendo 
statim  n  =  I ,  tum  cnim  habcbitur  p  =  a  4  a .  i  et  q  =  6  -(-  t3 .  1 ,  ubi  manifesto  sumere  licet  a  =  0 
et  6  =  0,  quippe  quo  pacto  fiunt  <  J;  tum  vero  ob  aa  -{-  bb  =  0 .  ulique  erit  n'  =  0,  atquc  hic 
progrcssio  ulU>rior  nostri  ratiocinii  sponte  sistitur. 

Schollon.  Eodcm  modo  dcmonslrari  potcst,  omncs  numeros,  vcl  hujus  formae  pp-\-2qq.  vel 
pp  +  3qq  alios  non  admitterc  divisorcs,  nisi  qui  ipsi  sint  ejusdem  formae,  siquidem  numeri  p  et  q 
fucrint  primi  inter  sc.  Ncque  vero  hoc  ratiocinium  ad  formas  ultcriores,  veluti  pp-\-5qq,  pp-\-6qq 
extcndi  potest,  quia  tum  non  amplius  sequeretur  numcrum  n  necessario  minorem  esse  quam  n. 
Priorum  igitur  illorum  casuum  demonstrationes  hic  apponamus. 

7.  Lemma  *.  Productum  rx  duobus  numeris  hujus  fbrmae  pp  4  2qq  semper  est  numerms 
ejusdem  fbrmae.  Si  enim  taie  productum  proponatur  (aa  -\-  266)  (««  -f  23/3) ,  ct  sumatur 
A  =  au-\-  2b,3  et  B  =  a3  —  ba,  tum  utique  erit  AA  -f  2 BB  =  <aa     266)  (ow  -f  2,3/3). 

Theorema  3.  Si  N  fuerit  divisor  numeri  pp  4-  279,  et  p  et  q  sint  primi  iater  se, 
tum  ctiam  ipse  numerus  N  in  tali  forma  continebitur. 

Demonstratln.  Ilic  iterum  numeros  p  et  q  infra  semissem  numeri  N  deprimere  licebit,  et 
nostra  demonstratio  sequenti  modo  procedct: 

I.  Sit  Nn  =  pp  -f 2qq,  at  quia  p<jA"  ct  q  <  {N,  erit  n<|A".  Jam  ponatur  ut  ante 
p  =  a-\-an  et  9  =  64- ,9n,  ubi  a  ct  6  capi  poterunt  minores  quam  Jn,  hincque  hahebitur 

An  =  aa  4-  266  +  2n  (aa  -f  26/9)  -|-  nn  (aa  -f  2,3,3) . 
quae  forma  pcr  lemma  pracmissum  reducitur  ad 

Nn  =  aa  -f  266  4  2nA  4  nn  (aa  4-  2,3,3). 

II.  Hic  igitur  primum  membrum  aa  -f  266  factorem  habebit  n,  unde  posito  aa  -j-  266  =  nn', 
erit  utfque  n'  <  ■Jn:  hoc  jam  valore  substituto  et  per  n  diviso  prodit  A"=  n'4  2A-\-  n  (aa-\-23,3). 

III.  Multfplicctur  per  n,  atque  per  pracccdens  lemma  habebitur 

nn'(«*  -f  2,3,3)  =  faa  -f  266)  (««  4  2$:?)  =  //^  4-  2BB, 
iU  ut  nunc  habeatur  A*n'=  n  n  4  2n'A  4~      -f  2i?fl,  quae  manifesto  ad  hanc  rcducitur  formam : 

ideoquc  itidem  numcrus  formae  pp  4  2qq. 

IV.  Cum  ergo  sit  n'  <  n,  siraili  modo  ad  producta  sequentia  pervenire  licebit,  scilicet  Nn", 
Nn"  etc.  ita  ut  numert  n,  n',  n",  n"  etc.  continuo  deerescant;  tandem  ergo  perveniatur  necesse  est 
ad  formam  A\  1 ,  ita  ut  ipsc  numerus  A*  quoque  in  forma  eadem  pp  4  2  97  rontineatur. 
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8.  LcnnM  S.  ProdaeUm  ex  daobus  numeris  formae  pp  -f  3qq  semper  ad  simikm  fermam 
reduci  potest.  Sit  enim  Ule  productum  (aa  +  366)  (mx  +  3,8(1)  et  capiatur  ,/  =  o«  +  36,*  et 
0     a,i  -  6«,  manifesto  habebitur       +  3  Bfi  =  (oa  +  3 66)  («t  +-  Zffff). 

Theorema  3.  Si  AT  fucrit  divisor  numeri  pp  +  3oo\  ubi  p  et  9  sint  numeri  primi 
inter  se,  tum  ipse  numerus  N  ad  eandcm  formam  reduci  potcrit. 

Demonstratlo.  Cum  iterum  spcctarc  liccat  p  <  {N  ct  7  <  JiV,  ipsa  forma  pp-\-3qq  minor 
erit  quam  Arl;  posito  ergo  /)/»  -f  3qq  =  Nn,  factor  /1  minor  erit  quam  jV,  quac  quidem  reductio 
ad  demonstrationem  non  est  nccessaria:  ea  enim  acque  procedct,  etiamsi  fuerit  n  >  A\  uti  sequitur: 

I.  Posito  jam  p  =  a  +  «n  el  7  =  6  +  .in,  hic  numeros  a  et  6  minores  statuere  licet  quam 
{n,  saltem  non  majores.  Tum  autcm  crit  A«  =  aa  +  366  +  2 n(a«  +  36.d)  -j-nn^aa  +  3/&V*), 
quae  per  lemma  praemissum  flt 

A«  =  aa  -f-  366  +  2 nA  +  nn  (««  -I-  3^,>'). 

II.  Necesse  igltur  est,  ut  primum  membrum  aa+ 366  factorem  habeat  n;  quare  posito 
aa  +  366  =  nn',  hic  numerus  n'  certe  minor  erit  quam  n,  saltem  non  major,  tum  vcro  facta  drri- 
sione  pcr  n  prodibit 

A'  =  n  +  2A  +  n  (««  +  3/J,i . 

III.  Nultiplicemus  jam  pnr  «',  et  postremum  membrum 

nn'  (««  +  3/i/Jf)  =  (aa  -f  366)  <««  +  3/i/f) 

per  lemma  praecedens  Gt  AA  -f  3##;  sicqne  babcbimus  Nn'=ri n +  2ri A -\- AA 2BB,  quae 
expressio  manifesto  reducitur  ad  hanc: 

AV  =(n' +  ,/)*+  3  B». 

IV.  Cum  igitur  Nn  iterum  sit  formac  pp  +  3<yq  et  »'<n,  codem  modo  continuo  progrcdi 
liccbit  ad  continuo  minora  producta  AV,  Nn'"  etc.  donec  tandem  ad  ultimum  N.t  perveniatur; 
atque  adco  demonstrationcm  habemus,  ipsum  numcrum  AT  fore  formac  pp  +  397. 

Coroll.  I.  Fundamentum  hujus  demonstrationis ,  ut  et  praeccdentium,  in  hoc  consistit,  quod 
a  quolibet  numero  n  perveniatur  ad  alium  n  multo  minorem.  id  quod  iis  casibus,  quibus  n  est 
numerus  satis  magnus,  pcr  sc  est  perspicuum.  Quin  eliam  haec  ratio  eo  casu  valet,  quo  n  =  I; 
quia  enim  tum  sumi  poterit  a  =  0  et  6  =  0,  tum  ob  nn'=  0  utique  Cet  n'=0.  Inurim  tamen 
pro  hoc  theoremate  singularis  planc  casus  occurrit,  quando  in  progressione  numcrorum  n,  «',  «"  elc. 
tandem  ad  binariuin  pervenitur;  qui  casus  eo  majorem  atlentionem  merelur,  quod  nusquam  alibi 
occurrat. 

Coroll.  «.  IVo  hoc  ergo  casu  statuamns  statim  n  =  2.  ct  manifestum  est  in  formula  pp  +  375 
utrtunquc  numcrum  p  ct  q  csse  debere  imparem:  utromquc  cnim  parem  assumere  non  licct,  quia  f 
ct  q  primi  inter  sc  statuuntur;  quare  cum  hic  Geri  debeat  p  =  a  -f-  2«  et  9  =3=  6+2/?,  fiet  a  =  l 
et  6=1,  idcoque  aa  +  3 66  =•  4  =  nn',  unde  patet  etiam  foro  «'=2,  ita  ut  nulla  ulterior dimi- 
nutio  locum  habere  possit.  Quolies  ergo  hoc  evenit,  tum  non  ipse  numerus  N, ,  sed  ejus  dupluin 
2:V  erit  uumcrus  formae  pp  4  2qq>  , 


Digitized  by  Google 


t 


Rtsokdio  numerorum  in  quadraia.  543 

Coroll.  3.  Hoc  eo  magis  daruro  redditur,  si  perpeodadais,  formulam  pp-r-3oq,  quando  ambo 
Dumeri  p  et  g  sunt  impares,  non  sotum  esse  parem,  sed  etiam  pcr  4  divisibilem,  neque  unquam 
adco  impariter  parem  csse  posse  formam  pp-\-Zqq.  Quoties  ergo,  uti  in  his  casibus  usu  venit, 
numerus  2jV  in  forma  pp  +  3qq  contineatur,  tum  N  semper  erit  numcrus  par,  cjusquc  scmissis  J^V, 
seu  pars  quarta  ipsius  %N  in  liac  forma  pp-\-Zqq  continebitur.  Quotics  enim  uterque  numcrus  p 
et  q  est  impar,  tum  etiam  ^"^3^  semper  quoque  cst  numerus  ejusdem  formae,  idque  adeo  in 
integris,  quod  quidcm  non  tam  facile  perspicitur;  posito  enim  p  =  2r  +  i  ct  q  =  2s+  I,  prodit 

PP±*33  =  i  +  r  +  rr  +  3* -f-  3« , 

quam  generatim  ncutiquam  in  integris  ad  quadratum  cum  triplo  quadrato  reduccre  licet.  Sequenti 
autem  modo  haec  resolutio  in  genere  institui  poterit:  primum  scilicet  observo,  omnia  quadrata 
imparia  in  hac  fonna  (Vm+1)*  contincri,  siquidem  pro  m  etiam  numcri  negativi  admittuntur; 
namque  si  m  sit  positivum,  quadrata  numerorum  I,  5,  9,  13,  quorum  forma|est  &i+  1,  resultant; 
si  m  negativum,  quadrata  numcrorum  3,  7,  II,  15  ctc.,  quorum  forma  est  ki — I,  oriuntur. 
Jam  ponamus  pp  =  (hr  +  lj*  et  qq  =  (\s  +  I)1  eritque  w>  +  3w  =  l  +  2r  +  *rr  +  6s  -f  12«, 
fluae  manifesto  ad  hanc  formam  rcdigitur 

(l  +  r  +  3*)*+3(r-i)\ 
Schollon.   His  tiicorcmatibus  pracmissis,  id  quod  nohis  maxime  cst  propositum  aggrediamur, 
demonstraturi  quod  summae  quatuor'  quadralorum  nullos  alios  dicisores  admittant,  nisi  qui  ipsi  sunt 
summae  quatuor  quadratorum.    Ad  similitudinem  autem  praecedentium  theorematum  lemma  quoque 
praemitti  oportet. 

9.  Lemma  4*  Productum  ex  duobus  pluribusvc  numeris,  qui  singuli  sunt  summae  quatuor 
quadratorum  semper  quoque  per  summam  quatuor  quadratorum  exprimi  potest.    Sil  tale  productum 

[aa  +  bb  +  cc  +  dd)  (ua  +  /J.of  +  yy  +  Sd) 
et  capiatur  A  =  au  +  6,tf  +  cy  +  dH ,   B  =      —  ba—  c8  +  dy ,  C=  ay  +  bd  —  ca  —  dfi, 
D  =  ab  —  by  +  cp  —  da,  horumque  quadratorum  summa  erit 

A*  +  B1  +  C+  A*=  (««  +  6'+  c»+  d»)  («»+  /*»+  y*+  31): 
manifestum  euim  est,  singula  producta  ex  binis"  partibus  se  mutuo  dcstrucre,  et  singula  quadrata 
litterarum  latinarum  in  singula  graecarum  duci: 

Theorema  4.  St  JV  fuerit  divisor  cujuspiam  summae  quatuor  quadratorum,  seu 
formae  pp+qq+rr+M,  quae  quidem  singula  per  N  non  sint  divisibilia,  tum  N  certe 
erit  summa  quatuer  quadratorum. 

Demoiutratlo.  Non  parum  juvabit  btc  quoque  notasse,  quatuor  illas  radices  p,  q,  r,  s  infra 
semissem  nmneri  propositi  JV  deprimi  posse;  demonstralio  autem  sequenti  modo  procedit: 

1.  Denotante  n  quotum  ex  illa  divisione  resultantem,  ut  sit  Nn  =pp  +  97  +  *"r  +  ts,  ubi 
litterae  p,  q,  r,  t  ita  ad  n  referantur,  ut  sit  p  =  a  +  na,  q  =  6  +  n/?,  r  =  c  +  ny,  *  =  d  +  n3, 
evidens  omnino  cst,  litteras  a,  6,  c,  d  ita  sumi  posse,  ut  }n  non  superent,  quandoquidem  valores 
ncgativi  htnc  non  cxcluduntur.    Sicque  fonnula  aa  +  66  +  ce  +  dd  certe  minor  erit  quam  nn. 
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An  =  aa  4-  66  4-  oc  -f  dd  +  2  n  («t  +  b,8  -f  ey  4-  oV5)  4-  m  (aa  -|-      -|-  y  y  +  tf)  k 
quae  ex  lemmate  praeinisso,  ul>i  posuimus  A  =  aa  -}■  6,i-)-cy  -f  dti,  contrahitur  io 

A7i  =  aa  -f  66  -j-  cc  4  dd  f  2iiy/  -)-  nn  (au     /fyf  4-  yy  -\-  HS), 
Quia  ergo  hic  pars  prima  aa  4-  66  4-  cc     dd  factorem  habere  debet  n,  statuatvr 

aa  -\-  66  4-  cc  -f-  dd  nn', 

eritquc  omaino  n  >  n',  sive  n  <  n,  uti  modo  ostendimus.    Facta  ergo.  divisione  per  n  obtinebimus 

A=  n'  4-  2.-/  4-  n  (a«  +■       -f  yy  -f  % 

III.  Multiplicemus  ounc  per  «',  ct  quia  nri  =  «a  4-  66  -j-  cc  +  <W,  habebimus  ex  iemmate 

/„,'  (««  4-         yy  -\~      =  Y»-t         C  +  i>*. 
qua  forma  introducta  nostra  acquatio  fiet  An'=  n'n '-+-  2n'A  +  /ffi,f         Z)\  quae  ad  haec 
quatuor  quadrata  manifesto  reducitur  (»'-f-  Af  -j-  A*+  C* -(-/>*=  An'. ' 

IV.  Quatcnus  igilur  hic  n'  <  n,  eodem  modo  ad  formas  continuo  minorcs  An",  Nri"  etc. 
pertingere  licebit,  dooec  tandem  ad  formam  A'.  I  |icrveuiatur,  ideoque  numerus  pro|>ositus  A*  quatuor 
quadratis  aequetur. 

Coroll.  I.  Iloc  ratiocioium  iterum  levi  exceptioni  est  obnoxium  quando  n  =  2,  omncsque 
numeri  p,  q,  r,  s  impares:  tum  enim  fiet  a=  I,  6=l,c=t,d=I,  hiucque  im'=\,  ita  ut 
quoque  fiat  ri  —  2,  sicque  non  miuor  quam  n.  Verum  cum  hinc  numerus  2.V  aequclur  summae 
quatuor  quadratorum,  aliundc  perspicuum  est  ctiam  semissem  X  fore 
ita  ut  haec  cxceptio  nihil  plane  turbare  sit  ceosenda. 

Coroll.  %.   Quo  boc  clarius  perspiciatur,  sint  oumeri  p,  q,  r,  s  impares,  et  n 
tum  quia  A'n  =  pp  4-  qq  ±  rr  +  ss,  erit 

■  ■ 

quae  quatuor  quadrata  itidem  erunt  intcgra;  qua  reductione  uti  licebit,  quamdiu  omnes  radices 
quatuor  quadratorum  fucrint  impares;  tum  autem  cxceptio  ante  memorata  spontc  concidit. 

Scholion.  Hac  demoostratione  potissimum  theorema  illud  Fermalianum  conficitur,  quando- 
quidem  altera  pars,  quae  adhuc  superest,  quod  scillcet  proposito  quocunque  numero  primo  semper 
suiuinae  qualuor  quadratorum  exhiberi  queant  per  illum  divisibilcs,  a  me  jam  dudum  satis  clare  eflt 
expedita  atque  adeo  nuper  a  Celeb.  la  (Irange  subtilissima  demonstratione  est  firmata.  l!t 
hoc  aqrtimentum  penitus  conficiam,  scquentem  demonstrationcm  admodum  facilem  bic 

10.  Theorema  5.  Proposito  quocunque  nnmero  primo  N  non  solum  quntern», 
vcrum  adeo  terna  quadrata  infinitis  modis  exhiberi  possunt.  qnorom  summa  ait  divl- 
sibilis  per  islnm  numerum  .V,  pcqoe  tanien  singula  pcr  cum  dividi  queanU 

Demomfralio.   Hcspectu  numeri  A';  omnes  plane  numeri  in  aliqua  sequentium  formarum 

eontinentur:  [  / .      •     .  i-  i 

A.V,  ;..V-r  I ,  AA'4  2,  XN  +  3, . . .  XX  T  Ar—  I , 

quarum  oumeiu*  c«4  V.  Seposjta.  autcm  prima  forroa,  quae  multipta  ipcius  \N  cootinet,  circ» 
reliqiins,  .uuarum  numerus  est  A  —  1,  notandum  est,  qutdrata  primae  foimae  -H  et  ultimae 
AA-l.  V—  I  ad  eandem  formajn  IX  +  l  rodirc;  quadrata  vcro  sccundac  fppnac,  XN  -4-  .2liel  ptnnl- 
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XN+N-2  ad  formam  IN  +  h;  tertiae  vero  et  antepenultimae  ad  XN  +  9  redigi,  et  ita 
porro,  iU  ut  bae  tantum  formae 

iUV-f  i,   XN+l,   XN+9,  etc., 

quarum  numerus  est  {  (N  —  I),  quadrata  in  se  complecti  queant,  quas  formas  primac  classis  appel- 
lerous,  et  ita  designemus: 

XN  +  a,   XN+b,   XN  +  e,    XN-\-d,  etc., 
ita  ut  litterae  a,  6,  r,  d,  etc.,  vel  ipsa  quadrata  1,  V,  9,  16  denotcnt,  vel,  si  numerum  exce- 
dant,  residua  ex  divisione  reslantia.    Reliquae  vero  formae,  quarum  oumerus  itidem  erit  {  (N — I), 
boc  modo  designcntur: 

>.N+a,    XN  +  p,    XN+y,  etc, 
quas  formas  posterioris  classis  vocabimus.  De  his  autem  geminis  classibus  tres  sequentes  proprieUtes 
notentur,  quas  quidem  facile  demonstrare  licel : 

I.  Productum  c*  binis  numeris  primae  classis  itidem  in  prima  classe  continetur,  scilicet  forma 
XN  4  ab  in  prima  classe  reperietur;  si  enim  ab  majus  fuerit  quam  N,  ejus  loco  residuum  ex  divi- 
sione  pef  N  facU  rclictum  capi  est  intelligcodum. 

II.  Numeri  primae  classis  a,  b,  c,  d,  etc.  in  quemcunque  numerum  posterioris  classis 
«,  fi,  V,  etc.  ducti,  in  classem  posteriorem  incident. 

III.  Deniquc  producU  ei  binis  numeris  posterioris  classis,  veluti  up,  in  classem  primam  trans- 
feruntur. 

His  praemissis  dcmonstrabo:  si  non  darentiir  terna  quadraU,  quorum  summa  divisibilis  esset 
per  N,  tum  maximum  absurdum  inde  esse  secuturum.  Ad  hoc  concedamus  Uotisper  adversario, 
nulla  dari  terna  quadraU,  quoruro  summa  sit  divisibilis  per  N:  raulto  minus  ergo  duo  Ulia  quadraU 
dabuntur.  Hinc  sUtim  sequitur,  formam  XN  —  a,  sive  quod  eodem  redit  XN  +  (N—  a)  non  in 
prima  classe  occurrere:  si  enim  daretur  quadratum  forroae  XN  —  a,  hoc  ad  quadratum  fonnae 
XN  +  a  praeberet  summam  per  N  divisibilem,  cootra  hvpothesin.  Forma  igitur  XN—a  in  poste- 
riore  classe  contineatur  necesse  est,  sicque  inter  litleras  u,  ft,  y,  5,  etc.  reperientur  numeri  —  1, 
—  V,  —9,  etc.  Sit  f  numerus  quicunque  primae  classis,  iU  ut  dentur  quadraU  formae  XN  +  f, 
ad  quae  si  addantur  quadraU  formae  XN  +  1,  summa  binorum  habebit  formam  XN  -f-  f  +  *•  Jam 
si  daretur  quadratum  formae  XN  —  f  —  1 ,  haberctur  sumraa  trium  quadratorum  per  N  divisibitis, 
quod  cum  negctur,  forma  XN  —  f —  I  non  in  prima  classe,  ideoque  in  posteriori  continebitur,  in 
qua  ergo  quum  repcriantur  numeri  —  1  et  —  f —  1 ,  eorum  productum  +  f  +  1  in  priori  classe 
est    Simili  modo  ostendetur  in  priroa  classe  quoque  occurrere  debere  numeros 

f  -V  2,    f-r-  3,    f+  \,  etc. 
sumto  f=  1 ,  in  prima  classe  occurrerent  omnes  plane  formac 

XN  -j-  i,   XN  -f  2,   XN  +  3,  etc. 
nullaeque  penitus  pro  classe  posteriore  relinquerentur.    Interim  Umen  eodem  ratiocinio  vidimus,  in 
posteriore  occurrere  numeros  —1,  —  f—  i,  —f  —2,  etc.  ideoque  etiam  omnes  plane 
>;  quod  ciun  sit  mazime  absurdum,  sequitur  falsum  esse,  non  dari  terna  quadraU, 
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N.    Dantur  ergo 
per  N  erit  divisibilis. 

Ex  hoc  tbcorcmate  cum  praecedentc  conjuncto  manifcsto  sequitur,  omnes 

quatuor  vel  pauciorum  quadratorum.  Et  quum  producta  ex  binis 

hujusmodi  numeris  eandem  naluram  sequantur,   solidissime  evictum  est,  omnes  plane 
quatuor  quadratorum  vel  adeo  pauciorum, 

Loco  hujus  propositionis  Ccl.  La  Grange  theorema  multo  Iatius  patens  in  medium 
et  demonstratione  munivit  ingeniosissima  quidem,  sed  tantopere  abstrusa  et  iotellectu  difficili, 
ut  non  nisi  summa  adhibita  attentionc  pcrcipi  possct.  Dcmonstravit  scilicet.  proposito  quocunque 
numero  primo  A  semper  bina  quadrata  pp  ct  qq  ad  illum  prima  dari  possc,  ita  ut  formula 
pp  —  Bqq  —  C  per  eum  numcrum  primum  A  fiat  divisibilis,  quicunque  numcri  pro  litteris  B  et  C 
accipiantur,  dummodo  fuerint  primi  respcctu  ipsius  A.  Idem  igitur  theorema  aJiquanto  latius  exten- 
sum  cum  demonstratione  longe  faciliori  et  planiori  hic  subjungam. 


11.  Theorema  ©.  Proposito  quocunque  numcro  primo  N,  semper  ter»a  qua- 
drata  xm,  yy  et  ti  ad  eum  prima  exhibere  licet,  ut  formula  Xxx  -\-  fiyy  -\-  vzx  per 
numerum  illum  primum  N  fiat  divisibilis,  dummodo  isti  coefficientes  X,  ft  et  v  ad 
ipsum  N  fuerint  primi,  hoc  cst,  nullus  eorum  neque  evanescat,  neque  ipsi  N,  ncque 
ejus  multiplo  cuipianr  fuerit  acqualis. 

DotnoiMtra(io.  Denolent  litterae  a,  6,  c,  d,  etc.  omnia  residua,  quae  ex  divisione  quadra- 
torum  pcr  numcrum  primum  propositum  N  facta  relinquuntur,  quos  numeros  ante  ad  classem  prio- 
rem  retulimus,  quorum  mullitudo  cst  J  (N — I):  in  iis  sciltcet  omnes  occurrunt  numeri  quadrati 
I,  9,  16,  etc.  minorcs  quam  N;  majorum  autem  residua  illa  ex  divisione  per  JV  resultantia 
accedunt  Ad  eaudem  vero  classcm  etiam  iidem  numeri  a,  b,  c,  d,  ctc.  quovis  multiplo  numeri  N 
aucti  sunt  rcferendi.  Omnes  autem  rcliqui  numeri  minores  quam  N,  quorum  numerus  ilidem  est 
j  (JV—  1),  quosquc  non-residua  appellarc  licct,  ad  classem  posteriorem  sunt  rclati  ct  litteris  graecis 
«,  ft,  y,  S,  etc.  designcntur.  Circa  hos  numeros  duplicis  generis  jam  ante  notavimus,  producta  ex 
btnis  residuis,  seu  classis  prioris,  iterum  in  eandem  classem  caderc,  veluti  «6,  ac,  bc,  etc.,  quatenus 
scilicct  per  divisionem  infra  N  deprimuntur;  at  productum  ex  residuo  in  non-residuum  in  classe 
posteriore  non-residuorum  reperiri,  ac  denique  producta  ex  binis  non-residuis  iterum  forc  residua. 
His  notatis  demonstrationem  ita  adornabimus,  ut  ostendamus,  ingcns  absurdum  csse  sccuturum,  si 
nulla  daretur  formula  Xxx  -j-  fiyy  +-  v~-  per  numerum  N  divisibilis.  Demonstratio  autem  sequenti 
modo  procedet. 

I.  Quum  omnia  quadrata  aequenlur  cuipiam  residuo  a,  vel  6,  vel  c,  multiplo  quodam  numeri 
N  aucto,  si  daretur  talis  formula  Xxx  -j-  juyy  -)-  *>zz  per  numerum  N  divisibilis,  ob  xx  —  yN  -^-  a, 
yy  =  t,N  +  b  et  ;i  =  ,9tf+c  foret  ulique  formula  Xa  +  fth  4-  vc  per  N  divisibilia.  Quare,  qui 
oegaverit.  sUtucre  debet,  nullam  dari  hujusmodi  formulam  Xa     fi b  -f  vc  per  N 
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II.  Quum  igitur  Bolla  detar  hujusmodi  formula  per  N  divifiibili»,  mutto  mimn  fiari  poterit 
=  0,  ideoque  ista  acquaUo:  X*  =  —  f*b  —  rc  erit  impossibilis,  pariter  ac  talia  aequatlo: 

Verum  quia  X,  fi  et  v  sunt  primi  ad  tf,  semper  coefiicieotes  £  et  17  ita  accipere  licet,  ut  formulae 
;N  —  fi  et  »yiV—  v  Cant  per  A  divisibiles.  Ponamus  ergo  $N  —  fi  =  Xm  «\  r,N  —  v  =  Xn,  atque 
Impossibilis  quoque  erit  ista  aequatio:  a  =  mb\nc. 

III.  Quum  igitur  ista  formula  mb  -f  nc  non  sit  aequalis  a,  ideoque  in  classc  residuorum  non 
reperiatur  (secundum  mcntem  scilicet  adversarii,  qui  nostrum  theorema  negat),  necessario  iu  altera 
classe  non-residuorum  reperietur;  ibidem  ergo  etiam  (quia  c  unitatem  denotare  potest)  oceurret 
m6-f  n,  hincquc  adeo  omnes  istae  formulae: 

ma  -f  n,    tnb  4-  n,   mc  -f  n,   md-fn,  etc., 

quae  cum  omnes  a  sc  invicem  diversae  et  numero  sint  |  (jV  —  I),  his  tota  classis  non-residuorum 
exhaurietur,  qualenus  scilicet  divisae  per  JV  infra  N  deprimuntur. 

IV.  In  eadcm  vero  etiam  classe  occurrerc  debent  omnia  producta  horum  numerorum  in  quem- 
lihet  numerum  primae  classis  veluti  d  ducta,  quae  crgo  crunt 

mtd  f  nd,    mbd  -f  nd,    mcd  -f  nd,  etc. 

Verum  prodncta  ad,  bd,  cd,  io  priorem  classem  cadunt,  ac  reperiuntur  inter  ipsos  numeros  a,  b, 
c,  d,  etc,  sicquc  in  altcra  classe  inter  non-residua  occurrcnt  quoquc  omnes  hae  formulae: 

ma  +  nd,    roo-f/id,    mc+nd,  etc., 
quae  praecedentes  singulas  superant  quantitate  n  (d  —  1).    Hoc  discrimen  ponatur  brevitatis  gratia 
=  o),  quod  utiquc  ad  ipsum  divisorcm  N  erit  primum,  si  modo  pro  d  non  assumatur  unitas,  quia 
d  —  1  est  <  N,  atque  etiam  numcrus  n  primus  ad  N. 

V.  Quodsi  igitur  in  classe  non-residuorum  contineatur  numerus  «,  ibidem  quoquc  occurret 
u  -J-  a,  atque  ob  eaodem  rationem  hic  numerus,  iterum  incremcntum  to  accipiens,  scilicet  u  -f-  2a 
ibi  reperiatur  necesse  est;  atque  ob  eandem  rationcm,  etiam  numeri  u-f  3w,  a -j-  \&,  etc.  Omnes 
igitur  termini  hujus  progressionis  arithmcticae : 

a,    «-fw,    «-f2w,    «-f  3«,  etc. 
quatenus  scilicct  per  N  divisae  infra  N  deprimuntur,  inter  non-residua  occurrere  debebunt. 

VI.  Quia  differentia  hujus  progressionis  est  w,  uumerus  scilicct  ad  N  primus,  in  hac  progres- 
sione  occurrunt  termini  noo  solum  per  .V  divisibilcs,  sed  ctiam  insuper  omnes,  qui  per  N  divisi  pro 
residuis  praebent  omnes  plane  numeros  I,  2,  3,  fc,  etc.  nullo  excluso.  Quocirca  secundum  mentem 
adversarii  in  classe  non-residuorum  omnes  planc  occurrerent  numeri,  1,  2,  3,  k,  etc.  quod  cum 
sit  absurdum,  opinio  advcrsarii  certe  est  falsa:  scilicet  falsum  est,  nullos  dari  numeros  .formae 

Xxx  -(-  ftyy  -f  vzz, 

qui  sint  per  N  divisibiles.  Utique  igitur  tales  oumcri  dabuntur;  atque  hoc  ipsum  est,  quod  praestare 
suscepimus. 

CoroH.  I.  Non  solum  autem  semper  tria  hujusmodi  quadrata  asc,  yy  et  zz  reperire  licet, 
aed  etiam  unum  eorum,  veluU  «,  pro  lubito  assumcre  licet,  dum  non  sit  per  N  divisibHe.  Ita  si  f 
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pro  lubitu  (iattim  non  divisibilem  per  N,  semper  assigoare  licebit  bina 
xx  et  yy,  ut  formula  Axx  -f  /OT  +  *,flr  ^at  P*r  «V  divisibilis.  Ad  hoc  demonstrandum,  quicunque 
fuerit  numerus  semper  dabitur  ejusmodi  numerus  v,  ut  productum  fs  per  N  divisum  relinqual 
datum  rcsiduum  f.  Sit  enim  vz  —  9N  -\-f,  ct  formula  nostra  pcr  w  multiplicata ,  quac  utique 
divisibilis  erit  per  N,  Cet 

Xvvxx  4  uvvyy  +  y  (99NN  f  29Nf-\-ff) 
ubi,  quia  mcmbra  99NN  -f-  2«?jV/>  per  JV  sponte  simt  divisibilia,  etiam  reliqua  forma 

Atw/x-r.  -}-  fitwyy  4  *-/f 

per  yV  divisibilis  erit. 

CoroD.  3.  Quicunque  fuerint  numeri  X,  ft,  v,  pro  uno  eorum  semper  unitatem  aliumve 
numerum  pro  lubitu  assumere  licet.    Quia  enim,  per  9  multiplicando ,  haec  formula: 

9Xxx  A-  9uyy  4-  9>  zz 

divisionem  per  N  admittit,  loco  9  ejusmodi  numcrum  assuroerc  licebit,  ut  productum  9X  per  N 
divisum  relinquat  unitatem;  tum  autem  haec  formula: 

xx  4  9ftyy  f  9tzz 

etiamnunc  pcr  N  erit  divisibilis.  Quin  etiam  bic  loco  9ft  et  9»  residua  ex  divisione  per  N  facta 
oriunda  scribere  licet,  hocque  modo  formulam  illi,  quam  Ccleb.  La  Grange  est  contemplatus, 
omnino  similem  assequimur. 

ttchollon.  Ecce  ergo  demonstralionem  omnibus  numeris  absolutam  tandem  sumus  assecuti 
theorcmatis  illius  notissimi,  quod  omnes  planc  numeri  sint  summae  quatuor  vel  pauciorum  quadra- 
torum,  quam  quidcm  jam  olim  Fermatius  se  invenisse  est  professus,  injuria  autem  temporum 
intercidissc  etiamnunc  maxime  est  dolendum.  Nullnm  cnim  plane  cst  dubium,  quin  Fermatii 
dcmonstratio  multo  simplicior  et  generalior  fuerit,  quam  istae,  quae  nun< 
Quantum  enim  ex  ejus  monimcntis  suspicari  licct,  ex  principiis  longc  divcrsis 
petiisse  videlur:  quandoquidem  se  asseverat  ex  eodem  fonte  dcmonstrassc ,  quod  omncs  plane  numeri 
sint  summae  numerorum  vel  trium  trigonalium  vel  pauciorum;  tum  etiam  summae  quinque  pen- 
tagonalium  aut  pauciorum;  nec  non  summac  scx  hcxagonalium  ct  ita  porro;  a  qua  generalitatc 
nostra  demonstratio  iongissime  abest ,  atquc  ctiamnunc  demonstrationem  ignoramus,  quod  omnis 
numerus  sit  summa  trium  vel  pauciorum  trigonalium.  Interim  tamen  circa  hoc  theorema  observari 
convenit,  id  tantum  in  numeris  inlegris  esse  verum,  dum  alterum,  quod  hic  demonstravimus  etiam 
numeros  fractos  complcctitur:  omnes  cnim  istae  fractiones  j,  f,  {,  \,  \,  etc.  nullo  modo  in  temos 
numeros  trigonales  resolvi  se  patiuntur,  sive  nullos  valores  rationales  loco  x,  y,  z  invenire  licet, 
ut  fiat 

1  _x*+x  .  xy+y  ,  «4« 

2  —     2     -r     2     -r    s  » 
«|uare,  quod  maxime  mirandum  videtur,  hacc  aequatio: 

i  =  xx  -i-  x  4  yy  4-  r  -f  «  4  s 

est  impossibilis,  quicunque  etiam  numeri  fracti  pro  x,  y,  z  accipiantur. 
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XXXIX. 

Resoliitio  acquationis  Ax*  +  2»xr  +  Cy*+  2Dx  +  2Ey+F=  o  ner  nunteros 
tani  ratlonalcs,  quam  iotegmw. 

(N.  Coromot.  XVIII.  1770.  p.  185.  Eihib.  177«  No*.  19.) 

Ilaec  forma  latissimc  patcns ,  quac  insignem  partem  analyseos  Diophanteae  complectitur, 
pro  varia  indole  numerorum  A,  B,  C.  D,  E,  F  plures  in  se  continet  casus,  qui  vulgo  diversis 
methodis  tractari  solenL  Hic  autem  singulari  modo  ejus  resolutionem  sinc  radicis  cxtractione  ita 
docebo,  ut  solutio  non  solum  ad  numeros  rationalcs,  sed  etiam  intcgros  accommodari  possit. 

1.  In  gcnere  quidem  resolutionem  hujus  acquationis  tradere  non  licet,  quia  saepe  usu  venire 
potest,  ut  ea  sit  impossibilis,  ccrtissimum  autcm  criterium  possibilitatis  solutionis  sine  dubio  cst,  si 
unicus  saltem  casus,  quo  huic  aequationi  satisGat,  fuerit  cogoitus.  Ponamus  igitur  hoc  contingere 
casu,  quo  x  =  a  et  y  =  b,  ita  ut  revera  sit: 

*V  -I-  2Bab  +  Cb1  f  2D«  +  2Eb  +  F=  0 

et  quemadmoditm  ex  hoc  casu  cognito,  alii  sive  nuroero  finiti,  sive  infiniti,  erui  queant,  hic  sum 
ostensurus. 

2.  Subtrahatur  ista  aequatio  ab  ipsa  proposita  generali,  ut  obtineatur  haec: 

4         «*)  _u  2  B  (xy  —  ab)  +  Cij*—  6«)  -f-  2  D  (x  —  «)  +  2E(y  —  b)  =  0, 
cujus  singtila  membra  praeter  secundum  factorem  habcnt  vel  x —  a,  vel  y — b,  at  membrum  secun- 
dum  pluribus  modis  in  duas  partes  resolvi  potest,  quarum  altera  habcat  factorem  x  —  a,  altera 
y  —  6;  est  nempe:  ry —  ab  =  xiy —  b)  +  b(x —  a)  =  y(x —  «)  -I-  a  (y  —  6);  ut  autein  ambae 
litterae  x  ct  y  parem  rationcm  ineant,  hac  rcsolutione  utamur: 

2  (xy  —  ab)  —  (x  —  a)  (y  +  6)  -j-  (» + «)  (y  —  6), 
quo  facto  aequatio  nostra  sequentem  induet  formam 

>/(x— «)(«+«)  +  B(x — a)  (y+  b)  +  B(x+a)  (y—b)  +  C(y—b)  (y  f  b)  +  2D(x—a)  +  2E(j—b)  —  0. 

3.  Consideretur  nunc  ratio  quantitatum  x  —  a  ct  y  —  b  tamquam  data,  ac  statuatur 

jll  =  f '    ita  ul  «*•'    qx-aq  =  py-  bp, 
qua  ratione  introducta  nostra  aequatio  evadet: 

Ap  (x  +  «)  +  Bp  (y  +  b)  +  B  q  (x  +  a)  +  Cq  ( y  +  6)  +  2 Dp  +  2 Eq  =  0, 
«  quibus  binis  aequationibus  utramque  quantitatem  quaesitam  x  et  y  deGnire  licebit    Quum  enim 
posterior  sH 
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(x  +  a)  (Ap  +  Bq)  +  (y  +  6)  (Bp  +  Cq)  +  2Dp  +  2Eq  =  0, 
prior  vero  pracbeat: 

hic  valor  in  illa  substitutus  dat: 

L4jp»  +  2Bpq  +  To») *  +  A>*  +  2C6pa +  2Bbp*  -Caqx  +  2Dp*+2Epq  =  0 
unde  colligitur 

_  a{AP*  -(V)-     -k  cW)-iy- 


V.  '  Ecce  ergo  jam  sumus  assecuti  solutionem  gcncralissimam  aequationis  propositae  in  numeris 
rationalibus;  quia  enim  ambos  numcros  p  ct  g  pro  arbitrio  assumere  licet,  evidens  est,  omnes  plane 
solutiones  in  bis  formulis  contincri  dchcre.  Quod  autcm  solutioncs  in  numeris  integris  attinet, 
manifestum  est  tales  exbiberi  non  possc,  nisi  ambo  numeratorcs  illarum  (ractionum  divisioncm  ad- 
mittant  per  communem  denominatorem  Apx  +  2  Bpq  +  Cqx ;  id  quod  ficri  ncquit,  nisi  hic  denomi- 
nator  ad  numerum  satis  exigiium  sc  reduci  patiatur.  Statim  ergo  hinc  cxcludi  oportet  casus,  quibus 
BX<AC,  sive  quibus  AC—B*  cst  numcrus  positivus;  tum  cnim  quicunque  valorcs  loco  p  et  q 
accipiantur,  formulam  Apx  +  2  Bpq  +  Cq%  non  infra  certum  valorem  deprimere  licebiL 

5.  Quod  si  ergo  numeri  A,  B  et  C  ita  fuerint  comparati,  ut  per  certos  numeros  p  et  q 
formula  Ap*  +  2Bpo+  Cg*  ad  exiguum  numerum,  sive  unitatem,  sive  binarium,  tam  positive  quam 
negative  snmtum  redigi  qucat,  omnes  partcs  binarum  formularum  pro  x  et  y  invcntarum  abibunt  in 
numeros  integros.  Posito  autem  isto  numero  =  (o ,  ita  ut  his  casibus  sit  a  vel  ±  I  ,  vel 
±  2,   ob  Apx\  2Bpq  +  Cg*=«,  rcperitur 

sic  formula 

(BB  —  AC)qx+An 

debebit  esse  quadratum,  quod  quidem  plerumquc  fieri  poterit,  quia  pro  a  sumi.potest  vel  +-  1,  vel 
—  I,  vel  +2,  vel  — 2,  dummodo  BB  —  AC  fuerit  numerus  positims  non  quadratus,  etiamsi  sine 
dubio  dantur  casus,  quibus  a  majorem  sortitur  valorem.    Tum  vcro  habebitur: 

*  =  ~  W)-*!(Bp*+Cpq)- \%X- L*Mf 

r  =  i  C V-  <V)  - t  <*«'  +  '«)-"«-  " 

6.  Utrum  igitur  nostra  acquatio  admittat  solutiones  in  numeris  integris,  ncc  ne?  judicium 
facillime  instituitur;  consideretur  cnim  formula  BB  —  AC,  quae  si  fucrit  nnmcrus  positivus  non 
quadratus,  sempcr  adeo  infinitis  modis  numerum  q  aasignare  licebit,  ut  formula  illa  radicalis  abeat 
in  numerum  rationalem,  indcque  deGnielur  alter  numerus  p,  quibus  adhibitii 

satisfacientes  x  et  y.    Sufficiet  autcm  pro  a  unicum  valorem  idoneum 
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eo  pro  x  et  y  successive  injurmerabilei  valores  satisfacientes  deduci  poasant,  id  quod  operae  pretium 
erit  clarius  ostendisse.  Ponamus  scilicet  ex  nomeris  primo  satisfacientibus  a  et  b  hoc  modo  pro- 
diisse  sequentes: 

x  =  £a      ty&  -|-  #    et   jr  =  Aa  +  //6  -|-  k 
atque  si  jam  hi  pro  a  et  6  adhibeantur,  per  easdem  formulas  novos  deducemus  valores  pro  x  et  y, 
qui  denuo  loco  a  et  6  assumti  praebebunt  iterum  alios  idoneos  valores  pro  x  el  j%  et  ita  porro. 

7.  Sint  nuu.eri,  qui  hoc  modo  successive  pro  x  reperiuntur, 

a,  o',  a",  a'",  a'r,  etc. 
numeri  autem  pro  y  respondentes  sint: 

6,  b' ,  b" ,  b'" ,  6,r,  etc. 
atque  habebimus  sequentes  aequatioties: 

a'  =U  +  r,b  +  »,    6'  =       -f  ftb  +*, 
«"  =  £«'  +,6'  +  »,    6"  =ka>  +ftb'  +y, 
a"'=ya"+vb"  +  ,9,  b"'=Xa"+fib"-\-p, 
etc.  etc. 
Ex  his  relationibus  eliminando  litteras  6,  6',  satis  simplex  rclatio  concluditor  inter  valores  continuos 
a,  a' ,  a",  quae  ita  se  habet: 

a"=  {fi  +  0  «'  +  (*1 -rt)a  +  &(i-ft)+  n». 
SimiU  modo  eliminando  litteras  a,  a' 

b"=  (fi  +  f )  6'  +  (r/i.  -  ^)  6  +-  W  +  *  (I  -  £) , 
unde  patet  utramque  seriem  esse  recurrentem  secundi  ordinis,  secundum  eandem  scalam  relationis: 

S+P,    >}*-  —  >M 
utrinquc  autem  insuper  numerum  quendam  absolutum  addi  oportct. 

8.  Cognita  Iiac  scala  relationis  formetur  haec  aequatio  quadratica 

z*=a;  +  f<)z+w-;f<), 

cujus  binae  radices  sunt: 

quarum  potestatibus  cxprimi  possunt  termini  gencrales  utriusque  seriei.  Quo  hoc  clarius  reddatur, 
fit  prioris  seriei 

a,  a  ,  a  ,  a  ,  etc. 
terminus  quotuscunque  =  x,  alterius  vero  seriei: 

6,  6',  6",  b'",  etc. 
terminus  generalis  y,  ct  posito  brevitatis  gratia 

i±^  =  r   et    V^f  +  ^^Vs, 

pro  priori  serie  statuatur 

x  =  f{r  +  Vs)n  +  g  (r-Vs)"  +  h, 

eritque  valor  sequens 
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x'=  f(r  +  Vt)  (r  +  V*)n  +  o  (r  -  V»)  (r  -  Vi)"  +  /« 


x"  =  /*(r  +  V*)*  (r  -|-  VO"  +  «7  (r  -  V»)*  (r  -  V*,"  +  A. 
Quare  cum  e*  lege  progressioois  esse  debeat; 

x"  =  (ff  +  ^x'  +  (*A-^)«  +  »(l-,f)-f*r 
si  illi  valores  substituantur,  potestates  sponte  se  dcstraunt,  ac  resulut 

,  _     »(!-„)  +  ,, 

Pro  coefficientibus  autem  f  t\  g  considerentur  termini  initiales  ante  definiti,  ct  Cacto  quidem  «  =  0, 
prodeat  x  —  a,  hincque  crit 

a==f+g  +  ht 

tum  vero  ponatur  n  =  I,  ut  prodeat 

x  =  a'  =  Za  +  *]b  +  9 

fiatque  ea 

=  />+V'j)+$(r-V*)  +  A 

ct  quia 

f  +g  =  a  —  h,    erit   a'=  («  —  /t)  r  +  (/*—  g)  V '»  +  h, 

p     «'  {a—h)r  A   j'  —  gr  —  h  (I  —  r) 

Eodem  modo  pro  altera  serie  recurrcnte  terminus  gencralis  y  rcperielur,  ita  ut  in  genere  nibii 
ri  possit. 

9.    Ceterum  uti  jam  innuimus,  dantur  casus,  quibus  formula  App  +  2  Bpq  4  Cqq  neque  ad 
ad  binarium  deprimi  potest;  convcniet  igitur  litteras  p  et  q  ita  assumi,  ut  huk 
valor  concilietur,  undc  non  parum  egregium  nascitur  problema,  quo  datis 
A,  B,  C  quaeruntur  valores  lilterarum  p  et  q  in  integris,  ut  formula  App  -\-2Bpq  Cqq 
accipiat  valorcm. 


10.    Quum  tres  termini  initiales,  per  A  multipiicati,  factores  habcant 

(Ax  +  By  +  r  V(B%-  ACi) ,    (Ax  +  By  -yV(B*-  AC)), 

lotam  aequationem  sub  taii  forma  repraesentare  licebit: 

\Ax  +  By  +  M  +  (y  +  iV)  V?*1-  ^C))  (Ux  +  i?r  +         iy     Ar)  V(B*  -  AC>)  =  0, 
quae  cvoluta  praebet 

>#,x*  +  2,/ffxy  f  //Cr»+  2^V.r  -I-  (2Mff  —  2^0*+  2ACN)  y  +  V2  —  B*N%  +  ,/CA1—  0  =  0, 
qua  cum  forma  proposita  comparata  assequimur: 

2AD  =  2AM,    D  =  M, 

2AE  =  2MB  —  2N  (B*—  AC), 
AF  =  i»/*—  jY*  (//*—  AC)  —  0, 
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M=D,   N^w_^c  ,    0=D*-AF  -gczrjc' 

11.  Inventis  igitur  valoribus  M,  N  et  0,  ponatur  brevitatis  gratia  BB —  AC  =  k,  ut  aequatio 
nostra  per  (actores  irrationales  expressa  sit 

(Ax  +  Br  +  D  +  (y  +  N)Vk)(Ax+  By  +  D  —  (y+N)Vk)  =  0. 
Et  quia  assumimus  unam  solutioncm  jam  esse  cognitam,  qua  sit  x  —  a  et  y  =  b,  habebimus  quoque 

[Aa  +  Bb  f  D  +  {b  +  N)  Vk)  (Aa  -f  Bb  f  D  —  (6  +  N)  Vk)  =  0 
quocirca  bina  haec  producta  intcr  se  acqualia  esse  debebunt;  statuamus  hinc  brevitatis  gratia: 

Ax  +  By  +  M=P,  y  +  N  =  Q, 
Aa  +  By  +  M  =  G,     b  +  N  =  H, 

ita  ut  nostra  binorum  productorum  aeqnalitas  fiat: 

'(P  +  Q  \*)  (P  —  Q  Vk)  =  0  =  (G  +  HVk)  (G  —  HVk), 
ubi  uotandum,  si  prior  factor  illius  producti  alterutri  factori  istius  aequalis  ponatur,  tum  quoque 
posteriorem  factorem  illius  sponte  alteri  bujus  aequalem  esse  futurum,  quoniam  discrimen  tantum  in 
signo  quantitatis  radicalis  Vk  est  situm.  Manifcstum  autcm  est,  si  factores  priores  inter  se  aequales 
statuantur,  et  partes  tam  rationales,  quam  irrationales  seorsim  aequeutur,  scilicet  P  =  G  et  Q  =  H, 
inde  ipsum  casum  cognitum  esse  proditurum,  nempe  x  =  a  et  y  =  b. 

12.  Sin  autcm  hoc  modo  prior  factor  illius  producti,  posteriori  hujus  aequetur,  ut  sit 

P+  QVk=G  —  HVk, 
nova  solutio  hinc  elicietur;  aequalitas  enim 

Q  =  -H    dabit  y  +  N=-b-N,    sive   y  =  —  6  —  2N, 
unde  aJtcra  conditio  P  =  G  dabit 

Ax—  Bb  —  2NB  +  M  =  Aa  +  Bb  +  M,  seu 

Ax  =  Aa  +  2Bb  +  2NB,   hincque   a?  =  a  +  -^6- 

Ergo  ex  qualibet  solutione  jam  inventa,  puta  x  =  a  et  r  =  6,  alia  quasi  sociata  ex  ea  facillime 
concluditur;  quippe  quae  si  loco  M  et  N  valores  assumti  restitoantur ,  praebebit 

I  =  <,  +  7li  +  i«-iC>    y  =  -b-  w_Jc  . 

Quae  quidem  solutio  numeris  fractis  continetur,  nisi  forte  numeratorcs  fuerint  pcr  denominatorcs 
suos  divisibiles. 

13.  Quo  autem  hinc  plures  atque  adeo  infioitas  solutiones  eliciamos,  in  subsidium  vocemus 
formulam  s  =  V(kr*+i),  quippe  quae  methodo  Pelliana  semper  infinitis  modis  resolvi  potest, 
dummodo  k  non  fucrit  vel  numerus  ncgativus,  vel  numerus  quadratus.  Quum  cnim  hinc  fiat 
** — kr*=i,  nostram  aequationem  hac  forma  repraesentare  poterimus: 

P»_  kQ*=  (G1—  kfl*)  (f  —  h*). 
Hincqoe  per  factores  irrationales  statuamus 

P  +  QVk  =  (G  +  HVk){*  +  rVk)  =  Gs  +  kHr  +  (Gr  +  Bs)Vk; 

U  Edori  l^ri  -y 
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sic  enim  simul  toti  aequatiooi  satisfiet,  si  quidcm  partes  raUonales  et  irrationales  seorsim  aequantur. 
At  irrationales  praebent: 

Q=Gr+H$,   y  +  N=Aar±Bbr+Mr±bs  +  Ns,    v  =  Aar  f  Bbr  +  IHr  ±bs  +  Ns- .V. 

At  part«s  rationales  dant: 

P  =  Gs  +  kIIr,    seu    Ax  f  /?r  4  D  =  Aas  +  Abs  +  Ds  +  kr  +  kNr, 

unde 

/     .   D-BX\  /kb  +  kN-  n*b  -  HD       „\    ,    BN  —  D 

H.  Nunc  igitur  loco  litterarum  M  et  N  restituantur  valores  supra  inveoti,  atque  pro  nostris 
quantitatibus  quaesitis  x  et  y  sequentes  reperiuntur  formoJae,  si  scilicel  loco  k  scribatur  B*—AC: 

r -(*+?-:-$•+<»+•*'+»>'• +S:  -°- 

ubi  permutatio,  quae  ioter  litteras  x  et  y  locum  babet,  manifcsto  clucct. 

15.  Quod  si  hi  valores  pro  x  et  y  inventi  loco  a  et  6  substituantur  in  istis  formulis,  pro  x 
ot  y  inde  novi  valores  eruentur ,  qui  dcnuo  loco  a  et  b  sumti  alios  novos  pro  x  et  y  praebebunt, 
et  ita  porro  in  inilnitum.  Verum  omnes  istos  valores  simul  in  formulis  generalibus  complecti  licebit, 
uU  jam  supra  fecimus.  Scquenti  autem  modo  iclem  negoUum  multo  commodius  et  succincUus 
conficietur. 

16.  Quoniam  ss  —  krr  =  I,  atque  adeo  omnes  potestates  ipsius  ts  —  krr  eUam  unitaU  aequan- 
tur,  ponere  poterimus 

/»*  —  kQ*  =         klT)  {ss  —  krr)n, 

hincquc  pcr  factores  irrationales 

p  +  Q  Vk  =  [G     //  v*)  (s  +  r  V^)"; 
quia  autem  hujus  potestatis  aliae  partes  sunt  rationales,  aliae  irraUonales  pcr  Vk  afiectae,  staluamus 

{s  +  rVk)"=S  /?V* 
atque  ut  ante,  hinc  secpientes  valores  pro  x  et  v*  eliciemus: 

*=(«  +  "zcJH)s  +  (««+«+ £)(-*>+ 

T-(*  +  S^)«+ (»  +  A+ «■f'^ 

17.  Quum  autem  sit 

erit  eodem  modo 

S—  HVk  =  {s-r  Vk)"; 

undc  nVducimus 

S=i{s  +  rVkr^i(s-rVkr 
quibus  valoribus  substituUs,  obtinebimus 
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/  EB-CD    (   aYk-B*-Cb-E\.  ,,..„ 
,/  BD-4E       bvk  -  Bb-J*-E\  AE-BD 

Hic/^^  "37*  )('-'">'*)  -*-^T7c' 

et  quia  *  —  £f* — ^f.\  hae  formulae  ita  simpliciores  evadent: 

x  =  ^{EB  —  CD-yak  —  ,Ba  -f-Cb  +  E)  Vk)  (s  +  r  Vk)n 
+  £(EB-CD  +  ak  +  (Ba  +  Cb  +  E)Vk)(s-rVk)n 

+±(cd-eb), 

y  =  ^D-4E  +  bk  +  (Bb  +  Aa  +  D)Vk)(s  +  r  Vk)" 
+-  ^  (BD  -  AE  +  bk-  (Bb  +  Aa  +\D)  Vk)  (s  -  r  Vk)" 
+  ±(AE-BD} 

18.    Ante  jam  vidimus,  quamlibet  solutioneai  x  =  a  et  y  =  b  suppeditare  aliam  sibi  quasi 


.   a«/,    ,    BD-JE\  .       2  (BD  —  AB) 

quia  autem  cs  ipsa  indole  nostrae  aequationis,  litterae  x  et  y  inter  se  permutari 

1)  litierae  a  et  b  . 

2)  liUcrae  A  ct  C  et 

3)  litterac  D  el  E 

inter  se  permuteotur,  baec  considcratio  nobis  adhuc  aliam  solutionem  suppeditabit,  scilicet 

<HflE-CD)  ,    .    ,    %H  (     ,  BE-CD\ 

x=~a  W^Tc'    y=+b+T{a  +  -B^)' 

Sicque  ex  eadem  solutione  duae  novae  sociae  obtinentur. 

19.  Haec  mctbodus  postcrior  aequationem  nostram  resolvendi  eo  magis  est  notatu  digna,  quod 
cx  doctrina  irrationalium  est  petita,  cujus  alioquin  nullus  videtur  esse  usus  in  analjsi  Diophantca. 
Eximium  autem  hujus  doctrinae  usum  jam  pridcm  in  algebra  mea  ruthenice  et  germanicc  edita 
fusius  ostendi.  Ccterum  ad  casus  particulares  nostrae  aequationis  propositae  hic  desccndere  non 
opus  videtur,  quum  hujusmodi  casus  jam  passim,  satis  superque  sint  pertractati. 
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XL. 

De  crlterlls  aequationis  fxx  +  gyy  =  hzz,  utruiu  ea  resolutlonem  ad- 
mittat,  nec  ne? 

; 

(Op.  anal.  I.  211  E*hib.  1772  Dcr.  7.) 

$  1.  Notum  est  hajnsmodi  aequationem,  pro  varia  relatione,  quae  inter  numeros  fgeth 
intercedit,  modo  csse  possibilem  modo  impossibilem ,  siquidem  pro  x,  y  et  i  numeros  rationales 
accipi  oportet,  atque  adeo  integros,  quia  fracti  facillime  ad  intcgros  revocarcotur.  Ita  notum  est 
hanc  aequationem:  xx  -\-  yy  =  2zz  esse  possibilem;  hanc  vero:  xx-\-yy=Zzz  impossibiiem. 
Quando  autem  litterae  fgelh  majores  tcnent  valores,  judicium,  utrum  aequatio  sit  possibilis  nec 
ne,  difficulter  instituitur;  in  maiimis  vero  numcris  vix  suscipiendum  videtur.  Hic  igitur  constitui 
in  certa  critcria  inquirere,  ex  quibus  judicare  liceat,  utrum  haec  aequatio  sit  possibilis,  nec  ne,  quan- 
tumvis  magni  fuerint  numeri  f,  g  et  h. 

"§  2.    Ante  omnia  autem  scquentia  notasse  juvabit: 

I.  Numeros  f,  g  et  h  non  solum  intcgros  assumo.  sed  etiam  non-quadratos,  neque  ctiam  per 
quadratum  divisibilcs ;  si  enim  numerus  f  habcret  factorem  quadratum,  is  in  quadrato  xx  iovolvi 
possct,  quod  etiam  de  reliquis  tencndum. 

II.  Praeterea  hos  numeros  acque  negativos  ac  positivos  assumcre  licet;  et  quia  aequatio  ila 
semper  disponi  potest,  ut  mcmbra  fxx  cl  hzz  oblineant  valorcs  positivos,  solum  membrum  gyy 
relinquitur,  quod  vel  positivum  vel  negalivum  esse  poterit. 

III.  Numeros  f  et  g  tamquam  primos  intcr  sc  spcctamus:  si  cnim  haberent  communem  divi- 
sorcm  d,  vel  numcrus  h  cundem  habere  deberet,  quo  casu  ille  per  divisiouem  tollcretur;  vel  quan- 
titas  z  per  d  esset  divisibilis.  Unde  si  loco  z  scribamus  dv,  nostra  aequatio  ad  hanc  formam 
reduceretur:  fxx  4-  gyy  =  dhvv ,  ita  ut  nunc  f  et  g  futuri  sint  primi  inter  se. 

IV.  Denique  notandi  sunt  casus  maxime  obvii,  quibus  aequatio  nostra  fit  possibilis.  Primo 
scilicet  hoc  evenit,  si  fuerit  vel  h  =  f,  vcl  h  =  g:  illo  enim  casu  foret  y  =  0  et  z  =  x,  hoc  vero 
«  =  0  et  z  =  y.  Tum  vero  etiam  casus  satis  obvius  erit,  si  fucrit  h  =  f+g,  quia  ci  satisfieret, 
sumendo  z  —  x  =  y.  Minus  obvii  autem  crunt  casus,  quibus  h  =  faa-^-gbb;  foret  enim  tum 
x  =  a,  y  =  b  ct  i—l. 

§  3.  Primum  autcm  invcstigabo,  datis  numeris  f  et  g,  cujusmodi  numeri  pro  h  locum  habere 
queant,  ut  aequatio  fiat  possibilis.  Quare  cum  bic  6  ut  numerum  incognitum  spectemus,  aequa- 
tionem  nostram  hac  forma  rcfcramus:  fxx -\- gyy  =  hzz ,  ut  jam  idoneos  valores  pro  littera  t 
invcstigari  oporteat,  quibus  aequatio  fiat  possibilis,  et  quidem  omnes  qui  hoc  praestent;  qucm  in 
finem  sequentia  theoremata  adjungo. 
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$  k.  Theorema  l.  Si  casu  s  =  h  possibilis  fuerit  aequatio  fex  +  gyy  =  hzz, 
ita  ut  litterae  x,  y,  z  jam  aint  cognitae,  si  vero  insuper  habeatur  baec  aequatio: 

PP  +  fyq<l  =  krf', 
tum  oostra  aequatio  quoque  erit  possibilis  casu  s  =  hfc 

Demonvtratlo.   Multiplicentur  enim  bae  duae  aequationes  in  se,  et  prodibit  haec  nova  aequatio 

hkrrzz  =  (frc  +  gyy)  (pp  +  fm)  =f(P*±        +  <7  (PT  + 
Quare  si  statuamus 

rs  =  Z,   p«±sror=X  et  pr^:/?a:=K, 
nascitur  baec  acquatio  propositac  omnino  similis: 

fX^+gY^hkZ*. 

%  5.  CoroU.  1.  Quodsi  ergo  litterae  p  et  q  ita  assumer»  liceat,  ut  fc  obtineat  factorem  h, 
scilicet  *  =  M,  tum  ob  s=hld  novus  valor  idoneus  erit  s=l,  quoniam  quadratum  hh  omittere  licet. 

$  6.  CorolL  %,  Quemadmodum  igitur  ex  illo  valore  idonco  s  =  h  erutus  est  alius  s  =  hk, 
sive  s  =  l,  ita  cx  hoc  simili  modo  alius  novus  valor,  puta  s=m,  hincquc  drnuo  novus  s  =  n  erui 
poterit;  atque  hanc  dcterminationem  in  infuiitum  continuare  Iicebit.  Ita  ei  casu  quocunque  cogoito 
innumcrabiles  alii  derivari  poterunt. 

§  7.  Coroll*  S.  Si  eveniat  ut  numeri  h  et  k  communem  habeant  divisorem  d,  tum  novus 
valor  fk  factorem  habebit  dd,  qui  ergo  expungi  poterit.  Hoc  modo  continuo  ad  minores  numerot 
idoneos  pro  s  pervenire  licebit,  donec  tandem  ad  casum  obvium  perducamur. 

§  8.  Coroll*  4.  Hinc  si  adhuc  fuerimus  incerti,  utrum  h  sit  valor  idoncus  ipsius  s,  boc 
autem  modo  procedendo  perveniamus  tandem  ad  casum  obvium,  tuto  concludere  poterimus,  etiam 
casum  h  =  k  esse  possibilem.  Sin  autem  hoc  nullo  modo  succedat,  vel  tandem  in  minoribus 
numeris  ad  ejusmodi  casum  perveniatur,  cujus  impossibilitas  patescat,  etiam  valor  ipse  h  =  k  pro 
impossibili  crit  habendus. 

§  9.  Tbeorema  *.  Si  pro  nostra  aequatione  tres  innotescant  casus  possibiles 
s  =  h,  s  =  h'  et  s  =  h"f  tum  etiam  valor  idoneus  erit  s  =  h.h'.h". 

Demonstratio.  Quum  igitur  habeantur  tres  hujusmodi  aequationes,  quae  sint: 

I.  faa  +gbb  =h.cc, 

II.  fAA  4-  gBB  =  h'.  CC, 

III.  fau   +gM  =  h".yy, 
ducatur  prima  in  secundam,  et  productum  erit 

hh' .  ccCC=  (faa  +  gbb)  (fAA  +  gBB)  =  (faA  ±  gbB)*+  fg  (aB  +  bA)\ 


cC  =  r  et   faA±gbB  =  p  et  aB  +  bA=q, 

ut  hoc  productum  fiat 

PP  +  fgqq  =  hh'rr, 
ia  terllam  aequationem  dabit  tale  productum: 
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h  h>h"rryr  =  (faa  4-***)  (pp  +  ftff)  =  Al«  ±  5^0*  +  9  («V*  +  /V»)1, 

,  =  h  h'h"  erit  possibilis. 

§  10.  CorolL  1.  Ex  cognitis  ergo  tribus  valoribus  idoneis  h,  h',  h",  quartus  facile  inve- 
nitur.  Ac  si  fortc  illi  terni  babeant  divisores  communes,  hoc  modo  ad  novos  valores  continuo 
minores  pcrtingere  licebit. 

§  tt.  Coroll.  3.  Si  ergo  hunc  novum  valorem  indicemus  littcra  h'",  tum  etiam  valores 
idonei  erunt  s  =  hh'h"',  s=hh"h"',  s  =  h'h"h"';  ex  quibus  porro  simili  modo  plures  aKi 
deduci  possunt. 

§  12    Coroll.  3.   Quando  autem  hi  novi  valores  per  quadrata,  uti  praeceplmus.  deprimuotur, 
conUnuo  iidem  casus  cogiiiti  recurrent.    Quum  enim  sit  h"'=  hh'h",  forma  hh'h"'  reducitur  ad 
h",  haec  vcro:  /</•/<"  ad  h',  et  h'h"h"'  ad  h,   ita  ut  revera  unus  tantum  casus  novus  hoc  • 
modo  reperiatur. 

%  13.    Theoreina  3.    Si  aequalioni   nostrae   fxx  +  gyy  =  szz  satisfacial  casus 
s  —  h ,  tum  quoque  omoes  isti  valorcs  satisfacient: 

s=Hfy-hh,   s  =  Sfg+h,    s=\2fg-\-h,    s=  Wfg  +  h,  etc. 
quiu  etiam,  si  h  fuerit  numerus  satis  magnus,  isti: 

s  =  h-kfg,    s  =  h-Sfg,    s  =  h-\2fg, 
et  in  gcncre  s  =  h  ±  knfg,  dummodo  hi  numeri  fucrint  primi. 

Ilujus  eleganlissimi  theorematis  demonstratio  adbuc  desideratur ,  postquam  a  pluribus  jam 
tiudum  frustra  est  investigata ;  cujus  rei  difGcultas  manifesto  in  boc  est  sita,  quod  omnes  hi 
numeri  tum  demum  quaesito  satisfaciant,  quando  sunl  numeri  primi.  Quando  enim  sunt  compositi, 
evenire  potest,  ut  non  snlisfaciant,  etiamsi  uon  semper  a  scopo  abcrrcnt  Quum  autcm  hic  tantum 
valeant  numeri  primi,  probe  notaudum  est,  numeros  negntivos,  qui  cx  formula  s  =  h  —  kfg  resul- 
tare  possunt,  non  pro  primis  csse  habendos.  Quocirca  plurimum  is  praestitisse  erit  censendus,  cui 
successerit    dcmnnstrationem  hujus  theorematis  invenire. 

§  U.  Coroll.  I.  Quum  hoc  modo  sattcra  ascendendo  in  intinitum  progredi  liceat,  etiam 
multitudo  valorum  idoneorum  pro  5  eo  usquc  augeri  polerit,  quousque  tabula  numerorum  primorum 
fuerit  constructa. 

§  15.  Coroll.  %.  lta  quum  hacc  aequnlio  :  xx  4-  yy  =  zz  sit  possibilis,  ubi  est  /=  I , 
g=  \  el  s  =  h  =  \,  haec  forma:  kn  4-1,  i|uatenus  scilicet  pracbel  numeros  primos,  etiam  totidem 
valores  idoncos  pro  s  suppeditabit,  |qui  numeri  sunt 

1,  5,  13,  17,  29,  37,  k\,  53,  61,  73,  89,  97,  etc. 

Hos  autcm  numeros  omnes  ipsos  aequari  summae  duorum  quadratorum ,  jam  dudum  rigorosissime  a 
ine  est  demonstraUim,  unde  eo  minus  de  demonstratione  reliquorum  casuum  desperare  fas  est,  Uis 
igitur  omnibus  casibus  licebit  sumere  z  =  1.  lnterim  tamen  hinc  etiam  numeros  compositos  pro  s 
invenirc  licet,  dum  per  thcorema  primum  producta  ex  binis  vcl  pluribus  horum  ipsomm  numerorum 
etiam  pro  s  valebunt,  quoniam  biuae  illae  formulae  fxx  +  gyy  et  pp  -j-  fgqq  hoc  casu  congruunt. 
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%  16.    Coroll.  S.  Quia  aequatiooi  2<r*  -f-  3jr  =  «*  «tisGeri  potest  c*sm  =  341,  alios 
dabit  formula  3U  ±  2*»,   quoties  scilicct  prodierint  numeri  primi.  Hinc 


3M,  317,  293,  269,  197,  173,  1*9,101,  53,  29,  5. 
Ili  autcm  omnes  numeri  ipsi  jam  in  forma  2xjt  -\-  Zyy  continentur,  ita  ut  possit  esse  z  =  I. 

§  17.  Scholion.  Hoc  theoremate,  quasi  demonstratum  essct,  pracinisso,  pro  quovis  casn 
uumerorum  f  et  g  ouines  plane  valores  idonei  litlerae  5  facile  inveniri  polerunt.  Ad  hoc  autem 
ostendcndum,  duos  casus  separatim  trartari  oportct:  priorcm,  quo  f=i,  atquc  idcirco  primi  ter- 
mini  primi  thcorematis  inter  se  conveniunt,  alterum  veroj,  quo  f  non  est  unitas.  Unde  primo 
aequationem  xx  -+  gyy  =  szz  evolvcmus. 

§  18.  Problema  1.  Proposita  aequatione  xx  +  gyy  =  szz,  invenire  omnes  valo- 
res  idoneos  pro  s,  quibus  liaec  aequatio  cvadit  possibilis. 

Solntlo.  Hic  statim  evidens  est  valorem  idoncum  fore  s  =  g;  tum  enim  fit  ac  =  0  et  y=z. 
Ktsi  enim  kg,  9g,  16o,  etc.  aeque  satisfaciant,  tamcn  omnes  per  quadratum  dcprcssi  rcdeunt 
ad  g.  Verum  sumto  y  =  0,  omnes.  numeri  quadrati  pro  *  prodeunt,  quos  igitur  omncs  ad  unitatem 
reduccrc  licerct.  Scd  quia  praeter  hos  ipsos  numeros  etiam  iidem,  numeris  kng  sive  aucli;  sive 
minuti  satisfaciunt,  quatenus  scilicet  prodeunt  numeri  primi,  haec  quadrata  hic  negligerc  non  Ucet. 
lis  autcin  lautum  quadratis  indigemus,  quae  ad  numerum  kg  fuerint  primi,  quia  aliter  nulli 
primi  inde  emcrgercnt;  quamobrem  statim  omnia  quadrata  paria  hinc  cxcluduntur,  ct  iis 
imparibus  locus  conceditur,  quorum  radices  ad  numerum  g  fuerint  primi.  Scmpcr  ergo  hic  occurrit 
unitas,  tum  vero  etiam  9,  nisi  g  sit  per  3  divisibilis,  porro  etiam  25,  nisi  g  divisorem  habeat 
5,  etc.  Quando  aotem  haec  quadrata  eicedunt  numerum  kg,  eorum  loco  scribantur  residua  ci 
divisionc  per  kg  remanentia.    Ponamns  ergo  hinc  prodire  formulas: 

kng+i,  \ng  +  a,  kng^b,  \ng  +  c,  kng-\-d.  ctc, 
ubi  scilicet  a,  b,  c,  d.  sunt  ea  residua,  quae  ex  quadratis  per  kg  divisis  rcsultant.  Verum  praelcr 
hos  casus,  alius  est  obvius  s  =  I  -j-  g,  siquidcm  g  fucrit  numcrus  par;  sin  autcm  fuerit  impar, 
sumatur  s  =  \  -\- g,  ut  scilicct  habcatur  numerus  ad  kg  primus.  Tum  vcro  quia  per  thcorema 
primum  producta  c\  binis  numcris  satisfacicntibus  ctiam  satisfaciunt ,  habebimus  insuper  istas  for- 
mulas.  loco  I  ^g,  vcl  V  4-  g  scribendo  h: 

s  =  \ng-\-h,    kng-\-aht    kng-\-bh,    kng-\-ch,    \ng  -!•  dh,  etc., 
quos  omnes  valores  conjunctim  ita  ob  oculos  constituamus: 

1  .  a,    b,    c,  d, 


i  1  .  a,    6,    c,    d,   ctc.  \ 
^  ~^\h,  ah,  bh  ,  ch,  dh,  ctc.  | 


Quae  omncs  formidac  eatenus  valcut,  quatenus  muneros  primos  producunt,  hocque  modo  omncs 
planc  numeri  primi  idonei  reperientur;  compositi  autem  nulla  planc  laborant  difficultate,  quum  nas- 
cantur  ex  duobus  pluribusve  numeris  primis  idoneis.    Quin  etiam  ipsum  numerum  g,  ejusquc  pro 
ducta  per  ouroi-ros  jam  inventos, 
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§  19.  Coroll.  i.  Quia  vcritas  hujus  solutionis  nondum  plane  est  evicU,  casus  aliquos  obvios 
consideremus,  quos  semper  in  aliqua  superiorum  formularum  contineri  deprehendemus.  lta  casus 
t  =  1  -f-  kg  continetur  in  formula  kng  -f  I,  et  *  =  1  +  9y  continetur  in  formula  Wng  +  h,  si 
fuerit  h  =  1  g;  at  si  h  =  k  -f-  9,  ">  continebitur  s  =  k  -\-9g.  Similique  modo  res  se  habet 
in  formulis  1  -I-  ibg,  I  -f  25o,  1  +  36«;,  etc,  vel  fc-j-o,  *  +  9o,  k-\-25g,  ctc.,  ubi  eos  casus, 
qui  numeros  primos  producere  nequeunt,  cxcludimus. 

§  20.  CoroIL  9.  Haec  solutio  aeque  locum  babet,  sive  g  sit  numerus  positivus,  site  nega- 
tivus.  At  quia  hoc  postcriori  casu,  in  formulis  invcntis  littera  h  obtinet  valorem  ncgativum,  loco 
terminorum  h,  ah,  Ih,  ch,  etc.,  eorum  complemcQta  ad  numerum  kg  scribantur. 

$  21.  Coroll.  S.  Casu  quo  g  cst  numerus  ncgativus,  si  jam  fuerint  invcntae  formulae 
superiores,  quae  valent  pro  formula  xx  —  gyy,  si  ibi  signa  mutentur,  sive  Ioco  oumerorum  1,  a, 
6,  c,  d,  etc.  scribaotur  eorum  complemenU  ad  kg,  tum  illae  inscrvient  huic  aequationi: 

gyy  —  .r.c  =  szz. 

§  22.  tlchollon.  Ilaec  autem  utaxime  illuslrabuntur  et  facilius  in  usum  vocari  poterunt,  si 
plura  exempla  adjungamus,  quibus  etiam  natura  numerorum  aliaeque  abstrusae  proprieUUs  clarius 
perspicientur. 

§  23.  Exompl.  1.  Sit  g  =  1  et  aequatio  proposiU  xx+yy  =  szz,  atque  hic  pro  valorihus 
ipsius  s  unica  habetur  formula  Vn  -j-  1.  Casus  autcm  i-\-g  =  2,  quia  ad  kg  non  est  primus, 
generali  formulae  innecti  nequit;  inlcrim  Umen  seorsim  praebet  oumerum  idoneum  =2.  Pro  numeris 
igitur  primis  satisfacientibus  praeter  2  habemus  superiorem  seriem: 

1,  5,  13,  17,  29,  37,  ki ,  etc. 
et  producU  ex  quocunquc  horum  praebebunt  omnes  numeros  compositos  satisfacieotes.  At  pro  casu 
g  =  — 1,  seu  aequalione  xx — yy  =  szz,  praeter  formam  Vn-j-1,  ei  quadratis  orUm,  formula 
k-\-g  =  "i  dabit  insupcr  banc:  kn  -j-  3.  Sicquc  omoes  numeri  primi  in  alUrutra  harum  duarum 
formularum:  kn4-  i  et  Vn-j-  3  erunt  conUnti,  idcoquc  omncs  plane  numeri  primi  hoc  casu  sunt 
idonei,  quippe  quos  omnes  in  diflerentiam  duorum  quadratorum  resolvere  licet.  Ilinc  quidem  2 
excluditur,  quoniam  duTcrentia  duorum  quadratorum  esse  ncquit,  atUmcn  valorem  pro  s  dari  potest, 
siquidem  pro  z  sumatur  numcrus  par.    Nam  2.4  uliuue  est  9  —  1. 

%  2k.  Kxempl.  3.  Sit  nunc  g  =  2  ct  proposila  hacc  forma:  xx  \  2yy  =  szz,  ubi  quum 
sit  kg  =  8,  quadraU  imparia  1,  9,  25,  etc.  omnia  reducunlur  ad  eandem  formam  8n  4  1;  at  casus 
1  -+g  =  h  =  3  insupcr  dat  hanc  formam:  8n  f  3,  sicuue  omnes  numeri  primi  hac  specie  refe- 
rcntur.  8/t  ±  (1,  3),  quibus  acccdit  insuper  s  =  g  =  2,  sicque  omnes  hi  numeri  primi  sunt 

1,  3,  II,  17,  19,  ki,  »3,  59,  G7,  73,  83,  89,  97,  etc. 
At  si  sit  g  =  —  2,  pro  formula  xx  —  2yy  =  szz  reperitur  s  =  8n  -\-  (i ,  7),  quibus  annumerari 
dcbet  — 2,  atque  hinc  vicissim  pro  aequatiooe  2yy  —  xx  =  szz,  erit  j=8n-j-(7,  I).  lidem 
ergo  numeri  pro  his  duobus  posUrioribus  casibus  valent. 

%  25.    ExempL  S.  Pro  formula  xx  +  3yy  =  szz  secundum  praecepU  daU  prodit 

*=i2n-j-(l,  7), 

et  insupcr  numerus  soliurius  3.   Pro  formula  autem  xx  —  3yy  —  tzz  reperitur  *  =  I2»H-(I). 


Digitized  by  Google 


Problema  Dinphanleum. 


561 


§26.  Exempl.  4.  Pro  formula  xx-\-  5yy  =  szz  reperitnr  *  =  20n  -f  (I,  9),  cum  nu- 
5;  at  pro  formula  xx  —  5yy  =  szz  rnperitur  *  =  20n-f  (1,  9),  cum  numero  —5. 


§  27.  Exempl.  5.  Pro  formula  xx  -f  6 yy  =  szz  reperitur  $  =  2ln  -\-  7),  una  cum 
Dumero  6;  pro  formula  autem  xx — 6)y  =  szz  colligitur  s  =  2%n  -f  (*»  19),  una  cum  numcro  — 6, 
ubi  numeri  ±  6  tamqunm  primi  sunt  spcctandi,  eliamsi  in  se  sint  compositi. 

§  28.  Hcholion.  Plura  hujusmodi  exetnpla  non  evolvimus,  quum  caiculus  satia  sit  perspi- 
cuus,  sed  potius  tabulam  scquentem  adjungimus,  in  qua  pro  quavis  formula  xx  -+-  gyy  =  tzz,  pritno 
formam  numerorum  primorum  pro  s  exhibebimus,  deinde  vero  ipsos  numeros  primos  usque  ad  centum; 
quibus  coguitis  omnia  producta,  tam  ex  binis  quam  pluribus  numeris  primis,  pro  valore  litterae  t 


xx  -f  yy  =  szz 
numeri  primi 

xx  —  yy  =  szz 
numeri  primi 

xx  +2yy  =  szz 


xx  —  2  yy  =  szz 
numeri  primi 

xx  -\-  2yy  =  szz 
numeri  primi 
xx  —  irr  —  szz 


xx  -f  5yy  =  szz 
xx  —  5jr  =  szz 


xx  -\-  Gyy  —  szz 
numeri  primi 

xx  —  6  yy  =  szz 
numcri  primi 

xx  4  lyy  =  szz 
numeri  primi 

xx  —  lyy  =  szz 
numeri  primi 

L.IlUrl  Opm. 


•  —  i  n  -\-  I  cum  2 

1,    2,    5,  13,  17,  29,  37,  M,  etc. 

■  =  kn  f  (1,3) 

I,    2,    3,    5,    7,  II,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  etc. 

:  =  8n-f  (1,3)  cum  2 

2;    I,    3,  11,  17,  19,  M,  W,  59,  67,  73,  83,  89,  97 

■  =  8n-f  (1,7)  cum  —2 

-2;    1,    7,  17,  23,  31,  *i,  W,  71,  73,  79,  89,  97 

i=l2n-f  (1,7)  cum  3 

3;    1,    7,  13,  19,  31,  37,  M,  61,  67,  73,  79,  97 
i =  I2n  -f  I  cum  solitario  —  5 
-5;    I,  13,  37,  61,  73,  97 


5  =  20/1  4- (1,9  cum  numcro  5 

5;    1,  29,  M,  61,  89 
,  =  20  -f  (1,  9,  II,  19)  cum  numero  —5 

—  3;    1,  11,  19,  29,  31,  M,  59,  61,  71,  79,  89 

j  =  2Vn-f-  (1,7)  cunt  numero  6 

6;    I,    7,  31,  73,  79,  97 
s  =  2\n-\-{i,  IS>)  cum  —6 

—  6;    I,  19,  \3,  67,  73,  97 

«  =  28n-|-(l,  11,  23,  9,  25,  15)  cum  numcro  7 

7;    1,  11,  23,  29,  37,  43,  53,  67,  71,  79 
«  =  28n-f  (1,  9,  25)  cum  —7 

—  7;    1,  29,  37,  43,  83 
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xx  tOj-r  =  szz 
XX—  i0yy  =  szz 


xx  -J-  1 1  yy 1=1  szz 
numeri  primi 
*x  —  i\yy  =  stz 
jirimi 


,  =  W)n-+  (1,  9,  11,  19)  cuin  10 

10;    1,  11,  19,  ki,  59,  89 
5=*0n-f-(l,  9,  31,  39)  cum  —10 

-  10;    1,  31,  U,  71,  79,  89 

s  =  Hn  -f  (I,  9,  25,  5,  37,  15,  3,  23,  31,  27)  cum  11 
+  11;    1,    3,    5,  23,  31,  37,  W,  53,  59,  67,  71,  89,  97 
*  =  Hn-H«,  9,  25,  5,  37)  cum  —11 

-  II;    i,    5,  37,  53,  89,  97. 


§  29.  ProMemn  3.  Proposita  aequatione  fxx  -f  gyy  =  $zz,  invenirc  omnes  nu- 
meros  primos,  qui  pro  s  valores  idoneos  praebent,  quibus  haec  acquatio  evadit 
possibilis. 

Solutio*  Sit  h  valor  quicunquc  idoneus  pro  s,  et  pcr  Iheorema  nondum  demonslratum  patet, 
omnes  numeros  primos  in  hac  fonnula  contcntos:  knfg-\-h,  pariter  pro  *  valere;  ex  quo  manife- 
stum  est,  istum  valorem  h  ad  kfg  primum  esse  deberc.  Talis  autcm  valor  facile  invenitur.  Si 
enim  ambo  numeri  f  ct  g  fucrint  imparcs,  capi  potcrit  h  =  \f  A-g,  sive  h  =  f  -\-\g\  sin  autem 
numerorum  f  ct  g  alter  fucrit  par,  altcr  impar,  valor  idoneus  habetur  h  =  f^g.  Quo  autem  alii 
insuper  numeri  primi,  atquc  adeo  omnes,  pro  s  obtineantur,  consideretur  formula  pp  4-  fgqq  =  krr, 
atque  in  problemate  praecedcnte  jam  assignavimus  omnes  primos  pro  k  valcntes,  qui  sint 

^nfg  ■+-  (1,  a,  b.  c,  d.  etc); 
nunc  hae  duae  aequationcs  ducantur  in  se,  et  jam  ostendimus  prodire  hujusmodi  formam:  Iikrrzz, 
sive  hkP^fX^  +  gY*,  quocircn  productum  hk  etiam  dabit  valorom  idoneum  pro  *:  unde  perspi- 
cuum  est,  omnes  numeros  primos  pro  s  idoneos  contincri  debcre  in  hac  forina  generali: 

s  =  \nfk  +-  (A,  ah,  bh,  rh,  dh,  ctc). 

Cognitis  autem  numcris  primis  pro  *  valentibus,  qui  nostrae  acquationi  fxx  +  gyy  —  szz  salisfactunt, 
si  insuper  cmncs  numcri  primi  pro  k  adliibcndi  innotescant,  qui  siat  ./,  It,  C,  D,  ctc,  tum  pro- 
ducta  priorum  pro  s  iiivuntorum  in  singulos,  vcl  binos,  vel  tcroos  ctc.  horum  posteriorum  pracbe- 
bunt  etiam  valores  idoncos  pro  s,  hocque  adco  roodo  facile  crit  infinitos  valores  litterae  x  exhibere. 

§  30.  CorolL  I.  Si  eveniat  ut  primus  valor  pro  h  invcntus  sit  quadratus,  tum,  quia  is 
jam  in  ordine  numcrorum  1,  a,  b,  c,  d,  etc  continetur,  iidcm  valores  pro  s  locum  habebunt,  qui 
pro  k  sunt  assignati. 

§  31.  Coroll.  3.  Sin  autcm  numcrus  h  in  ordinc  i ,  a,  b,  c,  d  non  contincalur,  tum  nullo 
modo  ficri  poterit.  ut  valores  pro  s  ct  k  inter  sc  ronveuiant,  scd  omnes  a  se  inviccm  discrepabunt. 

§  32.  ExempL  I.  Proposita  sit  aequatio  l2xx  -+-  iyy  =  szz,  ubi  f=  2  et  g=3,  primus 
autem  valor  h  =  5.  Tum  ergo  consiaVreUir  aequatio  pp  +•  6qq  —  krr,  et  vidimus  valorcs  primos 
pro  k  contineri  in  hac  formula:  2Vn-j-(l,7).  Ilis  igitur  numeris  1,  7  in  A  =  5  ductis,  omnes 
pro  s  in  hac  formula  contiuentur:  2Vn  +  (5, 11),  qui  sunt:  5,  II,  29,  53,  59,  83,  etc. 
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Pro  aequatione  2xx  —  Zyy  =  siz,  ubi  f=.2  et  £  =  —  3,  valor  cognitus  habetur  h  =  —  i, 
aWe  n  =  23;  at  aequatiooi  pp  —  Gyi  =  krr,  pro  *  ioventa  est  fonnula  2*n  +  («,  19),  unde  omnes 
numeri  primi  pro  $  fiuot:  2\n  j-  (5,  23),  quae  foranla  praebet  hos  numeros  primos: 

5  ,  23  ,  29,  W,  53,  71,  etc. 

Verum  pro  hac  aequatione  3asr  —  2rr  —  szz,  ubi  /  =  3  et  g  =  —  2,  valor  fit  =  1 ;  et 
quia  fonnula  pp  —  Hqq  =  krr  eadem  est  quae  ante,  iidem  etiam  numeri  primi  pro  *  in  fonnula 
2fcn  +  {l,  19)  continentur,  hincque  ipsi  numeri  primi:  2hn  +  (5,  23),  qui  igitur  ficnt: 

5,  23,  29,  *7,  53,  71,  etc. 
§  33.    Exempl.  3.   Proposita  aequatione  2xx  -f-  5yy  =  szz,  ubi  f  =  2  et  g  =  5,  primus 
valor  h  fit  =7,  et  quia  aequationi  pp     IO07  =  krr  convenit  fonnula 

*0«  +  (l,  9,  11,  19), 
pro  valoribus  primis  ipsius  s  habebimus 

,=  *0n  +  (7,  23,  37,  13), 

ergo  ipsi  numeri  primi  erunt 

7,  13,  23,  37,  V7,  53,  etc. 

At  proposita  acquatiooe  2xx — 5yy  =  szz,  fit  statim  h  =  —  3;  et  quia  pro  aequatione 
pp  —  iOqq  =  krr  invcnimus  formulam  M)n-f-(t,  9,  31,  39),  numeri  primi  quaesiti  continebuntur 
in  hac  formula: 

»0n  f  (37,  13,  27,  3); 

ergo  ipsi  numeri  primi  erunt: 

3,  13,  37,  W,  53,  67,  83,  etc. 
Denique  pro  formula  5xx  —  2yy  =  szz,  ob  n  =  3,  ex  iisdem  numeris  k  numeri  quaesiti  pro 
*  sunt: 

W«  +  (37,  »3,  27,  3). 

§  3%.  Schollon  1.  Quae  hactenus  jam  tradita  hisque  exemplis  illustrata  sunt,  omnes  nu- 
meros  primos  pro  s  satisfacientes  suppeditant,  qui  in  se  invicem  multiplicati ,  uti  praecepimus,  dant  ' 
numeros  compositos  acqoe  satisfacientcs.  INeque  vero  hinc  sempcr  omnes  plane  numeri  compositi 
pro  s  idonei  oblinentur;  scd  dantur  casus,  quibus  praelerea  alii  numeri  primi  in  valores  cotnpositos 
ipsius  s  ingrediuntur.  Causa  hujus  rci  in  co  consistit,  quod  1n  invcstigatione  supcriori  numeros 
pares  statim  exclusimus,  qui  tamen,  cum  aliis  numeris"  primis  juncti,  quaesito  aatislacere  possunt. 
Ad  hos  ergo  eruendos  ponamus  slatim  s  =  2h,  ut  sit 

Quod  si  jam  hncc  formula  pracbeat  numerum  imparem,  sive  productum  ex  impari  in  qua- 

dratum  par,  cx  co  statim  infinitos  alios  valores  pro  h  elicere  licet.  Sit  enim  «  ejusmodi  numerus 
impar,  et  quum  pro  forma  xx-i-  fgyy  =szz  omnes  valorcs  primi  ipsius  s  in  hac  forma  contineantur: 
\fg  +  (i,  a,  b,  c,  d,  elc),  omnes  uumeri  primi  idonci  pro  nostra  littera  h  in  hnc  forma  con- 
tinebuntur: 

*1y  +  {«,  ««,       «,  «<*,  etc.), 

* 
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qui  si  fuerint  diversi  ab  iis,  quos  ante  sumus  asseculi,  etiam  infiniti  alii  habebuatur  aumeri  primi, 
qui  io  compositionem  numeri  *  ingredi  possuot.  Singuli  enim  isti  numeri',  quos  litteris  A,  B,  C,  D 
designemus,  per  2  multiplicati,  idoneos  pracbent  valores  pro  *,  qui  ergo  erunt:  2«,  26,  2c,  2d,  etc. 
Et  quia  producta  ex  binis  eorum  etiam  salisfaciunt,  hinc  nascentur  numeri  impnres, 

ab,  ac,  ad,  bc,  bd,  rrf,  etc. 

Ita  in  excmplo  xx  —  3yy  =  szz,  formula  rr~-3  -  statiin  dat  —1.  Quum  crgo  pro  hnc  casu 
inventa  sit  formula  *  =  12«4  I,  pro  valoribus  ipsius  h  habebimus  funnulam  I2n  —  I,  sive 
12n -f-  il,  quae  praebet  hos  numeros  primos:  II,  23,  %7,  59,  71,  83,  qui  duplicati  orones  etiam 
satisfaciunt,  atque  ctiam  producta  ex  eorum  binis,  tum  vero  etiam  producta  ex  his  in  singulos  eorum, 
quos  antc  jam  assignavimus;  horque  pacto  multitudo  valorum  compositorum  vehemeuter  augctur.  Hoc 
praecipuc  iis  casibus  usu  venit,  ubi  formulac  supra  inventae  ex  paucioribus  membris  coostabant.  Pro 
formula  aulem  xx  7 yy  =  szz,  cjus  dimidium  ^-+7rr  praebet  V,  sive  1=u,  qui  valor  quum 
jam  in  formula  supra  data  contineatur,  hinc  novi  valores  non  oriuntur.  At  vero  formula  - 
praebet  a  =  —  3,  ideoque  valores  pro  h  erunt  28 n  --V-  ,25,  I,  9),  qui  numeri  jam  antea  occur- 
runt.  Hoc  ergo  probe  obscrvare  oportct  eum,  qui  etinm  omnes  numeros  compositos  pro  s  satisfa- 
cientes  investigare  voluerit,  unde  huic  negotio  immnrari  superfluum  foret. 

§  35.  HchoUon  3.  Quantumvis  autem  haec  egregia  videantur,  utiquc  hic  erit  dolendum, 
quod  noudum  Qrmis  demonstrationibus  sunt  munita,  cujus  rei  ratio  potissimum  in  eo  sita  videtur, 
quod  formulae  pro  *  inventae  eatcnus  tantum  valcnt,  quatcnus  numcros  primos  suppedilant.  Quam- 
quam  autem  omnes  labores  a  me  suscepti  spem  mcam  fcfellerunt,  tamcn  spero,  conatus  meos  iis, 
qui  bujusmodi  speculationibus  delectantur,  non  fore  ingratos,  praccipue  quia  jam  memoratam  illam 
difiicultatcm  circa  numeros  primos  de  mrdio  sustuli,  ita  ut  nunc  siue  dubio  aditus  ad  ista  numc- 
rorum  mysteria  non  mediocriter  facilior  reddi  videalur. 

%  36.  Propo*ltlo  I.  Si  fuerit  frx  4- gyy  —  sz,s,  etistente  s  numero  primo,  tum 
si  omnia  quadrata  per  hunc  numerum  s  dividantur  et  residua  ex  singulis  euata  no- 
tentur,  inter  ca  semper  occurret  — fg,  sivc  sublata  negatione,  s  —  fg. 

Demoustratio.  Sint  residua  illa  ex  divisione  per  s  orta,  I,  a,  b,  c,  d,  etc,  ac  praebeat 
quadratum  rx  residuum  a ,  quadratum  vero  yy  rcsiduum  6 ,  atque  cvidens  est  numerum  fa  -\~  gb 
per  *  fore  divisibilcm.  Sit  ergo  fa  -f  gb  •=  Xs ,  eritque  gb  =  te —  fa,  ideoque  bgg=).gs —  fga. 
Quum  jam  omne  rcsiduum,  in  quadratum  ductum,  iterum  inter  residua  occurrat,  siquidem  infra 
s  deprimatur,  prodcat  inde  residuum  c,  itn  ut  sit  c  =  Xgs  —  fga,  et  multiplo  ipsius  s  sublato 
c  =  —  fga,  sive  c  =  s—fga,  et  quia  hoc  aeque  valct  de  omoibus  residuis,  loco  a  sumentes  uni- 
tatem  habebimus:  c  =  ~fg,  sive  c  =  s  —  fg. 

%  37.  CoroU.  I.  Si  ergo  satisfaciat  valor  s  =  h,  quia  formula  \nfg-\-h,  si  fuerit  numerus 
primus,  etiam  satisfaciat  pro  *,  si  per  hunc  numerum  omnia  quadrata  dividantur,  inter  residua  certo 
occurret  —  fg 
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%  38.  CoroU.  9.  Sit  ille  divisor  =  D,  et  quia  datur  quadratum,  quod  sit  pp,  unde  naa- 
citur  residuum  —  fg,  manifestum  est  formulam  pp  f  fg  divisibilem  fore  per  divisorem  D. 

§  39.  Coroll.  3.  Hic  autcm  jam  manifesto  involvitur  difficilis  illa  conditio  numeri  primi, 
quia  ordo  rcsiduorum  hic  mcraoratus  locum  noo  habet,  nisi  D  sit  numerus  primus  Fieri  coim 
utique  possct,  ut  —  fg  non  inter  residua  occurreret ,  si  divisor  non  esset  primus. 

§  40.  ProposHio  *.  Si  quadrata  dividendo  per  quemcunque  numerum  primum 
i)  =  2P  +  I  intcr  rcsidua  occurrat  numerus  r,  tunc  ejus  potestas  r*  pcr  D  divisa 
unitatcm  relinquet;  et  vicisstm,  si  i* — I  divisorem  habcat  D,  numerum  r  intcr 
residua  reperiri  neccsse  est. 

Dcmonfttratio*  Quum  divisor  D  ponatur  2P  -j-  I ,  omnium  numerorum  ipso  minorum  mul- 
titudo  est  2P,  quorum  quia  scmissis  Uintum  in  rcsidua  ingreditur,  multitudo  rcsiduorum  erit  P. 
Deinde  etiani  certum  est,  si  intcr  residua  occurrat  numerus  r,  tum  quoque  omnes  ejus  potestates 
ibidcm  occurrcrc  dcbere,  quemadmodum  simplicissima  r°=  1  inest.  Quocirca  potestas  /*  necessario 
non  novum  rcsiduum  praebcre  potcst.  Atque  hinc  rilc  concluditur,  inde  ipsum  primum  residuum 
1  prodirc  deberc,  sicquc  constat  propositam  potestatem  /*,  per  numerum  primum  D  divisam,  resi- 
duum  relinquere  =1.  Quod  ad  invcrsionem  propositionis  attinet,  perpendamus,  formulam  r" —  I 
perpetuo  divisibilcm  esse  per  2/*  4-  1;  cx  quo  sequitur,  vel  formulam  r,F — 1,  vcl  1*4-1  divisi- 
bilem  csse  deberc.  Otnnes  crgo  numeri  pro  r  sumti,  quibus  formula  postcrior  /*4-  1  Gt  divisibilis, 
ex  ordine  residuorum  excluduntur,  atque  illi  tantum,  qui  formulam  r*  —  I  divisibilem  producunt, 
relinquuntur,  quorum  numerus  quum  sit  P,  sequitur  omnes  numeros  r  forc  residua. 

Jj  \i.  CorolL  1*  Quum  primus  divisor  fuerit  =  h,  ponamus  h  =  2p  \-  i ,  et  quia  r  =  — fg, 
sequitur,  formulam  (—  fgf —  I  |>er  h  =  2p  j-  I  esse  divisibilem,  scu  forc  r^=  1  4-  m{2p  -\-  I). 
Qunm  deindc  etiam  divisor  esse  possit  h  4-  \nfg,  dummodo  fuerit  numerus  primus,  ob  h  =  2p  f  1 
faciainus 

0  =  2^  +  1+^  =  2^+1, 
ita  ut  sit  P  =  p  r  2nfg,  atquc  ctiam  haec  polestas: 

{-fgf  =  (-fgY+*"/< 
unitate  minuta  pcr  divisorcm  2p  4-  1  4-  hnfg  evadct  divisibilis. 

§  \2.  Coroll.  2.  Quocirca  totum  negolium  buc  rcdit,  ut,  ponendo  brevitatis  gratia  — fy=i; 
ostendalur,  si  formula  iJ' —  t  fucrit  divisibilis  per  2p4-  1,  tum  etiam  hanc  formulam:  rJ"**"r —  1 
fore  divisihilem  pcr  2p  f  I  4  \nr,  siquidem  numcrus  2p  -+-  1  4-  \nr  fuerit  numerus  primus. 

§  Y.I.  Coroll.  3.  Si  ponamus  r  =  —  I,  evidens  cst  formulam  —  lp —  1,  dividi  non  posse 
per  2p  -f-  1 ,  nisi  p  sit  numerus  par.  Sit  ergo  p  =  2q  et  Vg4-  1  numcrus  primus,  tum  certe 
inter  residua  reperietur  \q.  Sit  qu.idratum,  unde  hoc  residuum  nascitur  =  w,  et  vv  4  I  divi- 
sibilc  erit  per  \p  4-  1.  Ita  ex  bis  rationibus  facillime  patet,  semper  dari  summam  duorum  quadra- 
torum  divisibilem  per  numerum  \q  +  i,  id  quod  alias  per  multas  demum  anibages  ostendi  solet. 

§  \\.  Missis  autem  his ,  qnae  principiis  nondum  satis  corroboratis  innituntur,  per  certa 
principia  in  indolem  hujusmodi  aequationum:  fx-v  -f  gyy  =  nr,  accuralius  inquiramus.    Ac  primo 
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quidcm  jam  rigorose  monstravimus,  si  haec  aequatio  possibilis  foerit  casu  s  —  h,  tum  sumto  numero 
k,  ita  ut  sit  pp  -f  fg<fq  =  krr,  fore  etiam  «  =  A/c  valorem  idoneum  pro  *.  Hoc  igttur  prapmisso 
ad  scqueutia  progrediamur. 

§  i5.  Theorema  I.  Si  aequatio  fxx -\-gyy  =  hzz  fuerit  possibilis,  tum  semper 
assignari  potest  talis  formula:  tt-\-fg,  per  numerum  h  divisibitis,  ita  ut  numerus  t 
minor  sit  quam  } h. 

Dcmonstratlo.  Quum  fonnula  illa  fxx  -f  #7T  divisibilis  sit  per  ht  si  ea  ducatur  in  formu- 
lam  fpp  ,  etiam  productum  per  h  erit  divisibtle.    Sumanlur  crgo  numeri  p  et  g  ita,  ut  sit 

py  —  fx=  I,  id  quod  semper  Gcri  potest,  nisi  x  et  y  babeant  communem  divisorem,  qui  autcm 
casus  hinc  sponte  exeluditur;  tum  aotem  productum  illud  ertt 

unde  sumto  t  =  fpx  -f  gqy  formula  U  -|  fg  divisorem  habebit  h.  Ilic  autem  ponamus  t  =  t'  ±  AA, 
atque  tum  haec  formula  t't'-\-fg  etiamnunc  per  n  eril  divisibilis.  Hoc  vero  modo  t'  infra  semis- 
sem  numeri  h  deprimctur,  consequenter  certo  dabtlur  formula  tt  ~\-  fg  divisibilis  per  h,  in  qua  t 
non  excedit  semissem  ipsius  h. 

§  hG.  CoroD.  1.  Haec  cadem  proprietas  numeri  h,  quia  tantum  a  produclo  fg  pendet,  acque 
patet  ad  hanc  aequationem:  xx  +  fg>y  =  hzz.  Qnin  eliam,  si  productum  fg  in  duos  alios  factores 
Z  et  it  resolvi  queat,  eadcm  conditio  locum  habet,  ut  acquatio  Zxx  f  ,}yy  =  hzz  sil  possibilis. 

§  i7.  Coroll.  3.  Quoties  ergo  numerus  h  fuerit  divisor  formujae  «  -f-  inde  nou  semper 
concludi  potest,  aequationem  fxx  -+-  gyy  =  hzz  esse  possibilem,  sed  plus  inde  iuferri  nequit,  quam 
dari  formulam  a(linem  rxar  -)-  »737-  acqualem  termino  /iss,'  dummodo  fuerit  £//  = 

§  W.  CorolL  ».  Quia  *  <  Jfc,  formula  «  -\- fg  minor  erit  quam  !/«/»  +  #,  quae  ergo  si 
dividatur  per  h,  quotus  minor  erit  quam  {  h  -f-~ 

$  V9.  Coroll.  4.  Vicissim  ergo  ctiam  patet,  si  nulla  detur  hujusmodi  formula  pcr  h  divi- 
sibilis,  tum  eliam  neque  hanc  aequationcm:  frx  -\- g>y  =  hzz,  neque  ullam  aliam  afCncm 

Cxx  ~\-  tjyy  hzz 

esse  possibilem,  si  scilicet  fueril  £1,  =  fg.    Ad  lioc  ergo  cxaroinandum  sufDcit  cos  tantum  casus 
evolvisse,  quibus  t  <  \  h. 

§  50.  Theorema  ».  Si  aequatio  fxx  \-gyy  =  hzz  fuerit  possibilis,  tum  semper 
numerum  h',  minorem  quam  h,  exhibcre  licet,  ita  ut  haec  aequatio:  fxx  4-  gjy  =  h' ::, 
sit  possibilis. 

Dcmonstratio.  Si  ponamus  formulam  tt  -(-  fg  =  k,  supra  jam  demonstravimus,  etiam  lianc 
formam:  fxx-\-gyy  =  hkzz  esse  possibilem.  Modo  autem  vidim  us  pro  (  dari  valorem  adeo  minorem 
quam  \h,  quo  formula  tt-\-fg  habeat  faclorem  h.  Sil  ergo  alter  faclor  /1',  ideoque  k  =  hh'  et 
hk=h'h\  et  deleto  quadrato  hh,  utpote  in  quadrato  zz  involvendo,  orietur  aequatio  quoque  possibilis: 

fxx  +  gyy  =  h'zz,    ubi    N  <  \h +fj-. 
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§  51.  Coroll.  I.  Quantuscunqoe  erro  fuerit  num«<rus  h\  boc  modo  continuo  ad  mioores 
valores  h',  h",  ctc.  pcrveoire  liceblt,  dooec  Uodem  oumcri  prodeant  tam  parvi,  qui  «Jteriorem 

diminutioncm  non  admittunt.  (Juia  enim  h'  <  {h  -K^>  ntique  h'  excedere  debebit  unde  ma- 
nifestum  est,  quo  minor  numerus  h  fuerit  rcdditus,  ultcriorem  diminutionem  rcUrdari,  atque  adeo 
penitus  sisti. 

§  52.  Coroll.  2.  Si,  dum  hoc  modo  pro  h  continuo  minores  valores  eruuntur,  tandem 
perveniatur  ad  valorem  vel  f,  vcl  g,  liinc  ccrto  concludere  poterimus,  aequalioncm  proposiUm  esse 
possibilcm,  quandoquidem  ista:  fcx  \-gyy  =  fzz  casum  maximc  obvium  involvit,  scilicet  y  =  0  et 
z  =  x.  Sin  autem  nullo  modo  deducamur  ad  f  vel  g,  sed  ad  alium  numerum  Z,  divisorem  ipsius 
fg,  indicio  id  erit,  nou  ipsam  aequationem  proposilam,  sed  aliam  affincm,  scilicct  £xx-\->jyy=hzz 
esse  possibilem;  unde  si  tandcm  adco  perveniretur  ad  unitatcm,  tum  aequatio  xx  -\-  fgyy  —  hzz 
foret  possibUis. 

§  53.    Problema.    Proposila  aequatione  fxx  -j-  gyy  =  hzz,  investigare,  utrum  ea 
slt  possibilis,  nec  ne? 

Soluilo.  Quia  hic  tres  numeri  proponuntur,  f,  g  et  h,  aequatio  ita  exbibeatur,  ut  numerus 
h  eorum  sit  roaximus,  quandoquidem  hic  periude  est,  ulrum  tennini  aequationis  sint  positivi,  an 
ncgativi.  Tum  sumatur  formula  tt-\-fg,  et  examco  instituatur,  titrum,  pro  I  numeris  minoribus 
quam  ^h  snmendis,  haec  formula  fiat  divisibilis  pcr  h,  ncc  oe?  Casu  posteriore  statim  pronunciare 
potcriinus,  aequationem  propositam  cssc  possibilem;  priorc  autem  casu  loco  h  nanciscemur  alium 
numerum  minorcm  h'  simili  modo  examini  subjiciendum ,  donec  tandem  ullerior  diminutio  non 
habeat  locum.  Et  si  inter  hos  valorcs  occurrat  f  vel  g,  certum  hoc  erit  indicium,  aequationem 
propositam  esse  possibilem;  sin  autem  ad  alium  numerum  T,  divisorem  producti  fg,  pcrveniamus, 
tum  concludemus,  acquationem  £xx  ■+-  yyy  =  hzz  csse  possibilcm,  existcnte  u>/  =  fg.  Quodsi  autero 
neutruin  usu  veniat,  tum  in  valore  roinimo  in  locum  h  succcdentc  acquiescamus ,  qui  sit  h',  et  nunc 
aequationem  fxx  -\-  g)-y  =  h' zz  ita  disponamus,  ut  litterarum  f  et  g  niajor,  puta  g,  ad  dextram 
referatur  hoc  modo:  h' zz  —  fxx  =  gyy ,  et  nunc  loco  g  simili  modo  quaerantur  g',  donec  pcrve-  * 
niatur  ad  g',  sive  ipsi  h',  sivc  ipsi  /*aequalem,  quo  casu  propositum  nostrum  itidem  erit  evictum. 
At  si  ne  hoc  quidcui  facite  patcscat.  loco  g  introducamus  valorcin  cxiguum  inde  ortum  g',  ct  nunc 
aequatio  K  zz — g' yy  =  fxx  siiuili  modo  Iraclctur;  sicque  tandem  ad  ternos  numeros  f,g',  h' 
pencnietur,  ut  judicium  nulla  amplius  difficultate  laborare  |wssit. 

§5..  Coroll.  I.  Si  nunicrus  h  fucrit  praograndis,  'utique  taedioso  calculo  erit  opus,  ante- 
quam  formulae  tt-V  fg  omncs  casus  usque  ad  t  =  \  h  exigantur;  vix  autem  talem  laborem  quis- 
quam  siiscipiet.    Admisso  autem  superiore  principio,  sUtim  valor  isU  h  infra  \fg  deprimetur. 

$>  55.  CoroD.  9,  Si  ingens  illc  numerus  h  habeat  factorcs,  puU  m  et  n,  hic  labor  non 
parum  sublevobitur ,  dum  primo  talis  valor  pro  t  investigatur,  ut  formula  tt-\-fg  saltem  divistbilis 
fiat  vel  pcr  m,  vel  pcr  n;  neque  enim  deinceps  difficile  erit  casum  elicere,  quo  isU  formula  per 
ipsuro  Qumerum  h  fiat  divisibilis.    De  cetero  tota  baec  operatio  exemplis  clarius  illuslrabitur. 
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§  56.  Bxempl.  I.  Eiaminanda  proponatw  haec  aequatio:  3xac4-  5yy  =  1007 zz.  Sumatur 
ergo  formula  tt-j-15.  ob  /=  3  et  jr=5,  et  quia  /i  =  1007  =  19. 53,  quaeratur  t  priroo  ita,  xA 
U-\-  15  saltem  dtvisorem  obtineat  19,  quod  manifesto  fit  sumendo  1  =  2;  tum  enim  fit  k  =  19,  et 
sic  prodit  /i'  =  53,  sublato  quadrato  19*.  INunc  porro  quaeratur  t,  ut  formula  «  -|-  15  divisorcm 
nasciscatur  53,  quod  lit  si  t  =  i2,  ita  ut  jam  habeamus  ft  =  159  =  3.53,  idcoque  h' k  =  3.53*, 
sicque  h"  =  3,  qui  numerus,  quum  aequalis  sit  ipsi  /",  indicat  nostram  formulam  esse  possibilcm. 

§  57.  Exeinpl.  ».  Proponatur  bacc  acquatio:  2xx  4-  7yy  =  23zr.  ilic  /  =  2,  g  =  7  et 
/i  =  23.  Sumatur  /c  = «  f  I V ,  qui  numcrus  fit  divisibilis  per  23,  sumcndo  f  =  3.  Erit  autcm 
A  =  23/i,  idcoquc  /ift  =  2l*;  unde  inlelligimus,  banc  acquationcm:  xx  4-  1  Vyy  =  zz  essc  possi- 
bilcm;  ncquc  vcro  hinc  sequitur  propositam  cssc  impossibilcm,  quum  fieri  possit,  ut  utraque  simul 
locum  habcat.  Videamus  ergo  an  baec  forma:  2xx  t  - 7yy  =  zz  sit  possibilis,  quod  quidem  ma- 
nifestum  cst  sumcndo  cr  =  1 ,  y  =  I  et  i  =  3.  Sed  tamcn  regula  nostra  utamur,  et  quia  est 
h'  =  1 ,  sumendo  t  =  2,  crit  k  =  18  =  2.  3*,  hinc  A'ft  =  2.3*.  ideoque  h"  =  2,  boc  cst  A"  =  /"; 
sicquc  patet  etiam  ipsam  propositam  aequationcin  cssc  possibilem. 

JJ  .58.  Coroll.  Quum  ergo  boc  casu  utnn|uc  forma  fxc  -|-  gyy  =  hzz  et  xx  4  ^BT  =  fti* 
sit  possibilis,  opcrae  prctium  crit  in  cos  casus  inquirerc,  quibus  utraque  formula  fxx -\- gyy  et 
xx  +  fgyy  cidcm  termino  hzz  aequalis  cssc  possil.  Iloc  autem  manifesto  evcnict,  quando  fieri 
poterit  fxx  f  jyy  -  t  fff""»  l"0*1  si  evenire  possil,  infiniti  ccrtc  exhiberi  poleruut  casus,  inler 
quos  dabitur  unus,  quo  v  =  0.  lllud  igitur  cvenit,  quolies  evadere  potest  fx.x  ~\  gyy  =  uu,  id 
quod  nnstro  exemplo  manifesto  fit 

§  59.  Excmpl.  3.  Proponatur  aequatio  xx  -|~  6yy  =  !V5zs  =  5  .29;a.  In  formula  ergo 
ft  =  «4  6  sumamus  1  =  2,  ut  (iat  ft  =  2.5,  idcoquc  /tft  =  2.5*.29,  sicquc  A'=2.29.  [Vunc 
sumatur  (  ila,  ut  ft  fiat  per  29  divisibile,  quod  evenil  sumendo  (=9:  fict  cnim  ft  =  87  =  3.29, 
crgo  /i'ft  =  2.3.29*  ct  h"=6  =  g,  consequcntcr  nostra  aequatio  est  utique  possibilis. 

§  60.  Exeinpl.  4.  Proponatur  acquatio :  3 xx  ~\-  7yy  =  89 ss.  Hic  est  f=3,  g  =  7  et 
A  =  89,  idcoquc  ft  =  tt-k-  21.  Quacratur  crgo  t,  ut  illa  formula  divisibilis  fiat  per  89.  Ponamus 
,  in  hunc  fincm  M4-8V  =  89n.  Hic  enim  loco  21  scribcre  liccret  21  uu  in  gcncrc,  atquc  bic 
sumsimus  u  =  2,  ut  etiam  huoc  casum  illustramus.  Quum  autem  nullum  (|uadralum  sit  formae 
3«  -f-  2,  pro  numero  n  excluduntur  valores  1,  V,  7,  10,  et  in  genere  3«  4-  1.  Dcinde  excluduntur 
omnes  numeri  imparitcr  pares  2,  6,  10,  U,  ctc.  ct  quia  omnia  quadrata  sunt  formae  vel  5  «4-  3, 
vel  5«  4-  V,  pro  n  eliam  cxcluduntur  hi  nuincri:  3,  V,  8,  9,  13,  IV,  et  in  genere  5«  +  3  et 
5«4-V.  His  exclusis  pro  n  rcmanent  cxaminandi  hi  numcri :  5,  II,  12,  15.  17  ,  20,  21,  27, 
32,  35,  36,  VI,  quos  crgo  successivc  in  aequationc  «  =  89n  —  8V  loco  n  subslitui  oportet.  At 
vcro  primus  valor  n  =  5  statim  praebet  quadratum,  undc  ft  =  5.89  et  h'=  5.  INunc  aulcm  ft  per 
5  fiet  divisibile  sumendo  1=1,  unde  fit  ft  =  5.17  et  h"  —  17.  Quia  crgo  ncque  ad  3,  ncque 
ad  7  pcrvenimus,  sumto  ft'=5  cxaminemus  aequationem  5ss— 3xx  =  7yy,  atque  jam  tota  ope- 
ratio  est  mutanda,  dum  habemus  f=5,  g  =  —  3et/i  =  7,  quocirca,  posito  k  =  U  —  15,  suma- 
mus  1=1,  ut  fiat  ft  =  — 2.7,  unde  fit  A'=  — 2,  ila  ut  nunc  acquatio  examinanda  sit  haee 
5:;—  Axx  =  —  2yj ,  sive  3xx  —  2yy  =  5zz,  ubi  /=  3.  g  =  —  2  et  ft  =  5.    Sumto  ergo 
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k  =  tt  —  6,   fiat  1=  i,   eril  k  —  —  5  et  h'=—i,  ergo  pcrvenimus  ad  hanc  acqualionein: 
3s&r  — 2y.v  =  — zz,  sive  2vy  —  12  =  3*1,  ubi  habcmus  f  =  2,  .9  —  ~  1 ,  /1  —  3.    Erit  crgo 
«— 2,  quod  cum  nullo  inodo  Geri  possit,  omnes  istae  acquationes,  ideoquc  ct  ipsa  proposila 
sunt  impossibilvs. 

%  61.  Kxempl.  .5.  Sit  proposita  aequatio  3xx-*-7yy=  178zz,  ubi  ut  antea  f=  3,  #=7, 
at  A—  178  =  2.89,  duplo  major  quam  casu  precedeiite.  Posito  ergo  k  =  «  —  21,  ex  praeccdente 
patet  pro  I  sumi  dcbcre  23.    Posito  igitur  fr  =  8ln —  21,  pro  n  relinquuulur  numeri: 

5,  8,  9,  IV,  18,  20,  2V,  29,  30,  33,  38,  VV. 
Reperitur  autem  n=IV,   unde  fit  1  =  35,  sicquc  erit  /t=lV.89,  hincque  h'  =  2.  IV  =  V.7, 
ideoquc  /t'_7,  qui  numerus  quum  ipsi  numero  g  sit  aequalis,  indicat  aequationem  noslram  esse 
possibilem. 

§62.     Problema.     Postquam  acqualio   fxx -%- gyy  =  hzz   mcthodo  praecedente 
possibilis  fueril  inventa,  dum  tandcm  valores  cx  h  inventi  perducti   fuerint  ad  f, 
sive  ad  g,  determinare  ipsa  quadrata  xx  et  yy,  quibus  acquatio  evadil  possibilis. 
(Juia  solutio  praecedens  ad  sequcntes  formulas  est  perducta: 
k  =  aa-*-fy  =  hh'.   k'  =  bb  -t-  fy  =  h'h";  k"=  cc      fg  =  h"h"':  elc. 
hk  =  11*11'=  /<'•□,  hincque  hk1  =  /•'/:. Q  .Simili  modo  reperiemus  h' .Q=h  'k',  item 
h".\2^h"'k",  etc.    Sit  nunc  /»'"-/>)  erit  h"=f.k",  hinc  /i'.Q  =  f.k"  .k',  ac  taudem 
h  •□  —  f-k.k'  .k",  consequeutcr  habebimus  /*•□,  hoc  est 

hzz  =  ftaa     fyj  (bb  -+-  fy)  (cc     fg)  fdd  -i-  fy)  etc. 

quod  produclum  mnnift-slo  reducilur  ad  /*(//*-*-  fgH1),  ita  ut  hinc  liat  hzz  =  fA1-*-  ffgli1,  quocirca 
nancisciinur  x  =  //  ct  y—fli,  sicque  problema  est  resolutum. 
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xu. 

De  rcsolutionc  Irrationaliimi  pcr  fractioncs  continiias,  ubi  sliuul 
nova  ouacdaiu  ct  singularls  spcclcs  mlnlml  cxponitur. 

(N.  Comtneui.  XVIII.  1773  p.  218.  E*hib.  1772  Dec.  10). 

1.  In  superiore  dissertatione  (XXXIX  pag.  5V9)  dc  resolulione  aequationis 

//^  +  2 Bxy -*-  Cy*-t-  2Dx-*-2Ey-t-  F=  0, 
tolum  negotium  praecipuc  ad  hanc  quaestionem  erat  drductum,  ut  pro  lilteris  x  et  y  valores  in 
nuuicris  intrgris  invcstigentur,  quibus  formulae  Ax1  -»-  2  Hxy  ■+-  Cy*  miuimus  valor  inducatur.  Tres 
autcm  hic  potissimum  cousiderandi  suot  casus,  prouli  harc  formula  vel  duos  factores  habet  iinaginarios, 
quod  lil  si  HH — AC  fuerit  numcrus  negalivus,  vel  factores  inter  se  ae<|uales,  quod  fit  si  HU  —  y/C=0, 
vel  dcniquc  si  ejus  faclores  fuerint  rcales,  quod  lit  si  BH  —  AC  numerus  posittfus,  Primo  autem 
casu  haec  quaestio  ininimi  nutlam  attrntioncm  merctur,  quoniam  solulio  nulla  planc  diflicultate  laboraL 
Secumlus  vero  casus  multo  minus  ncgotiuni  facessit,  quum  fonnula  abeat  in  quadratum,  cujus  radicem 
facilliinc  minimnm  reddere  licet.  Solus  ergo  tcrtius  casus  supcrest,  qui  accuratiorem  invesligationrm 
postulat,  unde  quidem  insuper  eicludi  convenit  casus,  quibus  formula  BB  —  AC  cst  numerus  qua- 
dratus,  et  ambo  faclores  adeo  rationales  evadunt,  tum  enim  valor  formulac  propositae  adco  ad 
nihilum  rcdigi  poterit,  ita  ut  quacstio  minimi  hic  nc  Iocum  quidcm  habcaL 

2.  Soli  ergo  nobis  relinquunlur  casus,  quibus  numerus  BB  —  AC  est  numerus  posilivus  sed 
non  quadratus,  cujusmodi  esl  ista  formula:  mxx  —  nyy,  drnotantibus  litleris  m  et  n  numeros 
inlegros  posilivos,  ejusmoili  tamen,  ul  non  utcrquc  sit  quadratus;  tum  cnim  evidcns  cst  istam  formulam 
ad  nihilum  reduci  non  posse,  nisi  tam  x  quam  y  evanescat,  qucm  casum  tamrn  ulpote  obvium 
evcludi  oportet.  Cum  ergo  haec  formula  mrv —  nyy  ad  nibilum  redigi  se  non  paliatur,  quaeslio 
sine  dubio  nolatu  digna  est  censeuda,  qua  litlcrarum  x  et  y  ii  valores  iu  iutcgris  quacruntur,  quibus 
ipsa  formula  mxx  —  nyy  minimum  omnium  adipiscatur  valorem.  Si  altrr  numerorum  m  et  n  unitati 
aequelur,  semper  formulam  ad  unitalem  usquc  deprimere  licebit,  qui  certc  cst  minimus  valor,  cypbra 
ciccpta.    Si  enim  fuerit  m  =  I  ex  theorcmatc  Pclliano  notissimo  constat,  scm|)er  effici  posse 

xx—  nyy=  i,    si  ve    x  =  V[nyy  -t-  i ) , 

dummodo  n  non  fueril  numerus  quadratus,  atque  adco  hoc  non  solum  unico  modo  pracstari  |>otcst, 
sed  etiain  infinitis,  quemadmodum  jain  ab  ipso  Pellio  esl  demonstralum.  Sin  aulein  altcr  numerus 
/t  unitati  acquctur,  formula  mxx  —  nyy  hac  melhodo  ad  —  I  deprimitur,  qui  casus  aeque  pro 
niitiiino  est  habendus  ac  -*-  1,  duin  iu  ea  investigationc,  quac  ad  banc  quaestiotiem  ansam  dcdit, 
discrimen  signi  nou  spectatur. 
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3.  His  ergo  casihus  rerootis,  quo  alter  numerus  m  vcl  n  unitati  aequatur,  quaestio  nostra 
potissimum  versalur  circa  forroulam  mxx  —  nyy,  quippc  ad  quam  scmpcr  formulam  genendem 
Axx —  2Hxy+-Cyy  revocare  licet.  Si  enim  in  generc  statuatur  x  =  t+-Bu  et  y  =  Au,  faola 
subslitutione  formula  geocralis  abit  in  banc  formaiu:  Att —  A  (Blt —  AC)uu  sicque  formula  nostra 
assumta  mxx —  nyy  aeque  late  paterc  cst  censenda,  atquc  ipsa  proposita  trinomialis.  Etiamsi  autcm 
nequc  m,  ncquc  n  unilati  acquetur,  sacpcnumcro  usu  vcnire  potest,  ut  formulam  nostram  quoquc 
ad  unitatem  usquc  deprimere  liceat;  idquc  vel  statim  manifcslo  occurrit,  veluti  in  bac  forma: 
3xx—  2yy,  quac  ad  unitatcm  rcdigitur  sumlis  x  =  1  ct  y=  1,  vel  non  statim  se  ofTert,  uti  frt 
in  9xx  —  5yy,  quac  posito  x=3  et  y  =  k  ad  unitatcm  redit;  quicquid  autem  sit,  utiquc  eveoire 
potcst,  ut  minimus  valor  nostrac  formulac  unitalem  excedat,  ac  tum  judicium  dc  minimo  plerumque 
summis  difflcultatibus  involutum  drprcbcnditur,  ccu  fit  in  bac  formula  13xx  —  7rr,  quam  usquc  ad 
binarium  deprimi  possc  non  facilc  pcrspicitur,  si  scilicct  ponatur  x  =  15  et  y  —  II.  At  si  m  et  n 
fuerint  nurneri  pracgrandes,  judicium  multo  operosiores  calculos  rcquirit,  quamobrem  metbodus  certa 
etlam  in  his  casibus  minimum  investigandi  analysin  haud  contcmnendo  incremento  locuplctare  videlur. 

k.  Antequam  autcm  hanc  ipsam  methodum  cxplicarc  adgrcdiar,  plurimum  ostvudissc  juvabit, 
scmper  inlinitis  modis  idem  minimum  obtineri  posse.  Atquc  hoc  adco  gcneralius  ita  dcmonstrari 
potcst:  Quodsi  unicus  casus  conslet,  quo  formula  mxx  —  nyy  acqualis  liat  dato  numcro  k,  tuin 
semper  inliniti  valores  pro  x  ct  y  reperiri  possunt,  qui  ad  eunilcm  numerum  k  deducant.  Sit  enim 
casu  illo  cognito  x  =  o  «t  y  =  b,  ita  ut  sit  maa  —  nbb  =  k,  ct  uunc  numcros  x  et  y  ita  definiri 
oportet ,  ut  liat  mcx — nyy=maa — nbb,  id  quod  sequenti  modo  commodissimc  praestahitur.  Anle 
omnia  quaerantur  numcri  p  et  q,  ut  liat  pp —  mnqq  =  i,  id  quod  infinitis  modis  scmper  fieri  posse 
constat,  dummoilo  mn  non  fucrit  uumerus  quadratus,  uti  hic  assuinimus,  atque  nunc  quaesito 
salislicri  manifestum  csl,  si  statualur 

wxx  —  nyy  =  (maa  —  nbb)  (pp  —  mn  qqf; 

quod  quo  facilius  ficri  possit,  sumamus  factores  etsi  irralioiiales  et  ponamus 

x  Vm  -+-  y  Vn  =  (a  Vm  -+-bVn)  {p  -+-  q  Vmn)'. 
tum  enim  mulato  signo  radicalis  yn,  spontc  liet 

x  Vm  —  y  Vn  =(aVm  —  b  Vn)  (p  —  q  Vmn/, 
sicquc  altcri  tantum  harum  duarum  aequatiouum  satisfecissc  sufiiciet.    (juia  autem  evolulio  fonnulae 
(p-*-qVmn/  allcrnalim  terminos  rationalcs  et  irrationales  radicali  Vmn  afleclos  pracbet,  sit  P 
summa  terminorum  rationalium  ct  Q  Vmn  summa  irratioualium ,  ita  ul  sit 

(p-*-qVmn)x=P-*-Q  Vmn, 
simibquc  modo  (p  —  q  Vmnf=  P  —  Q  Vmn. 

INunc  igitur  acqualio  noslra  crit 

x  Vm-+-y  V/i  =  '«  Vm  ■+-  b  V«j  (/'  -♦-  Q  Vmn), 
sivc        x  \  m  -+-  y  Vn  =  («/'  -+-  nbQ  Vm  +-  bP  +-  mnQ)  V  n, 
ubi  tam  parlcs  signo  Vn,  quam  partcs  signo  Vm  aflcctac  seorsim  sunl  inlcr  se  aequandae,  atque 
hinc  slalim  clicimus  scqurnUs  valorcs- 
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x  —  aP  -t-  nbQ,       y  =  l»P-*-maQ, 
gimulque  patct  multiludinem  haram  solutionum  revera  esse  infinilain. 

5.  Ilis  praemissis  ipsam  nostram  quaestionem  adgrediamur,  quaesiluri  valores  litlerarum  x  et  y, 
quibus  formula  mxx — nyy  minimum  sortiatur  valorem,  qui  sit  =  k,  ac  statim  quidem  evidcns  est 
his  casibus  formulam  max —  nyy  propius  ad  nihilum  redigi,  quam  ullis  aliis  casibus,  sicquc  pro  x 
et  y  ejusmodi  investigandi  sunt  valores,  quibus  proximc  fiat  y  -=  1/^  =  ^1,  quocirca  ncgotiura 
jam  huc  est  perductum,  ut  quacrantur  fracliones  rationales  j->  quae  tam  prope  aequenlur  formae 
irrationali  ^~  j  quam  quidcm  fieri  potest,  non  majoribus  numeris  pro  x  et  y  adhibendis. 

6.  Hoc  autem  problema  jam  olim  a  Wallisio  proposilum  expeditissime  resolvjtur,  si  formula 
in  fractioncm  contiuuam  convcrtatur,  simili  scilicet  operationc,  qua  vulgo  maximus  cominunis 

divisor  duorum  numerorum  quaeri  solet.  Si  enim  hoc  modo  pcrventum  fuerit  ad  hanc  fractionem 
continuam : 

Vmn  1 

_        —  «         -  - 


y-Hl 

t  -#-  etc. 

continui  hi  quoti  in  seriem  disponantur,  ac  primo  quidem  ipsi  «  subscribatur  fractio  ^  >  ipsi  /? 
vero  *  »  ac  deinccps  e.\  binis  fractionibus  continuo  scquens  foruiatur,  dum  ullimac  lam  numeralor 
quam  denominator  per  indicem  supra  scriptum  multiplicclur,  hisque  productis  tam  numerator  quam 
dcnominalor  penultimae  fractionis  respective  addantur;  sequeoti  scilicel  modo 

«,        /?.  Yy  s,  f, 

l         «        a,i  -+-  i        «flr-*-  r  -*- "        «/'r*    r*  -*-«•-<-  «£  -*- 1 
"o  '       ,'       ■  p  ">         ft--Tt~'  +  ?  ete* 

7.    Omnes  islae  fractiones  hac  gaudent  proprietat*,  ut  quaelibet  valorcm  formulac  *  — '  propius 


exhauriat,  quam  fieri  poterit  numcris  non  majorihus  adhibcndis.  Venim  etiam  inter  has  ipsas 
fractioncs  ingens  intcrcedit  discrimen,  quod  aliae  aliis,  cetcris  quidem  paribus  magis  adpropinquenl. 
Eae  autem  maxime  adpropinquare  sunt  compertae,  quae  maximos  indices  sibi  habent  inscriptos;  si 
ergo  illae  pro  y  accipiantur,  jam  certi  sumus  istis  numeris  pro  x  ct  y  assumtis.  formulac  nostrae 


mxx  —  nyy  minimum  valorcm  induci.  Simul  vero  notari  oportet  inler  hos  quotos  succcssivos  «,  /i, 
y,  S,  t,  etc.  scmper  dari  pcriodos,  in  quibus  idem  quotorum  ordo  recurrit,  omnes  ergo  fractiones 
iisdcm  maximc  quotis  suscriplae  omnes  quoquu  valores  idoneos  pro  x  et  y  suppcditabunl,  quibus 
formula  nostra  mxx  —  nyy  euudem  minimum  valorem  nanciscilur. 

8.  Quo  aulem  operationes,  quibus  isti  quoli  facillime  eruuntur,  clarius  explicarc  valeam,  exem- 
plum  primo  determinatum  expediamus,  quo  formula  proposita  sil  Ixx —  13)7*,  ita  ul  jam  proxime 
fieri  debeat  ■—■  —  »  ubi  tantum  notetur  esse  V91  >  9  et  <  10.  Nunc  ergo  operatio  uti  pro 
maximo  divisore  instituatur:  ac  primo  dividi  opoitet  V9i  per  7,  unde  primus  quotus  prudit  =1, 
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rcsiduum  vero  —  V9I  —  7,  per  quod  praecedens  disivor  7  dcbet  dividi;  multiplicetur  uterque 
numerus  pcr  V91-I-7,  ac  divisor  jam  cril  V2,  dividendus  autcm  7(V91-»-7),  qui  per  scptenarium 
dcprcssi,  praebent  divisorem  =  6  el  dividcndum  =  V9I  -+-  7  >  16,  undc  sccundus  quolus  colligilur 
2,  ac  residuum  liet  V91  —  5,  per  quod  6  dcbct  dividi.  Multiplicando  per  ^91  -+-  5.  divisor  cril 
66  ct  dividcndus  6(V9l-*-5),  ac  per  6  dcprimcndo,  jam  per  II  dividi  debet  V91-+-5,  undc 
tertius  quotus  fit  I,  rcsiduo  manonte  V9I  —  6,  per  quod  pracccdens  divisor  II  dcbct  dividi.  Quae 
0|K>ratio  ullerius  hic  rcpraeseutatur 

?i~  multipl.  pcr  V9l-«  6,  fit  M0^""6)  divid.  pcr  11,  fit  t»Lr«  quot  3  \), 
VJ_9       .        .    V9I-9,    .      5'9''  9>      «      .     5,      .  .  9(tf.5), 

^L-       «        .    V9I-9,    «      WL±»      •      «     2,      .      ^9        „    3  (A,6)> 

v  9,  •        «    VSl+G,     ■     -    -H   •       •     5,      «        — .     1    (/V.  7), 

^  .  .  V91-5,  .  ,,(V^5)  .  .11,  .  ™fJ  .  2(A.  8), 
r916_.       «       .   VD1-4-7,    .    J^-t!»     .      .     6,      .  .  2<*9), 

V9l^~7      *       «   V91-I-7,    «    — 42 —      «      »     7,      «      — «    2  iA.  10). 

Ulterius  calculum  producere  non  est  opus,  quia  haec  postrema  divisio  cum  secunda  convenit  et 
jam  poriodus  secunda  incipit;  ubi  notandum  loco  primi  quoti  1  hic  ejus  duplum  occurrere,  id  quod 
in  hujusmodi  divisionihus  scmper  usu  veniL 

1 

9.  Quoti  ergo  ordine  iuventi  sequenti  modo  progTediuntur: 

1,    2,    1,    3,    9,    3,    I,    2,  2,    2,    I,    3,    9,    3,    1,  2, 

inter  quos  maxime  eminent  9,  ideoque  nullum  amplius  est  dubium,  quin  illae  fractiones,  quae  his 
quotis  subjiciujitur,  formulae  7  ata:  —  13 yy  omnium  valorum  minimum  concilicnt.  Adponaitms  igilur 
has  fractiones  sequenti  modo 

I,  2,  1,  3.  9, 
1  1  :t  4  15 

"0'      T '      i'      T '  u' 

T  15 

unde  patet  fractionem  nobis  satisfacicntem  foro  —  =t|,sivc  .r=  15  et  j  ■  II.  Hinc  auti-m 
7«x=l575  ct  13yj-=  1573,  unde  minimus  valor  sinc  ullo  dubio  est  binarius,  quom  divinando 
uon  tam  facile  quisquam  detexerit. 

10.  Si  has  operationes,  quibus  illi  quoti  continni  repcriuntur,  attentius  perpondamus,  calculum 
non  mcdiocriter  contrahi  possc  facile  perspicere  licet.  Sit  enim  Vk  quantitas  illa  irralionalis,  quam 
formula  in  fractionem  continuam  convorlenda  involvit,  numorus  autom  integer  proxime  minor  quam 
V&  sit  —e,  et  ponamus  pervcntum  jam  esse  ad  tlivisionem,  qua  formula  Vk-*-r  dividi  debet  pcr 
numorum  p,  ita  ut  quotus  hinc  oriundus  sit  q  <  —j-'  eritque  residuum  =  Vk-*-r —  pq,  et  quia 
pq  >  r  (saltem  quando  opcraUones  jam  ordinc  progTodiuntur),  voccmus  pq  —  r  =  r',  ita  ut  jam 
residuum  sit  Vk  —  r',  unde  pro  sequonle  divisione  habobimus  divisorem  =  Vk  —  r'  et  dividendum 
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=  p,  multiplicetur  uterque  per  Vk-*-r'  et  Gat  — — —  =  p'  (vidimus  enim  scmper  in  decursu 
oper.it  ionum,  formulam  k  —  r'r'  divisibilem  fore  per  p),  ct  jam  sequens  divisio  ita  erit  comparata, 
ut  sit  divisor  =p'  et  dividendus  Vk-t-r',  unde  nascetur  quotus  7'  <  '~^lr  ,  atque  hinc  siinili 
modo  terlia  et  sequentcs  divisiones  conficieutur. 

11.  Ex  prima  igitur  illa  operatione,  qua  formulam  Vk-t-r  dividi  oportet  per  numerum  p, 
notentur  tantum  numeri  r  et  p,  undc  deducitur  quotus  7<-^->  dcindc  sumatur  r'  =  pq —  r  et 
p' =  —  -'--',  hincque  fiet  7'<^,  «mili  modo  capiatur  porro  r"  =  p'q'~  r'  ct  p"=*^'^-', 
biocquc  q" <-~*~r" •    Quas  operaliones  sequcnte  scbcmatc  rcpraesentamus: 


-  e-t-r 
q     <   -  -  , 

r'  =pq  -r, 

,          t-r*  r> 

9'  <^'> 

'     =        P  ' 

r"=p'q'-r', 

,-=*-;"", 

„    .  e-i-r" 
9     <  ~J.~  > 

r"'=p"q"-r", 

,„  k-r'"r"' 

f  — — y. — » 

etc. 

etc. 

etc. 

Hocque  modo  progressio  quotornm  7,  7',  7",  7"',  etc.  facillime  inveniri  posse  vtdetur. 

12.  Dilucidemus  hanc  rcgulam  exemplo,  quo  formula  5xx  —  38ry  minimum  sit  reddenda, 
seu  fractio  y  =  Vjj8  = 1  j  **  pcr  fractionem  infinitam  evolvenda.  Hic  igitur  erit  k  =  190,  «  =  13, 
p=5  et  r  =  0,  unde  totus  calculus  sequenti  modo  instituetur: 

..  _  13-1-0 

r   =  0,  p   =5,  q   =  2  <   —  , 

190-100  ,        .  ^  1.1  -+- 10 

» 


r'=10,  />'  =  '~t'"^"=18,  q'=K  , 

r"=  8,  />"=«J^=7,  7"  =  3  <  «f 8 

r"'=13,  /)"'-- 7—=   3.  7"  =  8<i-3^ 


» 


13-^11 

> 


r"=12,  </"  =  ^—  =  2,  ^=,2<ii^i-a, 

r..-=  t2>  r..«»~^if?«23,  r-=  1  <ii|±9, 


190 -m       ^  0    .13  -1-11 


r-=U,  p— =-— ^ — =  3,  O— —  8< 


> 


190-  16»        -  „    .  13 -t-  13 

r  •••=13,  />•-=  j— =  7,  7  -=  3< — ^ — > 

/—•=  8,  />••••= — 7 —  =  I»,  7"-=   i<_— , 

-A  190—  100         _  .     .13-»-  10 

,—•=10,  />••=  — w — 5,  7"-=  V<— 

ctc.  ctc. 
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Calculum  ultcrius  pmscqui  non  cst  opus,  quum  jam  patescat  quotorum  ordo 

2,  1,  3,  8,  I,  12,  I,  8,  3,  1  *,  I,  3,  8,  t,  12,  1,  8,  ctc. 

undc  fractio  continua  orilur 

*  ^V™^-1  

3+1 


8+1 


1  +  1 


12+J  

I  -+- 1_ 
8etc. 

Tum  vero  quum  maximus  horum  quotorum  sit  12,  ci  rcspondebit  valor  minimus  formulae  propositae 
5  xx—  38ry,  at  fractio  y  ita  deGnietur 

2,  1,  3,  8,  1,  12 
1  9  3  II         91  102 

o'     T'     T»     1'     w'     ~sf  * 
sicque  pro  casu  minimi  habemus  x=102  et  y  =  37,  undc  5xx=  52020  et  38 yy—  52022, 
crgo  diffcrentia  =—2,  quia  autcm  inter  quotos  ctiam  eminet  8,  eique  subjacct  fractio  11  >  sumendo 
x=ll  et  r=4,  colligitur  valor  formulac  5xx  —  38  ry  =  605  —  608  =  —  3,  qui  valor  post 
illum  sinc  dubio  est  minimus. 

13.  Plura  hujus  generis  cxempla  non  affcrimus,  scd  quo  haec  methodus  succincta  ad  usum 
ampliorem  accommodetur,  investigemus  fractiones  continuas  pro  singulis  muitiplis  ipsius  V'2;  plu- 
rimum  eniro  juvabit,  relationem  intcr  bos  valores  perpendisse,  siquidem  hoc  argumcntum  dc  fractio- 
nibus  continuis  neutiquaro  adhuc  satis  cst  exploratum.  Quotos  autem  tantum  pro  singulis  his  mul- 
tiplis  adposuisse  sufliciet: 

pro  V2....quoli  1,  2,  2,  2,  2.  2 
pro  2V2. .  .quoti  2,  1,  V,  I,  k,  1,  V 
pro  3V2...quoti  V,  V,  8,  V,  8,  V,  8 
pro  *V2.  .  .quoti  5,  1,  1,  1,  10,  1,  1 
pro  5V2...quoti  7,  1%,  H,  IV,  IV,  1*,  IV 
pro  6V2...quoti  8,  2,  16,  2,  16,  2,  16 
pro  7V2...quoti    9,    1,    8,    1,18,    I,  8. 

H.  Hae  progressiones  co  magis  sunt  notatu  dignae,  quod  tantopcrc  a  se  invicem  discrepant, 
etiamsi  ipsae  quantitates  iis  expressae  tam  simplicem  rationem  intcr  sc  teneant.  Neque  vcro  tantum 
multipla  tantam  gignunt  differentiam  in  fractionibus  continuis,  sed  etiam  ipsa  additio  adhuc  majus 
discrimen  parit,  si  scilicct  ad  V2  quaepiam  fraclio  rationalis  addatur;  id  quod  exemplo  formulae 
{  -+-  V2  illustremus,  ubi  adco  usu  venit,  ut  primae  operationes  peculiarem  evolutiouem  requirant, 
duro  (|uotos  a  sequentibus  periodis  diversos  praebcnt.    Fonalur  ergo 
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x  _  1     3  Vi       «  + 


2  2 

Primo  igitur  per  2  dividatur  I  -+-  V8  et  quotus  crit  1 ;  rosiduum  vero  V8  —  1 ,  per  quod  dividi  dcbet 
2,  multiplicetur  utrinquc  per  V8 -+- 1 ,  ut  per  7  dividi  debeat  2  V»  -h  2  =  1/32  -+-  2,  et  nunc 
operalio  iu  ordinem  subit,  bic  scilicet  est  &  =  32,  e=5,  r  =  2  et  p  =  7  el  operationes  ita  se 


r  =  2 
r=  5 
r=  5 
r  =  2 
r  =  2 
r=5 
r  =  5 
etc. 


p  = 

/>  = 

/»  = 
/»  = 

P  = 

P  = 

P  = 
elc. 


7  =  I 
7  =  10 
o=  I 
7  =  I 
7=  I 
7  =  10 
7=  I 
ctc. 


Quum  igitur  primus  quotus  fuerit  1  a  prioribus  prorsus  separandus,  serics  quotorum  erit: 

I,  .  .  1,    10,    i,    1,    1,    10,    1,  .   .  1,    10,  etc. 
series  eo  majorem  attentionem  meretur,  quod  a  praeccdcntibus  toto  coelo  discrcpat. 
15.    Sumamus  aliud  cxcmplum      =  ^      V2  =  *■  ^V'*8  >  unde  resultat  primus  quolus  =1 
et  residuum  cst  V18  —  2,  pcr  quod  dividi  oportet  3,  sive  mulliplicando  per  K18-+-2,  divisor  (it 


M,  dividendus  au 

lcm  3  Vt8-i-6  =  Vl62-+-6,  cujus  cvolutio  scq 

jeati  modo  n 

>praesenlatur : 

k  = 

=  162,  c=!2, 

/•=  6 

p=H 

7=  1 

r=  6 

p=H 

7=  1 

r-  8 

/>  =  7 

7=  2 

r=  8 

P=  7 

7-  2 

r=  6 

p=  18 

,=  1 

r=  6 

p=  18 

,=  i 

r=12 

P=  « 

7  =  2fc 

r=  12 

p  =  1 

7  =  2V 

r=12 

p=18 

7=  1 

r=  12 

/>  =  18 

7=  • 

r=  6 

p  =  7 

7=  2 

r=  6 

/,=  7 

7=  2 

r=  8 

p-U 

,=  1 

r=  8 

/>=  H 

7=  1 

r=  6 

p  =  9 

,=  2 

r=  6 

/>  =  9 

7=2 

r=  12 

/»  =  2 

7=12 

r  =  12 

p  =  2 

7  =  12 

r=  12 

p  =  9 

7=  2 

ctc. 

etc. 

etc. 

Serics  igitur  quotorum  est 

1,1, 

2,  «, 

2V,    1,    2,  1, 

2     12     2  1 

2,    1,  2v, 

1,    2,  clc. 

ulti  excluso  primo 

,  rcliqui 

socunduin  denos 

pcriodum  constituunt. 

16.    Quum  hic  sit  ~  =  ~^-H ,  habcbinuis  3* —  v  =  >Vl8;  reddamiis  hanc  acquulioiiciii 


ralionalem  et  prodibit 


B.rx  —  6xy  =  llyy,      sive      '.t-ri;  —  6xv  —  17  yy  =  0. 
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Uinc  ergo  discimus,  si  proposita  fucrit  haec  formula  trioomialis  9xx —  Gxy — 17 yy,  cujusmodi 
valores  litteris  x  et  y  tribui  debeaot,  ut  baec  formula  minimum  nanriscatur  valorem.  Scilicet  quotis 
modo  iovcutis  subscribantiu-  fractiones  more  solito,  atque  ea,  cui  maximus  quotus  est  inscriptus, 
dabit  valores  ipsarum  x  et  y,  quocirca  has  fractiones  hic  subjiciamus: 

1,        I,       2,       1,  2V, 
\  1  S  5  7 

o'     V     T  '      a»  r 
Pro  casu  ergo  minimi  habemus  y  =  >  '  sive  x  =  7  «*  T  =  6*  1 

9xjc  =  W1,       6xy=168,       17yy  =  272, 
ergo  ipsa  formula  abit  in  ■+■  1 ,  qui  valor  utique  est  omnium  minimus. 

17.  Quod  si  autem  banc  formulam  modo  supra  exposito  tractare  ct  ad  duos  terminos  redigerc 
vellemus,  ob  A  =  9,  B  = —  3,  C  = —  17,  ponendo  x  —  t-t-3u  et  y=9u,  prodiret  baec  formula 
9«—  lV58uu  =  9(M  —  I62«u),  quae  formula  certc  nunquam  minor  evadere  potcst  quam  9,  ex 
quo  intclligimus,  si  hujusmodi  formularum  valores  minimos  investigarc  volucrimus, 
licere  cas  ad  duos  terminos  reducere,  quandoquidem  hoc  modo  earum  natura  penitus 
quocirca  neccsse  est,  tales  formulas  data  opera  evolvere;  id  quod  in  sequentibus  problemalibus 


18.    ProUema  1.  Si  formula  Ax*— 2Bxy-+-Cy*  casu,  quo  i=a  et  y=b,  praebeat 
=  c,  invenire  infinilos  alios  valores  pro  x  et  y,  qui  eundem  valorem  c  producant,  siquidem  quantitas 
B* —  AC  fuerit  numerus  positivus  non  quadratus. 

Solutlo.   Quum  igitur  sit        Aax—2 Bab  -+-  C6*  =  c, 
requiritur ,  ut  fiat  Ax*  —  2Bxy-*-Cy%  =  Aax—  2  Bab  -+-  C6*. 

Jam  quaerantur  ante  omnia  numeri  p  ct  q,  ut  fiat 

pp  —  2Bpq  +  ACqq  =  1, 
id  quod  semper  ficri  licct,  quum  hinc  sit 

p  =  Bq-+-  V((B*—  AC)  qq-*-i), 
cujus  resolutio  a  problematc  Pclliano  pcndct,  dummodo  B*—AC  fuerit  numerus  positivus  non 
quadratus.    Statuamus  crgo  Bx—  AC=k,  ut  fieri  debeat 

P  =  Bq  +  V(ka*-*-i), 

ita  ut  quacri  oporteat  numerum  q,  ut  formula  kq*-t-  1  fiat  quadratum.    Hoc  ergo  facto  statuamus: 

Ax*- 2Bxy     0-»=  (Aa1—  2Bab  -+-  Cbb)  (PP  -  2Bpq  ACqq) 
quod  productum  cum  ipsa  forma  proposita  convenire,  ita  pcr  factores  irrationales  ostendimus.  Quuni 
enim  sit  Axx  —  2Bxy  -+-  Cy*=  ^  [Ax—  By  -+-  y  Vk)  (Ax  —  By  —  y  Vk)  et 

Aa1— 2  Bab  ■+-  Cy*=  -i  (Aa  —  Bb  -+-  6  Vk)  (Aa  —  Bb-b  Vk)  et 
pp  —  2Bpq  -+-  ACq*=  (p  —  Bq-t-q  Vk)  (p  —  Bq  —  q  Vk) 
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statuamus  Ax  —  By  -*- y  Vk  =  (Aa  —  Bb-t-bVk)(p  —  Bq-+  q  Vk), 

tum  enim  sponte  fiet  sumcndo  Vk  negative 

Ax  —  By  —  y  Vk  =  [Aa  —  Bb  —  b  Vk)  ( p  —  Bq  —  q  Vk) , 

unde  sufficiet  alteram  aequationem  tantum  evolvissc,  si  modo  parles  rationales  seorsim  inter  se 
aequentur.    Prodibit  igitur 

Ax  —  By  =  (Aa  —  Bb)  (p  —  Bq)     bq  IB*—  AC), 
y  =  q(Aa  —  Bb)-*-b(p  —  Bq), 
qui  valor  in  priori  aequatione  substitutus  pracbet  x  =  ap—Cbq,  ita  ut  valores  quaesiti  sint 

x  =  ap—  Cbq;     y  =  bp-+-Aaq  —  2Bbq. 
Atque  hinc  adhuc  alia  solutio  formari  potest,  quoniam  permutatis  litteris  A  et  C,  tam  litterae  a:  ct  y, 
quam  a  et  6  inter  se  permutantur,  littcrae  vero  p  et  q  eaedeni  mancnt,  scilicet 

x  =  ap-t-Cbq  —  2Baq,     y  =  bp  —  Aaq. 
Inventa  autcm  unica  solutione,  valorcs  pro  x  ct  y  rcperti  scribentur  in  locum  lilterarum  a  ct  6, 
sicque  denuo  nova  solulio  eruitur,  atque  binc  simili  modo  infinitas  alias  snccessive  eliccre  liccbiL 

19.  Govoll.  1.  Quin  etiam  adhuc  alias  solutiones  impctrare  Itcet,  si  alii  factorcs  inter  se 
combinentur,  veluti  si  ponamus 

Ax  —  By  H-r  Vk  =  (Aa  —  Bb  —  6  Vk)  (p  —  Bq  ■+■  q  Vk), 
hinc  orientur  istae  acquationes 

Ax-By  =  (Aa  —  Bb)  (p  -  Bq)  -  kbq, 

y  =  q(Aa-Bb)  —  b(p-Bq)  =  Aaq-bp, 
hincque  Ax  —  Aap  —  2  Bbp  -+-  ACbq , 

seu  x  =  ap-t-Cbq  —  ™bp, 

quae  autem  solutio  non  est  intcgra,  nisi  2Bbp  per  A  sit  divisibile.  Permutatio  autem  porro  hanc 
suppeditat  solutionem :        x  =  Cbq  —  ap,      y  =  bp-*~  Aaq  —  ap. 

20.  Coroll.  9.    TJtemur  nunc  etiam  bac  combinatione 

Ax  —  By-+-y  Vk  =  (Aa  —  Bb-*-b  ]/k)  (p  —  Bq  —  q  Vk) , 
hincque  obtincbimus  Ax  —  By  =  (Aa  —  Bb)  (p  —  Bq)  —  kbq, 

y~  —  (Aa  —  Bb)  q  -+-6  (p  —  Bq)  =  bp  —  Aaq, 

x  =  ap  —  2Baq  Cbq. 
Quae  soluUo  jam  pcrmutationc  in  problcmatis  solutione  est  eruta. 

2\.    Coroll.  3.    Eodem  modo  si  hos  factores  adhibcamus 

Ax  —  By-t-yVk  =  (Aa  —  Bb  —  b  Vk,  (p  —  Bq  —  q  Vk), 
easdem  solutiones  reperimus,  quas  in  primo  corollario  jam  invenimus,  permutatione  scilicet  adhibita. 
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22.  CoroUL  4.  Verum  adeo  infinitas  solutiones  simul  cxhibere  poterimus,  si  loco  factorum 
p  —  Bq±q  Vk,  eorum  potestates  quascunque  usurpamus,  quarum  quidem  exponentcs  sunt  numeri 
integri.  Si  enim  evohita  formula  (p  —  Bq-t-q  Vk)",  terminos  irratiooales  ponamus  =  Q  Vk,  ratio- 
nalcs  vcro  P  —  BQ,  ita  ut  jam  P  el  Q  inflnitos  valores  in  sc  involvant,  omncs  praecedentcs 
solutiones  generales  reddcntur,  si  modo  litterarum  p  et  q  loco,  scribantur  litterae  P  et  Q. 

23.  ProMetna  9*  Proposita  formula  Ax* — 2Bxy-*-Cy*,  in  qua  B* — AC  sit  numertu 
positivus  non  quadratus,  invenirt  eos  vaUtres  pro  litteris  x  et  y,  quibus  ipsa  formula  ad  minimum 
valortm  perducatur. 

Solutlo.  Hoc  problcma  simili  modo  solvctur,  quo  supra  formulam  binomiaJem  tractavimus, 
scilicet  ipsa  nostra  formula  aequetur  nihilo,  cx  ejusque  resoluUone  quacratur  fractio  —  »  quae  posito 
ut  ante  B* — 4C  =  k,  repcritur  —  = — --  -  j  quocirca  istam  formulam  irrationalcm  in  fracUonem 
continuam  resolvi  oportet,  quaerendo  scilicet  seriem  quotorum  conUnuorum,  quibus  si  more  solito 
firactiones  subscribantur,  eae,  quae  maximis  quoUs  respondeot,  loco  ~  surotae,  formulae  propositae 
minimum  valorcm  inducent,  et  quia  hic  Vk  tam  negative,  quam  posiUve  accipere  Hcct,  geminas 
solutiones  assignare  licebit,  quae  quidem  plerumque  inter  se  convenient  Id  quod  clarissime  excmplis 
ostendetur. 

2K.    Exernplum.    Sit  proposita  ista  formula  5xx — Gxy —  yy,  unde  fit  —  =  - — s — •  Valeat 

y  5 

primo  signum  supcrius  et  formula  — -  dabit  primum  quotum  =  1 ,  cx  quo  oritur  residuum 
V4V  —  2,  pcr  quod  dividi  oportet  5.  Multiplicetur  utrinque  per  VH-»-2,  ut  prodeat  divisor  kO 
et  dividendus  5(V%fc-«-2),  qui  deprimuntur  ad  8  et  Vkk-t-2;  nunc  jam  regula  supra  data  uti 
poterimus,  uU  bic  videre  licet 


k  =  Kk,      e  =  6; 

r  =  2 

p  =  8 

q=  i 

r  =  6 

p  =  i 

q=i2 

r  =  6 

p  =  8 

q=  i 

r  =  2 

p=5 

q  =  l 

r  =  3 

p  =  7 

q=  1 

r=  l 

p  =  k 

q=  2 

r  =  * 

p  =  7 

7=  1 

r  =  3 

p  =  5 

9=  1 

r  =  2 

p  =  S 

q=  i 

r=6 

p=i 

«=12 

qui  quoU,  ctun  ante  invento,  hanc  scriem  constituunt 

i,    i,    12,    i,    i,    i,    2,    1,  .  .  1,    I,    12,  etc. 

unde  fractiones  qnoUs  12  subscriplac  quacsito  saUsfacient,  quarum  prima  cst  —  >  ita  ut  sit  aj  =  2 
et  y  =  i ,  unde  formula  proposita  acquirit  valorem  -*-  1.   At  si  sumamus 
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x       .1-V44  .  -r  5  50  44-1-3)  >44-kJ 

7=— *— '      slve      —  =  74433=— 15 —  =  —7—' 

unde  posito  ut  ante  Ac  =  U  et  e  =  6,  habcmus 

r=3  />  =  7  7=' 

r  =  p  =  ♦  </  =  2 

atque  bic  subsistimus,  quia  eaedem  divisiones  jam  supra  occurreruot,  et  nunc  series  quotorum  erit 
I,   2,    1,    1,    1,    12,    1,    1,  .  .  1,   2,    1,  etc. 

prima  aotem  fractio  quoto  12  rcspondens  bic  Gt  sumatur  crgo  x  =  8  et  y  —  —  H,  atque 
nostrae  fonnolae  valor  evadit  -1-  1. 

25.  Exempl.  2.  Proposita  formula  7xx — 20xv--+-lfcry  minimum  reddenda,  cujus  ralor  casu 
x  =  1  ct  7=1  statim  Gt  -+-  1 ,  certe  minimum.  Hic  ergo  fractio  —  proxime  debet  esse  aequalis 
formulae  -0:~^>  unde  statim  primus  quotus  oritur  =1  et  residuum  eril  3-+-V2,  unde  pro  sccundo 
quoto  habcmus  =  ll-  ~—-]  =  ?  ZJl8  5jcquc  quolus  =1,  et  residuum  =2  — yfc.   Pro  tertio 

quoto  habemus  3^72  =  ^T^>  sic(Iue  «P0*"8  =  *•  ct  rcsiduum  V2,  quare  pro  quarto  habemus 
-72  =  -7-'  unde  sequentes  quoti  sunt  uti  supra  invenimus  1,  2,  2,  2,  etc.,  integra  ergo  serics 
erit 

I,    1,    1,    .    •    I,    2,    2,    2,  2. 

regulam  praescriptam 


1.  t,  1, 

.    .    1,    2,  2, 

2,  2. 

initio  irregulai 

•es  videntur,  eas  ( 

tatim  k  =  2, 

«=  1,  r=  10  ct 

P  =  7, 

r  =  -+-  10 

p  =  -*-7 

?  =  1 

r  =  —  3 

p  =  _l 

0=1 

r  =  -+-  2 

p  =  -+-  2 

,=  1 

r  =  -+-  0 

,_-+-! 

0=1 

r  =  -+-  1 

p  =  -Hl 

7  =  2 

r=-+-  1 

p=  1 

?  =  2 

hincque  superior  series  quotorum  oritur,  unde  valores  fractionis  y  sequenti  modo  procedent: 

1,       I,       1,       1,       2,       2.       2,  2 

_1      1      A      i.      JL       13      3'  75 

0  '         !  '        I  '        S  '        3  '         8  '       »9'  46' 

quanim  sccunda  statim  dat  casutn  minimi  ante  memoratum.  Tertia  dat  -+-  2,  quarta  —  I ,  quinta 
dat  -+-  1,  sexta  —  1,  etc.  lidcm  valores  sinc  dubio  prodire  debcnt,  si  in  fractione  pro  ~  capiatur 
V2  negative,  ut  habeatur  — - — >  quam  etiam  pcr  regulam  nostram  cvolvere  licebit,  dummodo  ita 
repracseotetur:  '  a_77<0>  ita  ut  sit  r  =  —  10  et  p  —  —  7,  undc  calculus  erit 
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k 

=  2, 

e=i 

10 

/•  = 

—  7 

,=-+-t 

r  =  -+- 

3 

P  = 

-+-  1 

q  =  -+-» 

r  =  -t- 

1 

P  = 

-+-  1 

q  =  2 

r  =  -+- 

t 

P  — 

-+-  i 

q  =  2. 

Ex  quibus  quotis  scquentes  fractiooes  fortnantur 

*. 

2, 

2, 

2, 

t 

5 

11 

27 

etc., 

o  ' 

T ' 

4  ' 

9  » 

22' 

quarum  secunda  formulam  reducit  . 

ad  -+-  1 , 

tertia  ad  — 

1. 

quarta  ad 

t,  etc.    Notatu  dignum 

hic  occurrit,  quod  hae  fractiones  a  praeccdentibus  tantopere  discrcpcnt,  atque  nibilo  secius  eadem 
minima  producant.  Sed  supra  jam  ostcndimus  hujusmodi  formulam  eosdem  valorcs  recipere  posse, 
dum  loco  x  ct  y  diversi  valores  substituuntur. 


26.  Exempl.  3.  Sit  proposita  formula  25  xx —  70xy-+-  hbyy  minimum  reddenda,  hic  ergo 
proxime  esse  oportet  -j  =  ,  unde  primus  quotus  flt  =  1  et  residuum  =2-*-V3,  ergo  pro 
secundo  quoto  babetur  fractio 

5     _  8(2 -v'3)  _  10-V75 
2-+-V3-      1       ~  1 


bincquc  quotus  =  t.    Tota  autem  operatio  per  regulam  nostram  expediri  potest,  si  fractio  nostra 
per  5  multiplicando  ad  hanc 
p  =  25 ,  unde  calculus  sequitur 


«15  -*-  y  7,1 

per  5  multiplicando  ad  hanc  fonnam  reducatur  ,  ubi  est  fc  =  75,  e  =  8,  r  =  35  et 


Quoti  ergo 


r=  35 

p=  25 

q  = 

-+-  1 

r  =  —  t0 

/»  =  -  » 

q  = 

-♦-  I 

r  =  -+-  9 

p  =  -*-  6 

f/  = 

2 

r  =  3 

/»  =  -+-  1 1 

7  = 

t 

r  =  8 

P  =  ~-  1 

9  = 

1G 

r=  8 

p=  il 

9  = 

1 

r=  3 

p=  6 

9  = 

1 

r=  3 

p=  tt 

9  = 

t 

r=  8 

p=  t 

9  = 

16 

ctc. 

etc. 

etc. 

cum  fractionibus  iU  sc  h 

abebu 

nt: 

1,     1,  2 

», 

16,  1, 

1 

i, 

16 

t        1  2 

5 

7  117 

124 

241 

365 

o '  t  '  r 

T ' 

T '    "35" ' 

.19 

74  ' 

113 

etc. 


evidens  est  ergo  fractioncs  indicibus  16  subscriptas  quaesito  satisfacere  debere,  quod  flt  si  x  =  7 
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et  y  =  k,  tum  autem  formula  nostra  abit  in  -*-l,  si  io  prima  formula  radicali  tribuatur  signum 


—  1 ,  ut  prodeat 

y 

V75  — 35 
"    -23  ' 

quae  per 

regulam  evoluta  praebet,  ob  k 

/'=-25,    q  = 

1: 

35 

n  —  

7  —  1 

r  =  -t-  10 

P  h  1 

q  —  10 

8 

»  =  •4-11 

3 

p  =  -*-  6 

7=  1 

3 

p  =  -*-  1 1 

q=  1 

8 

/>  =  --  i 

a  —  fl£ 

8 

P  =  » 

7=  1 

3 

p=  6 

3 

q  =  11 

9=  * 

etc. 

etc. 

ctc. 

Hinc  autem  quoti 

cum 

fractionibus  ita 

procedent 

1. 

18 

1. 

1.     1.  16 

*, 

i 

1 

19 

80      39  59 

983 

0 

'    T ' 

18 ' 

19 '     37 '  56 

933' 

Secunda  fractio  indici  18  respondcns  sine  dubio  producit  valorem  minimum  scilicet  -+-1,  quod  cx 
priori  casu  concludi  nequit,  quum  ibi  haec  fractio  -j-  exiguo  quoto  sit  subscripta;  verum  hoc  neu- 
Uquam  est  mirandum,  propterca  quod  hi  valores  litterarum  x  et  y  sunt  valdc  exigui,  principium 
autem  supra  stabilitum,  quo  fractiones  maximis  quotis  respondentes  accipcre  jubemur,  proprie  numeris 
majoribus  convenit  atque  utique  evenire  potest,  ut  valorcs  minimis  numeris  expressi  ab  hac  regula 
recedant. 

27.  Ex  his  exemplis  abunde  perspicitur,  quomodo  regula  nostra  aeque  facili  ac  concinna  in 
omnibus  casibus  uti  couveniat,  imprimis  autem  ea  opliino  successu  adhibcri  poterit  in  problemate 
illo  Pelliano  ftnnosissimo  solvendo,  ubi  quaeruntur  numcri  x  ct  y,  ut  sit  y  =  V{kxx  -+-  i),  tum  enim 
utique  oportebit  esse  proximc  —  =Vk,  quandoquidem  formula  yy  —  kxx  minima  Geri  debet,  mi- 
nimum  autem  jam  sponte  constat  esse  =  1,  prodiens  si  x  =  0  et  y=  1.  Vcluti  si  fuerit  Ar  =  13, 
cui  convenit  e  =  3,  ac  primo  sit  r=  0,  p  =  1,  sicque  calculus  ita  progredietur: 

r  =  0  p  =  \  7  =  3 

r  =  3  p  =  h  q  =  1 

r  =  1  p  =  3  q=  1 

r  =  2  p  =  3  q  =  1 

r=l  p  =  kr  q  =  t 

r  =  3  p=  1  v  =  6 

r=3  p  =  \  7=1. 

Unde  quoti  cum  fractionibus  —  erunt 
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3,     1,     1,     1,     I,  6,       1,       1,       I,       I,  6, 
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ubi  maximi  quoti  sunt  6 ,  quia  autem  tnajus  esse  debet  quam  Vk,  fractiones  autem  hic  resultantcs 
alternatim  superant  et  deOciunt  ab  isto  valore,  pro  casu  nostro  eas  accipi  oportet,  quae  locis  impa- 
ribus  consistunt,  ergo  undccima  harum  fractionum,  quae  daty=6V9  et  x=i80,  quaesito  satisfacit, 
fractio  autem  priori  6  subscripta  resolrit  aequationem  y=  V(i2xx—  1). 
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L.  EULEIU  OPERA  AKITtlMETlCA.  1772. 


ADDITAMENTUM  AD  ANNUM  1772. 

i 

Extralt  d  une  lettre  a  M.  Bernoulll,  concemant  lc  memolre  tm- 
prlme  parml  ceux  de  1791  p.  319. 

(Memoircs  dc  Berlio  1772  Uist.  p.  35.) 

Ayant  lu  avec  plaisir  vos  recherches  sur  les  nombres  de  la  forme  lC^rl,  j'ai  1'honneur 
de  vous  commutiiquer  les  criteres  par  lesquels  on  pcut  juger,  pour  chaquc  nombre  premier  2p-t-l, 
laquelle  de  ces  deux  formules  10'' —  1  ou  10^-t-  1  sera  divisible  par  2p-+-t. 

Pour  cct  effet,  il  faut  distinguer  les  deux  cas  snivants: 

i"  Cas.  Si  2p+l  =  U  +  1,  on  n'a  qua  coosiderer  les  diviseurs  dc  ces  trois  uombres:  n, 
n —  2  et  n  —  6:  et  si  parmi  eux,  on  trouve  ou  les  deux  nombres  2  et  5,  ou  aucun  dcux,  cest 
une  marque  quc  la  formule  1(V— 1  sera  divisible;  si,  au  contraire,  parmi  lesdits  diviseurs  ne  se  trouve 
qu  un  dcs  noinbres  2  ou  5,  alors  la  formulc  t0''-+-  1  scra  divisiblc;  ainsi,  pour  le  nombre  premier 
2p  ■+■  1  =  53  =  kn  -+-  1 ,  on  aura  n  =  13,  et  nos  trois  nombres  seront  13,  II  et  7,  donc  ni  2  ni 
5  n'est  diviseur,  et  partanl  la  formule  10" —  1  scra  divisible  par  53. 

2ilM  Cas.  Si  2p  -+-  I  =  kn  —  1,  on  doit  considerer  ccs  trois  nombres  n,  n-t-2  et  n-t-6,  et  si 
parmi  leurs  diviseurs  se  rencontrent  ou  tous  les  deux  nombres  2  et  5,  ou  aucun  d'eux,  alors  la  for- 
mule  107'—  1  sera  divisible;  mais  si  seulement  1'un  des  nombres  2  ou  5  s'y  trouve,  alors  la  for- 
mule  10^-H  I  sera  divisible;  comme  si  2p  -+-  I  =  59  =  4n  —  1 ,  et  partant  n=  15,  nos  trois 
nombres  sont  15,  17,  21,  ou  5  est  parmi  les  diviscurs,  ct  non  pas  2,  donc  la  formule  10"-i-  I 
sera  divisibte  par  59. 

Ces  ri-gles  sonl  fondees  sur  un  principc  dont  la  demonstration  ncst  pas  cncore  connue. 

Lc  plus  graud  noinbrc  premier  que  nous  connaissions  cst  sans  doute  2st  —  1  =  2147483647 
que  Fermut  a  deja  assurc  etre  premier,  et  moi  je  l'ai  aussi  prouve;  car,  puisque  celte  formule  nc 
saurait  admettre  dautres  diviscurs  que  dc  lune  ou  de  lautre  de  ces  deux  formes  2\&n-t-i  et 
248n-i-63,  j'ai  examinc  tout  les  nombrcs  prcmiers  conlenus  dans  ccs  dcux  formules  jusqua  46339 
dont  aucun  ne  s  est  trouve  divisrur. 

Cette  progression  41.  43.  47.  53.  61.  71.  83.  97.  113.  131.  ctc.  dont  le  tcrmc  general  cst 
41  — x-+-xx  est  d  autant  plus  remarquable  que  lcs  quarante  premicrs  termes  sont  tous  des  nombres 
premiers. 

FINIS  TOMl  PHIORIS. 
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